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ΦΥΣΙΚΗ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Β ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΜΗ ΟΜΑΛΗ ΚΥΚΛΙΚΗ ΚΙΝΗΣΗ-ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ ΒΟΛΗ 

ΘΕΜΑ Β 
Σφαιρίδιο μικρών διαστάσεων μάζας 𝐦 αφήνεται να κινηθεί από σημείο (𝛂) λείου 
κυκλικού οδηγού που έχει κατασκευαστεί με την συγκόλληση δυο 
τεταρτοκυκλίων ακτίνας 𝐑 ώστε στο σημείο συγκόλλησης (𝛃) να δημιουργείται 
σημείο καμπής όπως φαίνεται στο σχήμα. Το επίπεδο του οδηγού είναι 
κατακόρυφο και η ακτίνα στο  σημείο εκκίνησης (𝛂) σχηματίσει με την ακτίνα στο  
σημείο συγκόλλησης (𝛃) γωνία 𝛉 με 𝟎° < 𝛉 ≤ 𝟗𝟎°. Το πείραμα δείχνει ότι 
φτάνοντας το σφαιρίδιο στο σημείο καμπής εκτελεί είτε οριζόντια βολή (𝛃𝛅) είτε 
αρχικά μη ομαλή κυκλική κίνηση (𝛃𝛄) και τελικά πλάγια βολή από το σημείο που 
χάνει την επαφή του με τον οδηγό.  
Να μελετηθεί η κίνηση που θα εκτελέσει το σφαιρίδιο. 

 
 

Εφαρμόζουμε το 𝚯.𝚳. 𝚱. 𝚬. για την κίνηση του σώματος από τη θέση (𝛂) ως τη 
θέση (𝛃). 

𝚺𝐖 = 𝚫𝐊 ⇔ 𝐖𝐰 =
𝟏

𝟐
𝐦𝛖𝟏

𝟐 ⇔ 𝐦𝐠𝐡 =
𝟏

𝟐
𝐦𝛖𝟏

𝟐 ⇔ 𝛖𝟏
𝟐 = 𝟐𝐠𝐡 (𝟏) 

Όμως ισχύει: 

𝛔𝛖𝛎𝛉 =
𝐑 − 𝐡

𝐑
 ⇔ 𝐑𝛔𝛖𝛎𝛉 = 𝐑 − 𝐡 ⇔ 𝐡 = 𝐑(𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝛉)    (𝟐) 
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Η σχέση (𝟏) λόγω της σχέσης (𝟐) γράφεται: 

𝛖𝟏
𝟐 = 𝟐𝐠𝐑(𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝛉) ⇔ |𝛖𝟏| = √𝟐𝐠𝐑(𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝛉)    (𝟑) 

 
Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
𝟏) Το σώμα συνεχίζει να εκτελεί μη ομαλή κυκλική κίνηση μέχρι 
τη θέση (𝛄) όπου χάνει την επαφή με τον οδηγό και στη συνέχεια 
εκτελεί από τη θέση αυτή πλάγια βολή. Στη θέση (𝛃) θα ισχύει:  

𝚺𝐅 =
𝐦𝛖𝟏

𝟐

𝐑
⇔ 𝐦𝐠 − 𝐍 =

𝐦𝛖𝟏
𝟐

𝐑
⇔ 𝐍 = 𝐦[𝐠 −

𝟐𝐠𝐑(𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝛉)

𝐑
] ⇔ 

𝐍 = 𝐦[𝐠 − 𝟐𝐠(𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝛉)] ⇔ 𝐍 = 𝐦𝐠(𝟐𝛔𝛖𝛎𝛉 − 𝟏)   (𝟒) 
Εφόσον στη θέση (𝛃) η κυκλική κίνηση συνεχίζεται ισχύει: 

𝐍 > 𝟎 ⇔ 𝐦𝐠(𝟐𝛔𝛖𝛎𝛉 − 𝟏) > 𝟎 ⇔ 𝟐𝛔𝛖𝛎𝛉 − 𝟏 > 𝟎 ⇔ 𝛔𝛖𝛎𝛉 >
𝟏

𝟐
⇔ 

𝟎 < 𝛉 <
𝛑

𝟑
   (𝟒)    

 
Στη θέση (𝛄), το σώμα χάνει την επαφή με τον 

οδηγό και η δύναμη 𝚴⃗⃗  μηδενίζεται.  
Εφαρμόζουμε το 𝚯.𝚳. 𝚱. 𝚬. για την κίνηση του 
σώματος από τη θέση (𝛃) ως τη θέση (𝛄). 

𝚺𝐖 = 𝚫𝐊 ⇔ 𝐖𝐰 =
𝟏

𝟐
𝐦𝛖𝟐

𝟐 −
𝟏

𝟐
𝐦𝛖𝟏

𝟐 ⇔ 

𝐦𝐠𝐝 =
𝟏

𝟐
𝐦𝛖𝟐

𝟐 −
𝟏

𝟐
𝐦𝛖𝟏

𝟐 ⇔ 

𝛖𝟐
𝟐 − 𝛖𝟏

𝟐 = 𝟐𝐠𝐝    (𝟓) 

𝛔𝛖𝛎𝛗 =
𝐑 − 𝐝

𝐑
⇔ 𝐝 = 𝐑(𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝛗)    (𝟔) 

 
Στη θέση (𝛄) ισχύει: 

𝚺𝐅𝐲 =
𝐦𝛖𝟐

𝟐

𝐑
⇔ 𝐰𝐲 =

𝐦𝛖𝟐
𝟐

𝐑
⇔ 𝐦 =

𝐦𝛖𝟐
𝟐

𝐑
⇔ 

𝛖𝟐
𝟐 = 𝐠𝐑𝛔𝛖𝛎𝛗  (𝟕) 

Η σχέση (𝟓) λόγω των σχέσεων (𝟑), (𝟔) και 
(𝟕) γράφεται: 
𝐠𝐑𝛔𝛖𝛎𝛗 − 𝟐𝐠𝐑(𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝛉) = 𝟐𝐠𝐑(𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝛗) ⇔ 

𝛔𝛖𝛎𝛗 − 𝟐(𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝛉) = 𝟐(𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝛗) ⇔ 

𝛔𝛖𝛎𝛗 =
𝟐

𝟑
(𝟐 − 𝛔𝛖𝛎𝛉)   (𝟖)  

Λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (𝟒) και (𝟖) προκύπτει ότι: 
𝟐

𝟑
≤ 𝛔𝛖𝛎𝛗 ≤ 𝟏  (𝟗) 
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𝟐) Το σώμα εκτελεί οριζόντια βολή από 

τη θέση (𝛃), ως τη θέση (𝛄) με 
βεληνεκές  𝐒.  

Τότε θα ισχύει: 

𝟐𝛔𝛖𝛎𝛉 − 𝟏 ≤ 𝟎 ⇔ 𝛔𝛖𝛎𝛉 ≤
𝟏

𝟐
⇔ 

𝛔𝛖𝛎𝛉 ≤ 𝛔𝛖𝛎
𝛑

𝟑
⇔

𝛑

𝟑
≤ 𝛉 ≤

𝛑

𝟐
    (𝟏𝟎) 

Για το βεληνεκές  𝐒 ισχύει: 
𝐒 = |𝛖𝟐|𝚫𝐭 ⇔ 

𝐒 = √𝟐𝐠𝐑(𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝛉)√
𝟐𝐑

𝐠
⇔ 

𝐒 = √𝟐𝐠𝐑(𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝛉)
𝟐𝐑

𝐠
⇔ 

𝐒 = 𝟐𝐑√𝟏 − 𝛔𝛖𝛎𝛉       (𝟏𝟏) 
 
Λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (𝟗) και (𝟏𝟎) 
προκύπτει ότι: 

√𝟐𝐑 ≤ 𝐒 ≤ 𝟐𝐑   (𝟏𝟐) 
 
 
 

S 


