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ΦΥΣΙΚΗ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΟΜΑΛΗ ΚΥΛΙΣΗ ΤΡΟΧΟΥ 

ΘΕΜΑ Β 
Τροχός με ακτίνα 𝐑 κυλίεται - χωρίς ολίσθηση - σε οριζόντιο επίπεδο 
με σταθερή ταχύτητα μέτρου 𝛖𝐜𝐦 και γωνιακή ταχύτητα 𝛚. Τη χρονική 
στιγμή 𝐭𝟎 = 𝟎 το υλικό σημείο 𝚪 της περιφέρειας του τροχού μάζας 𝐦 
είναι το ανώτερο σημείο του τροχού. 
𝟏) Να βρεθούν για το υλικό σημείο 𝚪 οι χρονικές εξισώσεις του 
μέτρου της ορμής και του ρυθμού μεταβολής της και να παρασταθούν 
γραφικά. 
𝟐) Να βρεθεί η χρονική εξίσωση της μηχανικής ενέργειας του υλικού 
σημείου 𝚪 και να παρασταθεί γραφικά. Θεωρούμε επίπεδο μηδενικής 
δυναμικής βαρύτητας το οριζόντιο επίπεδο. 
𝟑) Να βρεθεί η χρονική εξίσωση του ρυθμού με τον οποίο παράγει 
έργο η δύναμη που δέχεται το υλικό σημείο 𝚪 από τον υπόλοιπο 
τροχό και να παρασταθεί γραφικά. 

 
 

Λύση 
𝟏) Η ορμή του σημείου 𝚪 είναι: 

 𝐩𝛐𝛌 = 𝐦𝛖𝛐𝛌 ⇔ 

 𝐩𝛐𝛌 = 𝐦√𝛖𝐜𝐦
𝟐 + 𝛖𝟐 + 𝟐𝛖𝐜𝐦𝛖𝛔𝛖𝛎𝛉

𝛖=𝛖𝐜𝐦 
⇔    

𝐩𝛐𝛌 = 𝐦√𝟐𝛖𝐜𝐦
𝟐 + 𝟐𝛖𝐜𝐦

𝟐 𝛔𝛖𝛎𝛉  ⇔  

𝐩𝛐𝛌 = 𝐦𝛖𝐜𝐦√𝟐(𝟏 + 𝛔𝛖𝛎𝛉)   (𝟏)  

Όμως ισχύουν  𝐩𝐜𝐦 =  𝐦𝛖𝐜𝐦 το μέτρο της 
ορμής του κέντρου μάζας και η σχέση: 

𝛔𝛖𝛎𝟐
𝛉

𝟐
=
𝟏 + 𝛔𝛖𝛎𝛉

𝟐
   (𝟐) 

Η σχέση (𝟏) λόγω της σχέσης (𝟐): 

𝐩𝛐𝛌 = 𝐩𝐜𝐦√𝟒𝛔𝛖𝛎
𝟐
𝛉

𝟐
 ⇔ 
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𝐩𝛐𝛌 = 𝟐𝐩𝐜𝐦 |𝛔𝛖𝛎
𝛉

𝟐
| ⇔ 𝐩𝛐𝛌 = 𝟐𝐩𝐜𝐦 |𝛔𝛖𝛎

𝛚𝐭

𝟐
|   (𝟑) 

 
Το ζητούμενο διάγραμμα είναι: 

 
Το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της ορμής του υλικού σημείου 𝚪 
είναι: 

|
𝐝𝐩

𝐝𝐭
| = 𝟐𝐩𝐜𝐦 |

𝐝

𝐝𝐭
(𝛔𝛖𝛎

𝛚𝐭

𝟐
)| ⇔ |

𝐝𝐩

𝐝𝐭
| = 𝐩𝐜𝐦𝛚|𝛈𝛍

𝛚𝐭

𝟐
|  (𝟒) 

 
Το ζητούμενο διάγραμμα είναι: 

 
 
Παρατηρούμε ότι το μέτρο της ορμής και του ρυθμού μεταβολής της 
έχουν περίοδο 𝚻 ίση με αυτή της περιστροφής του τροχού. 
 
𝟐) Η μηχανική ενέργεια του σημείου 𝚪 είναι:  

𝚬 = 𝐔 + 𝚱 ⇔ 𝐄 = 𝐦𝐠(𝐑 + 𝐲) +
𝟏

𝟐
𝐦𝛖𝛐𝛌

𝟐  

όπου 𝐲 = 𝐑𝛔𝛖𝛎𝛉  και από γενίκευση Πυθαγορείου Θεωρήματος 

𝛖𝛐𝛌
𝟐 = 𝛖𝐜𝐦

𝟐 + 𝛖𝟐 + 𝟐𝛖𝐜𝐦𝛖𝛔𝛖𝛎𝛉
𝛖=𝛖𝐜𝐦 
⇔   𝛖𝛐𝛌

𝟐 = 𝟐𝛖𝐜𝐦
𝟐 (𝟏 + 𝛔𝛖𝛎𝛉) 
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Αντικαθιστώντας προκύπτει: 

𝐄 = 𝐦𝐠𝐑(𝟏 + 𝛔𝛖𝛎𝛉) +
𝟏

𝟐
𝐦𝟐𝛖𝐜𝐦

𝟐 (𝟏 + 𝛔𝛖𝛎𝛉) ⇔ 

𝐄 = 𝐦(𝛖𝐜𝐦
𝟐 + 𝐠𝐑)(𝟏 + 𝛔𝛖𝛎𝛚𝐭) ⇔ 

𝐄 = 𝐄𝟎(𝟏 + 𝛔𝛖𝛎𝛚𝐭),   𝐄𝟎 = 𝐦(𝛖𝐜𝐦
𝟐 + 𝐠𝐑)  (𝟓) 

Το ζητούμενο διάγραμμα είναι: 

 
𝟑) Στο υλικό σημείο 𝚪 ασκείται το βάρος του 𝐰 (συντηρητική δύναμη) 
και η δύναμη 𝚴 (μη συντηρητική) από τον τροχό, που εξαιτίας της 
μεταβάλλεται η μηχανική ενέργεια του σημείου. Άρα μπορούμε να 
γράψουμε: 

𝐝𝐄

𝐝𝐭
=
𝐝𝐖𝐍
𝐝𝐭

⇔
𝐝𝐖𝐍
𝐝𝐭

=
𝐝

𝐝𝐭
(𝐄𝟎(𝟏 + 𝛔𝛖𝛎𝛚𝐭)) ⇔ 

 
𝐝𝐖𝐍
𝐝𝐭

= −𝛚𝐄𝟎𝛈𝛍𝛚𝐭  (𝟔) 

Το ζητούμενο διάγραμμα είναι: 
 

 
 
  


