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Σύνοψη

Στο παρόν κείμενο παρουσιάζεται μια σειρά ασκήσεων εμπνευσμένων από ένα πρό‐
σφατο αστρονομικό γεγονός. Οι ασκήσεις εξερευνούν το φαινόμενο της παράλλαξης
και πώς εκείνο μπορεί να εφαρμοστεί για την εκτίμηση της απόστασης γης–σελήνης.

Προαπαιτούμενες γνώσεις: ευκλείδεια γεωμετρία, τριγωνομετρία, μέτρηση γωνιών
σ’ ακτίνια, όριο συνάρτησης

Εκφώνηση

Την Τετάρτη 12 Αυγούστου 2026 έλαβε χώρα μια έκλειψη ηλίου. Στις περισσότερες
περιοχές της Ευρώπης, όπως και στην Ελλάδα, η έκλειψη ήταν μερική, ενώ σ’ ορι‐
σμένα μέρη της Ισπανίας ο ήλιος καλύφτηκε εντελώς [1]. Τ’ ότι η σελήνη εμφανίζεται,
την ίδια στιγμή, σε διαφορετικές θέσεις στον ουρανό από διαφορετικά σημεία στη γη,
οφείλεται στον ίδιο λόγο που το δάχτυλο του τεντωμένου μας χεριού φαίνεται ν’ αλ‐
λάζει θέση ανάλογα με το ποιο μάτι το κοιτάμε.
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Áσκηση A’

Η φαινόμενη μεταβολή της θέσης ενός
αντικειμένου ανάλογα με το σημείο πα‐
ρατήρησης ονομάζεται παράλλαξη. É‐
στω παρατηρητής στη θέση Α, σ’ από‐
στασηDαπό ένα αντικείμενο στο σημείο
Ο. Κάποια στιγμή ο παρατηρητής μετα‐
κινείται κατά x κάθετα στο ευθύγραμμο
τμήμαΑΟ,φτάνοντας σε μια νέα θέση Β.
Αν∠ΑΟΒ ≡ p είναι η γωνίαπαράλλαξης,
δείξτε ότι

D = f(x, p), (1)

όπου f(x, p) είναι μια συνάρτηση που θα
χρειαστεί να προσδιορίσετε.

Áσκηση Β’

Πώς νομίζετε ότι θα μπορούσε να εφαρμοστεί η (1) για να υπολογιστεί η απόσταση
ενός μακρινού αντικειμένου χωρίς να χρειαστεί να πάμε εκεί;

Áσκηση Γ’

Τα σημεία Α και Β της Áσκησης Α’ θα μπορούσαν να ’ναι δυο παρατηρητές στην επι‐
φάνεια της γηςκιΟηθέσητηςσελήνης, στηνοποίαπερίπτωσημιλάμεγια «σεληνιακή
παράλλαξη». Το x για μια σεληνιακή παράλλαξη είναι εν γένει μη τετριμμένο να προσ‐
διοριστεί.

Για παράδειγμα, έστω ότι κάποια στιγμή η
σελήνη βρίσκεται κοντά στον ορίζοντα του
παρατηρητή Α. Αν Κ το κέντρο της γης κι R η
ακτίνατης,μπορούμεναορίσομεένανκύκλο
C που προκύπτει αν κόψομε νοητά τη γη μ’
ένα επίπεδο που περνά απ’ τα σημεία Κ, Α κι
Ο. Éνας δεύτερος παρατηρητής στη θέση Β
βρίσκεται σ’ απόσταση s απ’ το Α κατά μήκος
της περιφέρειας του C. Δεχόμενοι ότι ΑΟ ∼
ΒΟ ∼ ΚΟ ∼ D, επιχειρηματολογήστε ότι η
(1) είναι εφαρμόσιμη με

x ∼ h, (2)

όπου h = h(s) η υψομετρική πτώση της επιφάνειας της γης λόγω καμπυλότητας.

https://ylikonet.gr/
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Áσκηση Δ’

Éστω∠ΑΚΒ ≡ φ η επίκεντρη γωνία που βαίνει στο τόξο Α̂Β, μήκους s, του κύκλου C
της προηγούμενης άσκησης. Δείξτε ότι1

2ημ2
φ
2
=
h
R
. (3)

Áσκηση Ε’

Παρατηρώντας τον κύκλο C, είναι εμφανές ότι (εμβαδόν τριγώνου ΒΚΓ) < (εμβαδόν
κυκλικούτομέαΑΚΒ)< (εμβαδόντριγώνουΑΚΔ).Δείξτεότι ησυνθήκηαυτήγράφεται
ισοδύναμα

συνφ <
ημφ
φ

< 1. (4)

΄Oταν φ → 0, συνφ → 1. Σύμφωνα λοιπόν με την (4), ημφ/φ → 1 στο ίδιο όριο. Μ’
άλλαλόγια, όταν τοφ είναιμιαμικρήγωνίαμετρημένησ’ ακτίνια, ισχύει ηπροσέγγιση
ημφ ∼ φ με καλή ακρίβεια. Το ίδιο αληθεύει, βέβαια, για το ημίτονο οποιασδήποτε
μικρής γωνίας.

Áσκηση ΣΤ’

Αν τοφ μετριέται σ’ ακτίνια, τότε, εξορισμού, s = Rφ. Δείξτε, σε συνδυασμό με τ’ απο‐
τελέσματα των προηγούμενων ασκήσεων, ότι η (2) γράφεται

x ∼ s2

2R
. (5)

Υπόποιαπροϋπόθεσηείναι εφαρμόσιμηηπροσέγγιση (5); Τισημαίνειαυτόστηνπράξη
για την τιμή του s;

1 Υπενθυμίζεται ότι συν(2a) = 1 – 2ημ2a.

https://ylikonet.gr/
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Áσκηση Ζ’

Éστω ότι ο δεύτερος παρατηρητής δε βρί‐
σκεται στη θέση Β πάνω στον κύκλο C,
αλλά σε μι’ άλλη θέση Β’ ενός κύκλου με
το ίδιο κέντρο και την ίδια ακτίνα με τον
C, του οποίου το επίπεδο προκύπτει με πε‐
ριστροφή του επιπέδου του C κατά γωνία
θ γύρω απ’ τον άξονα ΚΑ. Αν ÃB′ = s και
φ, θ ≪ 1 rad, δείξτε ότι2

x ∼ s
…( s

2R

)2
+ θ2. (6)

Áσκηση Η’

Η έκλειψη ηλίου της 12ης Αυγούστου βιντεοσκοπήθηκε ταυτόχρονα από διαφορετι‐
κούς σταθμούς στην επιφάνεια της γης. ΄Oπως φαίνεται στην παραπάνω εικόνα, τη
στιγμή που στην Palma deMallorca της Ισπανίας (σημείο Α) η σελήνη βρισκόταν πολύ
κοντά στον ορίζοντα και είχε σχεδόν καλύψει τον ηλιακό δίσκο, παρατηρητές στην
περιοχή León (σημείο Β’) της ίδιας χώρας βίωναν μια ολική έκλειψη. Με τη βοήθεια
τωνδιαδικτυακών εφαρμογώνGoogle Earth [2] και Stellarium [3], συμπεραίνει κανείς
ότι s ∼ 770 km και θ ∼ 10◦.3 Χρησιμοποιήστε αυτές τις πληροφορίες, σε συνδυασμό
με την ακτίνα της γης R ∼ 6,4 · 103 km, για να βρείτε το x.

2 Αναλύστε το x σε δυο κάθετες συνιστώσες: μια λόγω της καμπυλότητας της γης και μια λόγω
της περιστροφής κατά θ.
3 Η θ εκτιμήθηκε ως η διαφορά μεταξύ της αρχικής γεωγραφικής διεύθυνσης (heading) απ’ την
Palmaπρος τηLeón, όπωςυπολογίστηκεστοGoogle Earth, και τουαζιμουθίου τηςσελήνηςστηνPalma
κατά την ίδια χρονική στιγμή, όπως υπολογίστηκε στο Stellarium.

https://ylikonet.gr/
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Áσκηση Θ’

΄Oταν στη León επικρατούσε
ολική έκλειψη ηλίου κι άρα
το κέντρο τουηλιακούδίσκου
σχεδόν συνέπιπτε με το κέ‐
ντρο του σεληνιακού δίσκου,
στην Palma η απόσταση των
κέντρων ήταν∼ 0,02◦.4 Ποια
είναι η εκτίμησή σας για το D;

Áσκηση Ι’

Πώς συγκρίνεται το προηγούμενό σας αποτέλεσμα με τη σημερινή αποδεκτή (μέση)
απόσταση γης–σελήνης; Πόσο μεγάλο είναι το σφάλμα του D και ποιοι θεωρείτε ότι
είναι οι σημαντικότεροι παράγοντες που το επηρεάζουν;

Áσκηση ΙΑ’

Ποια είναι η μέγιστη τιμή του p που μπορεί να μετρηθεί;5 Είναι ευδιάκριτη μια τέτοια
μεταβολή με το γυμνό μάτι κι άρα καταρχήν προσιτή στους αστρονόμους της αρχαιό‐
τητας;

Παράρτημα

Το φαινόμενο της ηλιακής έκλειψης, καθώς και η σημασία του για τον καθορισμό της
απόστασης της σελήνης, ήταν γνωστά στους αστρονόμους της αρχαιότητας. Ο επο‐
νομαζόμενος «πατέρας της αστρονομίας» Íππαρχος ο Ρόδιος, για παράδειγμα, χρησι‐
μοποίησε την παρατήρηση μιας έκλειψης ηλίου από δυο περιοχές—την Αλεξάνδρεια
της Αιγύπτου και τον Ελλήσποντο τηςΜικρασίας—για να εκτιμήσει την απόσταση της
σελήνης μ’ ακρίβεια∼ 3% [4].

Αντίθετα με τη σελήνη, η παράλλαξη δεν παρατηρείται με το γυμνό μάτι στ’ άστρα τ’
ουρανού. Αυτός ήταν βασικός λόγος που το ηλιοκεντρικό μοντέλο, που πρώτος φαί‐
νεται να διατύπωσε γραπτά ο Αρίσταρχος ο Σάμιος, άργησε να υιοθετηθεί. Σύμφωνα

4 Η τιμή αυτή προέκυψε εισάγοντας σχετικό στιγμιότυπο στη διαδικτυακή εφαρμογή GeoGebra
και προσαρμόζοντας με το μάτι τόσο τον ηλιακό όσο και τον σεληνιακό δίσκο μ’ έναν κύκλο. Η από‐
σταση μεταξύ των κέντρων εκφράστηκε στη συνέχεια ως πολλαπλάσιο της διαμέτρου του ηλιακού
δίσκου, η οποία θεωρήθηκε ίση με 0,5◦.
5 Σκεφτείτε πόσο μεγάλο μπορεί να ’ναι το x για δυο παρατηρητές στη γη.

https://ylikonet.gr/
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με τους υποστηρικτές του γεωκεντρικού μοντέλου, αν η γη γύριζε γύρω απ’ τον ήλιο
οι φαινόμενες θέσεις των άστρων θα ’πρεπε ν’ αλλάζουν κατά τη διάρκεια του έτους
[5].

Η μέτρηση της αστρικής παράλλαξης ήρθε πολύ αργότερα με τη βοήθεια τηλεσκο‐
πίων. Συγκρίνοντας τις θέσεις των κοντινών άστρων στο νυχτερινό ουρανό μεταξύ
φωτογραφιώνπουπάρθηκανμεδιαφοράέξι μηνών,προκύπτει ένα νοητό τρίγωνομε
βάση που αντιστοιχεί στη μέση απόσταση γης–ήλιου και ύψος την απόσταση ήλιου–
άστρου. Οι τυπικές γωνίες παράλλαξης που παρουσιάζουν τ’ άστρα είναι υποπολλα‐
πλάσια του ενός τόξου του δευτερολέπτου 1′′ ≡ 1/3.600◦. Από ’κει προκύπτει και η
αστρονομικήμονάδαμέτρησης παρσέκ (parsec), μια σύντμηση τωναγγλικών λέξεων
parallax (παράλλαξη) κι arcsecond (δευτερόλεπτο τόξου) [6].

Αναγνωρίσεις

Το παρόν κείμενο στοιχειοθετήθηκε με το σύστημα XeLaTeX μέσω της εφαρμογής
TeXstudio. Η μεταγλώττιση του κειμένου σε PDF έγινε με τη διανομή MiKTeX. Το πη‐
γαίο έγγραφο LaTeX βασίστηκε σε τροποποιημένη μορφή πρότυπου κώδικα (tem‐
plate) που διατίθεται δωρεάν.

΄Oπου δε γίνεται αναφορά σε πηγή, εικόνες με καλλιτεχνικές αποδόσεις δημιουργή‐
θηκανμεχρήσηαλγόριθμουτεχνητήςνοημοσύνηςπουμετατρέπει κείμενοσεεικόνα.
Παρομοίως, σχήματαπουπαρουσιάζονται χωρίςπηγέςφτιάχτηκανμε τηβοήθεια της
εφαρμογής GeoGebra.

Η γλωσσική επιμέλεια του κειμένου, καθώς και μέρος της απαιτούμενης έρευνας, έγι‐
ναν με τη βοήθεια συστήματος τεχνητής νοημοσύνης που βασίζεται σ’ εξελιγμένα
γλωσσικά μοντέλα.
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