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Preliminares

1.1 Notacion

Sean a, b numeros reales, a < b. Los intervalos cerrados y abiertos son

[a,b) ={r e R:a <x <b},
la,b={r e R:a <z <b}.

También es usual denotar el intervalo abierto por (a,b) pero puede con-
fundirse con la pareja ordenada (a,b).

Cla,b] es el conjunto de funciones continuas en el intervalo [a,b]; C™|a, b]
es el conjunto de funciones con n derivadas continuas sobre [a,b] (con esta
notaciéon Cla,b] = C%[a,b]). Algunas veces, por brevedad, se dice que f es
de clase C™.

De manera andloga, C*[a,b| es el conjunto de funciones que se pueden
derivar tantas veces como se desee. Ejemplos de estas funciones son: f(z) =
e, g(z) = 32° — 822 + 12, h(x) = sen(2x).

Pr, es el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a n.

I(c,d) es el intervalo cerrado que mas pequeno contiene a ¢ y a d. Por
ejemplo 1(3,5) = [3,5], I(2,1.8) =[1.8, 2|.

1



2 1. PRELIMINARES
1.2 Repaso de algunos conceptos de calculo

En lo que sigue, mientras no se diga lo contrario, se considera una funcién
f:R — Ry cun nimero real.

Se dice que el limite de f cuando x tiende a c es L € R, denotado

lim f(x) =L,

r—cC

si dado & > 0 existe 6 > 0 tal que

si0<|z—c| <4, entonces |f(z)—L|<e.

La funcién f es continua en c si lim f(x) existe y
r—cC

lim f(z) = f(c).

Tr—cC

Se dice que f es continua en el intervalo [a,b] si es continua en todos los
puntos de [a, b].

Se dice que f es derivable en c, si existe el limite

o FleH ) = @) 1O = o)

h—0 h {—c 5 —C

Si f es derivable en ¢, entonces ese limite es la derivada de f en ¢ y se denota

R RN (G (5]

h—0 h E—c f —C

f'e) =

Teorema 1.1. Teorema de valores extremos. Sea f continua en el in-
tervalo [a,b] (recordemos que se puede denotar f € Cla,b] ), entonces eziste
por lo menos un T € [a,b] tal que

f(@) < f(x) para todo x € [a,b].
Este punto z se llama minimizador absoluto o global o punto de minimo

global de f en [a,b]. De manera anéloga, existe por lo menos un punto z,
maximizador global o punto de méaximo global, tal que

f(&) > f(z) para todo x € [a,b] .
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Figura 1.1: Teorema de valores extremos
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Figura 1.2: Teorema del valor intermedio

Teorema 1.2. Teorema del valor intermedio. Sea f continua en |a, b,
m = min{ f(a), f(b)}, M = max{f(a), f(b)}. Sit es un valor intermedio,
m <t < M, entonces existe por lo menos un c € [a,b] tal que

fle)=t.

Teorema 1.3. Teorema de Rolle. Si f es una funcion continua en [a, b],
derivable en Ja, b y f(a) = f(b), entonces eziste ¢ €|a,b| tal que

f'(c) =0.

Teorema 1.4. Teorema del valor medio. Si f es una funcion continua
en [a,b] y derivable en la, b, entonces existe ¢ €]a,b[ tal que
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Figura 1.3: Teorema de Rolle
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Figura 1.4: Teorema del valor medio
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1.3 Swucesiones

Una sucesion es simplemente una funcién que va del conjunto de los nimeros
naturales en los reales:

u:N—R

n = Uy

Algunas veces las sucesiones estan definidas para los naturales positivos (no
para el 0). Como se observa, habitualmente se escribe w, en lugar de u(n).
Es frecuente denotar la sucesion {uy, fnen 0 {un}o2, o, sino hay confusion,
de manera atin mds simple, {u,} o wuy,.
(=1 . omP-2m

nd ™ T 100m2 + 20m
Una sucesién se puede definir de manera recurrente a partir del primer

término o de los primeros términos. Por ejemplo, la sucesién de nimeros de
Fibonacci (Leonardo de Pisa) se define por:

Ejemplos de sucesiones: u, = 1/n?, v, = 5+

U():O
U1:1

Up = Up—2 + Up—1, paran > 2.

Asiug=0,u1 =1, us=1,us =2, u4 =3, us =5, ug =8, uy = 13, , ...

Se dice que la sucesion x,, converge al nimero L, o que L es el limite de la
sucesién, si dado cualquier £ > 0 (generalmente pequenio), existe un natural
N tal que

|z, — L| <e¢ paran > N.

Es usual escribir

lim z, =L
n—oo

Ty, — L
n—oo
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o simplemente, si no hay confusion,
Ty — L

Ejemplo 1.1. Sea

=5+ —.
T, +n2

Veamos que el limite es 5. Si e = 0.01, se requiere que

1
‘5+2—5‘§0.01
n

1
— <0.01
n? —
1 2
— <
0.01 ="
100 < n?
10 < n.
Es decir para ¢ = 0.01 basta con tomar N > 10. En general para un &
1
cualquiera, basta con tomar N >/ — . <
€

Se dice que la sucesién x,, tiende a 400 y se escribe

lim z,, = +o0
n—oo

o simplemente

Typ — +00

si dado cualquier real M > 0 (generalmenet grande), existe un natural N
tal que

Tn > M paran > N.

En este caso, la sucesién no es convergente pero, como se observa, se utiliza
la misma notacién. De manera andloga se define y denota cuando la sucesion
tiende a —oo0.
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La sucesion geométrica a™ converge o diverge dependiendo de a:

lim a” =0 si
n—oo
lim a" =1 si
n—oo
lim a"™ = +o0 si
n—oo
lim a™ no existe si
n—oo

1.4 Polinomio de Taylor

la| <1,

Sea la funcién f : R — R continua y derivable cuantas veces sea necesario y

sea Z un valor fijo.

Se desea encontrar p € P; tal que

Este polinomio es exactamente

p(z) = f(2) + f'(2)(x — 7).

Ahora se desea encontar p € P5 tal que

Entonces
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De manera general, sea p € P,, tal que

p(z) = f(2),
P (z) = f(z),
p”(i‘) = f//(j;%

"z (n) 7
p@) = 1@ + P @@ -5+ LD @z L gy
n ) (5
_ kf ) (o — 2" (1.1)
k=0

llamado polinomio de Taylor de orden n alrededor de .

Teorema 1.5. Sea f € C"[a,b], tal que f"+) eziste en [a,b] y T € [a,b].
Entonces para todo x € [a, b]

f(@) = pn(2) + Rn(2),

donde py(z) es el polinomio de Taylor y

FrE()

(n+1)! (@ -2 (1.2)

R, (x) =

es el residuo, con &(x) entre T y x (es decir, £(x) € 1(Z,x) ). Si f es de
clase C™°, entonces

© k) (7
=3 SR

La anterior expresion es el desarrollo en serie de Taylor de f alrededor de
x.

El teorema anterior no permite evaluar exactamente el residuo, pero si per-
mite acotarlo:
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| Rn(2)] <

(n+1)! ter?(x,i) / ( )‘

Ejemplo 1.2. Obtener la serie de Taylor de f(z) = e alrededor de z = 0.

flx) =e
f'(x) =e"
f(z) = e”
f(0)=1
f(0)y=1
) =1
fM(@) =1
.%'2 1‘3 l’4
f=ldrt gt
e’ = z% %

Ejemplo 1.3. Obtener la serie de Taylor de f(x) = sen(z) alrededor de
z=0.
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Ejemplo 1.4. Obtener la serie de Taylor de f(x) = cos(x) alrededor de

z = 0.

f'(x) = —sen()
f"(z) = — cos(z)
f"(x) = sen(z)
F® () = cos(x)
fP(z) = —sen(x)
f0)=1
f(0)=0
f(z) = -1
f(@)=0
A0 =1
120 =0
$2 114 x6
cos(x)—l—a—i—ﬂ—a

Ejemplo 1.5. Obtener el polinomio de Taylor de orden 2 de cos(x) alrede-

dor de 7, acotar el error para x = 3 y calcular el error.

p2(x) = cos(m) — sen(w)(x — m)

po(x) = -1+ %(az —)?
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_ 3
| | max |sen(t)|
6 te[3,m]
lerror| < 0.0004731 x sen(3)
lerror| < 0.0004731 x 0.1411 = 0.0000668

lerror| < 0.0000668

lerror| <

En este caso sencillo, se puede evaluar explicitamente el error:

lerror| = | cos(3) — p2(3)]
= | —0.9899925 — —0.9899758|
= 0.0000167 <&

Algunas veces se expresa x = T + h, entonces el polinomio de Taylor, el
residuo y la serie de Taylor quedan:

noork) (7

pn(Z+h) = / k'( ) i (1.3)
k=0 '

_ FUTIER) | g

Ry(z +h) = Wh” , &(h) € 1(0, h), (1.4)
(k) (%

fn =3 LD (15)
k=0

1.5 Notaciéon O grande

Algunas veces es util comparar aproximadamente el comportamiento de dos
funciones en las cercanias de 0.

Se dice que, cuando = — 0,

si existen dos constantes positivas C'y ¢ (pequena) tales que

[f (@)l < Clg(x)|  para |z| <4,
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Ejemplo 1.6. Sea f(z) = 423+ 52%. Recordemos que si 0 < y < 1, entonces
y>y? >y > ... Entonces, si |z| < 1,

|2°] < |z
[42°| < 4|z|
|2°] < |z
529) < Bl
142 4 52°| < 9|z
423 + 52° = O(x).

Aunque lo anterior es cierto, es preferible buscar el mayor exponente posible.
Mediante pasos semejante a los anteriores llegamos a

423 + 525 = O(a3).
Obviamente no es cierto que 422 + 525 = O(2%). <

Segun la notacién O grande, el residuo para el polinomio de Taylor (1.4) se
puede expresar
Rn(Z +h) = O(R™h).

1.6 Orden de convergencia

Sea {71} una sucesién de nimeros reales con limite L. Se dice que la con-
vergencia tiene orden de convergencia p > 1, si p es el mayor valor tal que
el siguiente limite existe.
. |rg — L
lim @

=0 < .
dm e —Ip P <™

En este caso se dice que ( es la tasa de convergencia. Cuando el orden es 1,
se dice que la convergencia es lineal. La convergencia se llama superlineal si

lim A% =L
k—o0 ]a;k — L|

Cuando el orden es 2, se dice que la convergencia es cuadrdtica.
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Lo ideal es tener érdenes de convergencia altos con tasas pequenas. Una
convergencia lineal con tasa 1 es una convergencia muy lenta. Una conver-
gencia cuadratica es muy buena, por ejemplo, el método de Newton que se
verd mas adelante.

1
Ejemplo 1.7. z; = m + —. Esta sucecién converge a w. Veamos que pasa

con p=1.

1
Ty A s dl
— — — 1
k
1
— i FH1
k—o0 1
k
li k
= lim ———
k—oo k+1
=1.

Luego la sucesién tiene orden de convergencia por lo menos igual a 1. Veamos
que pasa con p > 1. Se puede suponer que p=1+4¢, con € > 0.

1

. . kE+1
1 —_ =] -
ki3;> ]wk —-141+5 kigg 1
k1+5
k1+£

= lim
k—oo 1+ k
. k k&

= lim
k—oo 1+ k

= | lim L lim k°
k—oo 1+ k k—o0

= (1)(+00).

|1 — L]

Entonces p no puede ser superior a 1 y podemos decir que la convergencia
es lineal con tasa 1. <

1
Ejemplo 1.8. z; = . Esta sucecion converge a (. Directamente veamos

que pasacon p=14¢, con € > 0.
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Si p=1 (¢ = 0) hay convergencia hacia 1/2. Si p > 1 no hay convergencia.
Entonces la sucesion tiene convergencia lineal con tasa 1/2. <

Ejemplo 1.9.

_ 6
10
Ty =6+ (21 — 6)%,

€1

Los primeros valores son los siguientes:

.900000000000000
.810000000000000
.656100000000000
.430467210000001
.1856302018885185
.034336838202925
.001179018457774
.000001390084524
.000000000001933
.000000000000000

© 0 N O O WN -
(o) I o) JiNe) o) o) M e) N o) B e) I o) Ie)]

-
o

n > 2.
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Se puede mostrar que

Tp=064+1y,, n=12..

9
Y1 = 10
Un :yi_l, n=273,..

9 2n71
Yn = (10> , n=12,..

Como y, — 0, entonces x,, — 6.

- L
i B = L ke
k—o0 |.%'k _L‘p k—o0 yZ

Sip =1 el limite es 0, es decir, la convergencia es por lo menos lineal y se
puede afirmar que es superlineal. Sip = 2 el limite es 1, luego la convergencia
es por lo menos cuadratica. Sip=2+¢, cone >0

) Tpy1 — L : 2—(2
lim M: lim 3 (2+e)
k—oo |$k — L|p k—o0

k—o0 Y.
= —I—OO

Luego la convergencia es cuadratica con tasa 1. <

1.7 Numeros en un computador

Sea x un mumero real positivo. La representacién decimal normalizada de
x en un computador, con k cifras significativas es

T = O.dldg...dk x 10™
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donde d; es un entero en el intervalo [0,9] y d; > 1. El valor k, los valores
minimo y maximo permitidos para n dependen del computador, del sistema
operativo o del lenguaje. Una manera aproximada de obtener estos valores
en Scilab es la siguiente:

format (30)
x =1/3

El resultado es
0.3333333333333333148296

Unicamente hay 16 digitos correctos, los demas son “basura” producida por
Scilab para satisfacer el formato deseado. Esto nos indica que en Scilab, en la
representacion interna de un niimero, no hay més de 16 cifras significativas.

Relacionado con el concepto anterior, esta el épsilon de la méquina, que se
define asf:

€maq = min{t > 0: 14+t # 1}

La anterior definicién usa los nimeros utilizados en el computador. Este
conjunto de numeros es finito y la definicién tiene sentido. Obviamente si
los valores ¢ se tomaran en R, el valor épsilon de la maquina estaria mal

definido.

Una manera aproximada de obtener el épsilon de la maquina consiste en
buscar, por ensayo y error, un valor x tal que 1 +z > 1 y 1+ 2/10 = 1.
La orden

x = 1.0e-10; x1 = 1+x; x2 = 1+x/10; (x1 > 1) & (%2 == 1)
produce F (“false”), en cambio
x = 1.0e-15; x1 = 1+x; x2 = 1+x/10; (x1 > 1) & (x2 == 1)

produce T (“true”). Esto nos indica que un valor aproximado es justamente
10715, Scilab tiene una valor predefinido

%eps = 2.220E-16

Para averiguar si un nimero positivo y pequeiio es considerado como nulo,
se puede ensayar con diferentes valores de la potencia de 10, por ejemplo:

x = 1.0e-20; x == 0.0
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produce como resultado F, indicando que x no es nulo. Al ensayar
x = 1.0e-100; x == 0.0

el resultado de nuevo es F. Después de varios ensayos
x = 1.0e-323; x == 0.0

produce F y
x = 1.0e-324; x == 0.0

produce T, es decir, 1073?* es considerado como nulo.

Para evitar el ensayo y error se puede utilizar la siguiente secuencia de
6rdenes

x =1;

while x/10 > 0.0
x0 = x;
x = x/10;

end

x_final = x0

El resultado obtenido es 9.881-323 . Obsérvese que x toma los valores 1,
1/10, 1/100, ... Sin embargo el resultado obtenido no es exactamente una
potencia de 10.

Ahora queremos averiguar qué tan grandes pueden ser los niimeros en Scilab.
Asi la orden

x = 1.0e308
muestra en la pantalla 1.000+308, resultado esperado. La orden
x = 1.0e309

muestra en la pantalla Inf indicando que Scilab considera 103" como
“infinito” y no lo puede manejar adecuadamente.

1.8 Truncamiento y redondeo

Sea z un real (supuesto positivo por facilidad de presentacién),

T = O.dldg...dk x 10™
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su representacion normalizada y ¢ un entero positivo menor que k. El niimero
obtenido por truncamiento con t cifras significativas es

¥ = 0.d1dy...d; x 10™
Dicho de otra forma, se quitan los tdltimos k — ¢ digitos. El redondeo con ¢

cifras significativas se puede presentar de varias maneras equivalentes. Una
de ellas es la siguiente,

redondeo(z, t) = truncamiento(Z 4+ 0.00---05 x 10"), )
1
t—

truncamiento(1234.56789, 2) = 1200
truncamiento(1234.56789, 6) = 1234.56
redondeo(1234.56789, 2) = 1200

redondeo(1234.56789, 6) = 1234.57

Una manera sencilla, que funciona cuando d; < 8, es la siguiente: los
primeros t — 1 digitos son los mismos y el digito en la posicién t es

5 — dy si dip1 <4
"Tldi+1 st de > 5.

Sidi =9y dir1 <4, entonces §; = d;. Ahora bien, el caso especial se tiene
sidi =9y diyr1 > 5, entonces se suma 1 a dy = 9, volviéndose 10 y se escribe
d; = 0, pero hay que agregar (“llevar”) 1 al digito d;_1, etc.

1.9 Error absoluto y relativo

Si x es un nimero real y T es una aproximacion se definen el error absoluto
(siempre no negativo) y el error relativo cuando = # 0, de la siguiente forma:

error absoluto = |z — 7|,

|z — 7

error relativo =
||



1.10. ERRORES LINEAL Y EXPONENCIAL 19

Ejemplo 1.10. Sean z y y ntmeros reales, T el redondeo de x con n = 5
cifras significativas, ¢ el redondeo de y con n cifras significativas, z = z — y,
Z el redondeo de T — § con n cifras significativas, e, el error absoluto entre
2y Z, e, el error relativo.

x Y T U z z €q er

1/712/3 0.14286 | 0.66667 | —11/21 —0.52381 | 4.8e-7 | 9.1e-7

1/7 | 0.14284 | 0.14286 | 0.14284 | 0.00001714... | 0.00002 2.9e-6 | 1.7e-1

En el segundo caso, el error relativo es grande, aproximadamente 17%. <
Los principales casos en los que los errores pueden ser grandes, son:

1. Suma de cantidades de tamanos muy diferentes.
2. Resta de cantidades muy parecidas.

3. Divisiéon por un nimero cercano a cero.

Estos casos, en cuanto sea posible, deben ser evitados y, si no es posible, los
resultados deben ser interpretados de manera muy cuidadosa.

1.10 Errores lineal y exponencial

En los proceso numéricos, muy frecuentemente, es necesario realizar muchas
operaciones aritméticas. Sea eg el error inicial en los datos o en la primera
operacion y e, el error después de n operaciones. El error inicial incide
en las operaciones siguientes y los errores, en la gran mayoria de los casos,
van aumentando progresivamente. Usualmente se dice que los errores se
propagan de dos maneras:

e Error lineal: en ~ neceg

e Error exponencial: e, =~ c"ey, con c > 1.

Es claro que un error exponencial (propagacién exponencial del error) es
muy peligroso y no es conveniente utilizar un algoritmo con esta clase de
error. Con base en el tipo de error, se habla de algoritmos estables cuando
el error es lineal y de algoritmos inestables cuando el error es exponencial.
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Ejemplo 1.11. Consideremos la sucesién definida asi (ver [KiC94]):

(%)

Se puede demostrar que

(%)

La siguiente tabla muestra los valores de Z, obtenidos en Scilab aplicando
la férmula explicita (**), Z,, obtenido por la férmula de recurrencia (*) con
todas las cifras que utiliza Scilab, &/, obtenido por la férmula de recurrencia
(*) pero trabajando con 8 cifras significativas y Z// obtenido por la férmula

Zo

Z1

Ty =

Tn

=1

—1/3
13 4 > 9
3 Tpn—1 an—Qa n =z 4.
=012, ..

de recurrencia (*) pero trabajando con 4 cifras significativas.

n Tn  (*%) Tn (%) Zl, 8cifras | ) 4 cifras
0 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000
1 0.33333333 0.33333333 0.33333333 0.33330000
2 0.11111111 0.11111111 0.11111110 0.11100000
3 0.03703704 0.03703704 0.03703700 0.03670000
4 0.01234568 0.01234568 0.01234554 0.01100000
5 0.00411523 0.00411523 0.00411468 | -0.00126000
6 0.00137174 0.00137174 0.00136954 | -0.02012000
7 0.00045725 0.00045725 0.00044843 | -0.08550000
8 0.00015242 0.00015242 0.00011715 | -0.34370000
9 0.00005081 0.00005081 | -0.00009025 | -1.37500000
10 0.00001694 0.00001694 | -0.00054728 | -5.50000000
11 0.00000565 0.00000564 | -0.00225123 | -22.0000000
12 0.00000188 0.00000188 | -0.00902562 | -88.0000000
13 0.00000063 0.00000063 | -0.03610937 | -352.000000
14 0.00000021 0.00000021 | -0.14443977 | -1408.00000
15 0.00000007 0.00000006 | -0.57775985 | -5632.00000
16 0.00000002 | -0.00000003 | -2.31103960 | -22520.0000
17 0.00000001 | -0.00000020 | -9.24415860 | -90070.0000
18 0.00000000 | -0.00000085 | -36.9766340 | -360300.000
19 0.00000000 | -0.00000340 | -147.906540 | -1441000.00
20 0.00000000 | -0.00001361 | -591.626160 | -5764000.00
21 0.00000000 | -0.00005445 | -2366.50460 | -23060000.0
25 0.00000000 | -0.01393856 | -6056825.110 | -5.904E+09
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Se observa que la férmula de recurrencia es un proceso inestable. La inesta-
bilidad se nota més cuando hay menos cifras significativas. <

1.11 Condicionamiento de un problema

Supongamos que un problema se puede resolver de manera exacta. Se dice
que un problema es bien condicionado si al hacer cambios pequenos en los
datos, se obtienen cambios pequenios en la soluciéon. Un problema es mal
condicionado si al hacer cambios pequenios en los datos, puede haber cambios
grandes en la solucién.

Cuando no hay un método exacto de solucién, se dice que un problema es
mal condicionado si, para todos los métodos utilizados, al hacer cambios
pequenos en los datos, puede haber cambios grandes en la solucién.

Ejemplo 1.12. Consideremos el sistema de ecuaciones Az = b, donde

4 [ 1001 10.00 ,_ [ 20.01
~ 1000 999 |’ 1999 |

La solucién exacta de este problema es

x=[1 1],

Consideremos ahora un sistema de ecuaciones muy parecido, Unicamente
hay cambios pequenos en b, Az’ = b, donde

y _ [ 20.02
~ | 19.98 |-

La solucién exacta de este problema es

o =[-1998 2002]",

Este problema es mal condicionado, cambios pequenios en b produjeron cam-
bios grandes en la solucién. Mas adelante se vera como determinar el buen
o mal condicionamiento de un sistema de ecuaciones. <



Solucion de sistemas lineales

Uno de los problemas numéricos mas frecuentes, o tal vez el mas frecuente,
consiste en resolver un sistema de ecuaciones de la forma

Az =1b (2.1)

donde A es una matriz cuadrada, de tamano n X n, invertible. Esto quiere
decir que el sistema tiene una tnica solucion.

Se trata de resolver un sistema de ecuaciones de orden mucho mayor que
2. En la practica se pueden encontrar sistemas de tamano 20, 100, 1000 o
mucho més grandes. Puesto que se trata de resolver el sistema con la ayuda
de un computador, entonces las operaciones realizadas involucran errores de
redondeo o truncamiento. La solucién obtenida no es absolutamente exacta,
pero se desea que la acumulacion de los errores sea relativamente pequena
o casi despreciable.

2.1 En Scilab

Para resolver (2.1) es necesario haber definido una matriz cuadrada a y
un vector columna b. La orden es simplemente

x = a\b
Por ejemplo
a=[23; 45], bp=[-5; -7], x=a\b

22
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da como resultado

2.
- 3.

Una manera que también permite obtener la solucion es

23

x = inv(a)*b,

pero es ineficiente en tiempo y de menor precisién.

Ejemplo 2.1. Las siguientes 6rdenes de Scilab

n = 500;

rand(n,n);
rand(n,1);
ax*x;

a

X
b

tic()
x1 = a\b;
t_sol = toc();

tic()
x2 = inv(a)x*b;

t_inv = toc();

norm(x1-x);
norm(x2-x) ;

errorl =

error2

WE
%he

printf (’t_sol
printf (’error_sol

producen un resultado andlogo a

0.622000
7.990870e-12

t_sol
error_sol

t_inv
error_inv =

t_inv
error_inv

= %f\n’, t_sol, t_inv)
%e\n’, errorl, error?2)

1.737000
1.687945e-11

Estos resultados dependen del computador, del sistema operacional y atn

en el mismo computador no son siempre iguales, pero si parecidos.

Las

funciones tic y toc permiten obtener una medida del tiempo de un proceso.

<
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2.2 Notacion

Sean A una matriz m x n, con elementos a;j, ¢ = 1,..m, j = 1,...,ny
x = (x1,x9,...,xy). Para denotar filas o columnas, o partes de ellas, se
usard la notaciéon de Matlab y Scilab.

parte de un vector: z(5:7) = (x5, x¢, x7),

fila i-ésima: A;. = A(i,:),

columna j-ésima: A.; = A(:, j),

parte de la fila i-ésima: A(i,1:4) = [a;1 a2 a3 Gig]
parte de la columna j-ésima: A(2:4,j) = [ag; a3;j as;]"
submatriz: A(3:6,2:5).

2.3 Meétodos ingenuos

Teoricamente, resolver el sistema Az = b es equivalente a la expresién
z = A"1b.

Es claro que calcular la inversa de una matriz es mucho més dispendioso
que resolver un sistema de ecuaciones; entonces, este camino sélo se utiliza
en deducciones tedricas o, en muy raros casos, cuando A~! se calcula muy
facilmente.

Otro método que podria utilizarse para resolver Ax = b es la regla de
Cramer. Para un sistema de orden 3 las férmulas son:

by a2 ais a1 by ai

det bg as22 Q923 det a1 bg a923

" b3 azz ass 2y — az1 b3 asz
det(A) ’ det(A) ’

ain a2 b

det | ao1 agg by

as1 azz b3
det(A)

Supongamos ahora que cada determinante se calcula por medio de cofac-
tores. Este cédlculo se puede hacer utilizando cualquier fila o cualquier

r3 —
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columna; por ejemplo, si A es 3 x 3, utilizando la primera fila,

det(A) = aq det [ D ] — ajg det [ R } + a3 det [ 421 Az ] .
a3y as3 asy ass asy as2

En general, sea M;; la matriz (n —1) x (n — 1) obtenida al suprimir de A la
fila i y la columna j. Si se calcula det(A) utilizando la primera fila,

det(A) =a det(MH) — a2 det(Mu) + -+ (—1)(1+")a1n det(Mln).

Sea i, el nimero de multiplicaciones necesarias para calcular, por cofactores,
el determinante de una matriz de orden n. La férmula anterior nos indica
que

Pn > Nphp—1.

Como a suvez -1 > (n—1)pp—2 v pin—2 > (n—2)up_3, ..., entonces
pn > nn—1)Mn-=-2)pup=nn-1)(n—2)---2,
tn > nl.
Para resolver un sistema de ecuaciones por la regla de Cramer, hay que calcu-
lar n+1 determinantes, luego el niimero total de multiplicaciones necesarias

para resolver un sistema de ecuaciones por la regla de Cramer, calculando
los determinantes por cofactores, es superior a (n + 1)!.

Tomemos un sistema, relativamente pequeno, n = 20,
21! = 5.1091 E19.

Siendo muy optimistas (sin tener en cuenta las sumas y otras operaciones
concomitantes), supongamos que un computador del afio 2000 hace 1000
millones de multiplicaciones por segundo. Entonces, el tiempo necesario
para resolver un sistema de ecuaciones de orden 20 por la regla de Cramer
y el método de cofactores es francamente inmanejable:

tiempo > 5.1091E£10 segundos = 16.2 siglos.

2.4 Sistema diagonal

El caso mas sencillo de (2.1) corresponde a una matriz diagonal. Para ma-
trices triangulares, en particular para las diagonales, el determinante es el
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producto de los n elementos diagonales. Entonces una matriz triangular es
invertible si y solamente si todos los elementos diagonales son diferentes de
cero.

La solucién de un sistema diagonal se obtiene mediante

r=—, i=1,...,n. (2.2)
i
Como los elementos diagonales son no nulos, no hay ningin problema para
efectuar las divisiones.

2.5 Sistema triangular superior

Resolver un sistema triangular superior (A es triangular superior) es muy
sencillo. Antes de ver el algoritmo en el caso general, veamos, por medio de
un ejemplo, cémo se resuelve un sistema de orden 4.

Ejemplo 2.2. Resolver el siguiente sistema:

dx1 4+ 320 — 223+ 24 = 4
—0.25x9 + 2.5x3 +4.25z4 = -—11
4523 + 794 = —203
28y, = —-5.6
De la cuarta ecuacién, se deduce que z4 = —5.6/2.8 = —2. A partir de la
tercera ecuacion
4523 = —203 — (79x4)
=203 — (7924)
e
Reemplazando x4 por su valor, se obtiene x3 = —1. A partir de la segunda
ecuacion
—0.2509 = —11 — (2.5z3 + 4.25x4)
=11 — (2.523 + 4.2514)
= —0.25 '

Reemplazando x3 y x4 por sus valores, se obtiene x2 = 0. Finalmente,
utilizando la primera ecuacién,

dry, = 4-— (3:132 —2x3 + 374)

4 — (31‘2 - 21‘3 + I4)
r1 = 4 .
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Reemplazando s, 3 v x4 por sus valores, se obtiene z1 =1. <

En general, para resolver un sistema triangular, primero se calcula z,, =
by/ann. Con este valor se puede calcular x,_1, y asi sucesivamente. Cono-
cidos los valores x;41, Zit2, ..., Tpn, la ecuacién i-ésima es

QiiTi + i g 1Tip1 + A i12Ti42 + o+ ATy = by,
aix; + A(iyi+1:n)x(i+1:n) =1b;,
bi —A(i,i+1:n)z(i+1:n)
ajj

i =

Como se supone que A es regular (invertible o no singular), los elementos
diagonales son no nulos y no se presentan problemas al efectuar la division.

El esquema del algoritmo es el siguiente:

Tn = bn/ann
para t=n—1,...,1

x;i= (b —A(i,i+1:n)z(i+1:n))/ay
fin-para

Esto se puede escribir en Scilab

x(m) = b()/aln,n)
for i=n-1:-1:1

x(i) = ( b(i) - a(i,i+1:n)*x(i+1:n) )/a(i,i)
end

La funciéon completa podria ser asi:

function [x, res] = solTriSup(a, b, eps)
//
// Solucion del sistema triangular superior a x = b.
//
// a es una matriz triangular superior
// b es un vector columna

// eps es una valor positivo pequeno
// (parametro opcional).
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// res valdra 0 si el valor absoluto de un elemento

// diagonal de a es menor o igual a eps
// 1 si todo funciono bien.

// x sera un vector columna con la solucion, si res = 1.
//

// Esta funcion trabaja unicamente con la parte triangular
// superior de a y no verifica si realmente es triangular
// superior.

if argn(2) < 3, eps = 1.0e-10, end

res = 0
if min(abs(diag(a))) <= eps, return, end

res =1
n = size(a,1)
x = zeros(n,1)
x(@m) = b(n)/aln,n)
for k = n-1:-1:1
x(k) = (b(k) - alk,k+1:n)*x(k+1:n) )/a(k,k)
end

endfunction

Teniendo en cuenta las buenas caracteristicas de Scilab, la funcién anterior
se puede escribir un poco méas corta. Sea u = [ 2 3 5 7 11 13]°’. La
orden v = u(4:2) produce un vector “vacio”, es decir, [ ]. Ademés

s = 3.1 - u(4:2)*u(6:5)
asignard a s el valor 3.1. Entonces el cdlculo de x(n) se puede hacer dentro
del for:

for k = n:-1:1
x(k) = (b(k) - a(k,k+1:n)*x(k+1:n) )/a(k,k)
end

2.5.1 Numero de operaciones

Una de las maneras de medir la rapidez o lentitud de un método es mediante
el conteo del niimero de operaciones. Usualmente se tienen en cuenta las
sumas, restas, multiplicaciones y divisiones entre nimeros de punto flotante,
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aunque hay mas operaciones fuera de las anteriores, por ejemplo las com-
paraciones y las operaciones entre enteros. Las cuatro operaciones se cono-
cen con el nombre genérico de operaciones de punto flotante flops (floating
point operations). Algunas veces se hacen dos grupos: por un lado sumas y
restas, y por otro multiplicaciones y divisiones. Si se supone que el tiempo
necesario para efectuar una multiplicacién es bastante mayor que el tiempo
de una suma, entonces se acostumbra a dar el nimero de multiplicaciones
(o divisiones). El disefio de los procesadores actuales muestra tendencia al
hecho de que los dos tiempos sean comparables. Entonces se acostumbra a
evaluar el nimero de flops.

Sumas y restas | Multiplicaciones
y divisiones

céalculo de z,, 0 1

calculo de z,—1 2

calculo de z,,_9 2 3

calculo de zo n— 2 n—1
calculo de z1 n—1 n

Total ‘ n?/2 —n/2 ‘ n?/2 +n/2 ‘

Ntmero total de operaciones de punto flotante: n?.

2.6 Sistema triangular inferior

La solucién de un sistema triangular inferior Az = b, A triangular inferior,
es analoga al caso de un sistema triangular superior. Primero se calcula x1,
después xo, enseguida x3 y asi sucesivamente hasta x,,.

i—1
bi— E aijacj
Jj=1

Qg

T; =

El esquema del algoritmo es el siguiente:
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para i =1,....n
;=0 —A@,1:i—Dax(l:i—1))/ay
fin-para

El nimero de operaciones es exactamente el mismo del caso triangular su-
perior.

2.7 Meétodo de Gauss

El método de Gauss para resolver el sistema Ax = b tiene dos partes; la
primera es la triangularizaciéon del sistema, es decir, por medio de opera-
ciones elementales, se construye un sistema

Alx =1, (2.4)

equivalente al primero, tal que A’ sea triangular superior. Que los sistemas
sean equivalentes quiere decir que la solucién de Az = b es exactamente la
misma solucién de A’z = /. La segunda parte es simplemente la solucién
del sistema triangular superior.

Para una matriz, con indices entre 1 y n, el esquema de triangularizacién se
puede escribir asi:

para k=1,...n—1
buscar ceros en la columna k, por debajo de la diagonal.
fin-para k&

Afinando un poco mas:

para k=1,...n—1
para i=k+1,...,n
buscar ceros en la posicién de a;.
fin-para ¢
fin-para k

Ejemplo 2.3. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:

dxy + 329 — 223+ 24 = 4
3x1+2x2 4+ 23+ 514 = —8
—2x1 4+ 32+ 23 +224 = -7

-1 +r3+mw4 = -8
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En forma matricial se puede escribir:

43 =2 17 [z 4

32 1 5| |a| | -8
—2 3 1 2| | x| | -7
5 0 1 1] |z -8

Es usual trabajar inicamente con los niimeros, olvidando temporalmente los
x;. Mas aun, se acostumbra trabajar con una matriz ampliada, resultado de
pegar a la derecha de A el vector b.

4 3 -2 1 4
3 2 1 5 -8
-2 3 1 2 -7
-5 0 1 1 -8

Inicialmente hay que buscar ceros en la primera columna. Para buscar cero
en la posicién (2,1), fila 2 y columna 1, se hace la siguiente operacién:

fila2pueva < fila2yicja — (3/4)xfilal

Para hacer mas sencilla la escritura la expresién anterior se escribird sim-
plemente:

fila2 « fila2 — (3/4)«filal

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
-2 3 1 2 -7
-5 0 1 1 -8

Para buscar cero en la posicion (3,1) se hace la siguiente operacion:

fila3 « fila3 — (—2/4)xfilal

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 4.5 0 2.5 -5
-5 0 1 1 -8

Para buscar cero en la posiciéon (4,1) se hace la siguiente operacion:

filad « filad — (—5/4)xfilal
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4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 4.5 0 2.5 -5
0 3.75 -1.5 2.25 -3

Ahora hay que buscar ceros en la segunda columna. Para buscar cero en la
posicién (3,2) se hace la siguiente operacién:

fila3 — fila3 — (4.5/(—0.25))*fila2

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 0 45 79 -203
0 3.75 -1.5 2.25 -3

Para buscar cero en la posiciéon (4,2) se hace siguiente operacién:

filad « filad — (3.75/(—0.25))«fila2

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 0 45 79 -203
0 0 36 66 -168

Para buscar cero en la posicion (4,3) se hace la siguiente operacién:

filad «— filad — (36/45)«fila3

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 0 45 79 -203
0 0 0 2.8 -5.6

El sistema resultante ya es triangular superior. Entonces se calcula primero
x4 = —5.6/2.8 = —2. Con este valor, utilizando la tercera ecuacién resul-
tante, se calcula xg, después xo y 1.

z=(1,0, -1, =2). ©

De manera general, cuando ya hay ceros por debajo de la diagonal, en las
columnas 1, 2, ..., k — 1, para obtener cero en la posicién (i, k) se hace la
operacion

filai « filai — (a;i/ax)*filak
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Lo anterior se puede reescribir asi:

lik = aik/akk
A(iy:) = A(iy:) — Lik % A(k, )
b; =b; — 1lik x by,

Como en las columnas 1, 2, ..., k — 1 hay ceros, tanto en la fila £ como
en la fila 4, entonces a;1, a2, ..., a;x—1 seguirdn siendo cero. Ademds, las
operaciones se hacen de tal manera que a;; se vuelva cero. Entonces a;; no
se calcula puesto que dard 0. Luego los cédlculos se hacen en la fila ¢ a partir
de la columna k + 1.

lik = a;/akk

a;r =20
A(i,k+1:n)=A(i,k+1:n)—1likx A(k,k+1:n)
bi = b; — 1ik * by

En resumen, el esquema de la triangularizacién es:

para k=1,...,.n—1
para i=k+1,...n
lik = ag/agr, aix =0
A(l,k+1:n)=A(,k+1:n)—1ik«A(k,k+1:n)
b; = bj—1ikxby,
fin-para 1
fin-para k&

Este esquema funciona, siempre y cuando no aparezca un pivote, ax, nulo
o casi nulo. Cuando aparezca es necesario buscar un elemento no nulo en el
resto de la columna. Si, en el proceso de triangularizacién, toda la columna
A(k : n,k) es nula o casi nula, entonces A es singular.
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para k=1,...n—1
para i=k+1,...n
si |agk| <e ent
buscar m, k+1 < m < n, tal que |ank| > ¢
si no fue posible ent salir
intercambiar(A(k, k : n), A(m,k : n))
intercambiar(bg, by,)
fin-si
lik = aik/akk, a;r =0
A(i,k+1:n)=A(i,k+1:n)-1likxA(k,k+1:n)
b; = bj—1likxby
fin-para i
fin-para k
si |ann| <e ent salir

Cuando en un proceso una variable toma valores enteros desde un limite
inferior hasta un limite superior, y el limite inferior es mayor que el limite
superior, el proceso no se efectia.

Asi, en el algoritmo anterior se puede hacer variar k, en el bucle externo,
entre 1 y n, y entonces no es necesario controlar si a,, ~ 0 ya que, cuando
k = n, no es posible buscar m entre n + 1 y n.

para k=1,...,n
para i=k+1,...,n
si |agk| <e ent
buscar m, k+1 < m < n, tal que |amyx| > ¢
si no fue posible ent salir
intercambiar(A(k, k : n), A(m,k : n))
intercambiar(bg, by, )
fin-si
lik = ajk/agk, ap =0
A(i,k+1:n)=A(i,k+1:n)-1lik<A(k,k+1:n)
b; = b;—1likx*by
fin-para i
fin-para k

function [a, b, indic] = triangulariza(a, b, eps)
// Triangulariza un sistema de ecuaciones
// con matriz invertible.
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//

// indic valdra 1 si todo funciono bien,

// 0 si la matriz es singular o casi.
//

n = size(a,1)
if argn(2) < 3, eps = 1.0e-10, end
for k=1:n
if abs(a(k,k)) <= eps
m = posNoNulo(a, k)
if m ==
indic = 0
return
end
t = a(k,k:n)
a(k,k:n) a(m,k:n)
a(m,k:n) t
t = b(k)
b(k) = b(m)
b(m) =t
end
for i=k+1:n
lik = a(i,k)/a(k,k)
a(i,k) = 0
a(i,k+1:n) = a(i,k+1:n) - lik*a(k,k+1:n)
b(i) = b(i) - likx*b(k)

end
end
indic = 1
endfunction

function m = posNoNulo(a, k, eps)
// Busca la posicion del primer elemento no nulo en la
// columna k, debajo de la diagonal.
//
// Si no es posible encontrarlo, m valdra O.
//
if argn(2) < 3, eps = 1.0e-10, end
n = size(a,1)
for i = k+1:n
if abs(a(i,k)) >= eps
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m=i
return
end
end
m=20
endfunction

function [x, indic] = Gauss(a, b, eps)
// Solucion de un sistema de ecuaciones
// por el metodode Gauss.

//

// indic valdra 1 si todo funciono bien,

// en este caso el vector columna x
// sera la solucion.

// 0 si la matriz es singular o casi
// -1 los tamanos son incompatibles.
//

indic = -1

x = []

n = verifTamanoAb(a, b)

if n == 0, return, end

if argn(2) < 3, eps = 1.0e-10, end

indic = 0

x = []

[a, b, res] = triangulariza(a, b, eps)

if res == 0, return, end

indic = 1

x = solTriSup(a, b, eps)
endfunction
At

function n = verifTamanoAb(a, b)
// Esta funcion verifica si los tamanos de a, b
// corresponden a un sistema cuadrado a x = b.
// Devuelve n (num. de filas) si todo esta bien,
// devuelve O si hay errores.

[n1, n2] = size(a)
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[n3, n4] = size(b)
ifn1 <>n2 | n1 <>n3 | nd<>11|nl<1
printf (’\nTamanos inadecuados.\n\n’)

n=20
else
n = nl
end
endfunction

2.7.1 Numero de operaciones

En el método de Gauss hay que tener en cuenta el nimero de operaciones
de cada uno de los dos procesos: triangularizacién y solucién del sistema
triangular.

Triangularizacién

Consideremos inicialmente la busqueda de cero en la posicién (2,1). Para
efectuar A(2,2:n) = A(2,2:n) — lik * A(1,2 : n) es necesario hacer n — 1
sumas y restas. Para by = bo—1ik*b; es necesario una resta. En resumen n
sumas (o restas). Multiplicaciones y divisiones: una divisién para calcular
1lik; n — 1 multiplicaciones para 1lik * A(1,2 : n) y una para likxb;. En
resumen, n + 1 multiplicaciones (o divisiones).

Para obtener un cero en la posicién (3, 1) se necesita exactamente el mismo
namero de operaciones. Entonces para la obtener ceros en la primera columna:

Sumas y restas | Multiplicaciones
y divisiones
cero en la posicién de a9y n n+1
cero en la posicién de agy n n+1
cero en la posicién de a1 n n+1
Total para la columna 1 | (n—Dn | (—-1Mn+1) |

Un conteo semejante permite ver que se requieren n — 1 sumas y n multipli-
caciones para obtener un cero en la posicién de aso. Para buscar ceros en la
columna 2 se van a necesitar (n—2)(n—1) sumas y (n—2)n multiplicaciones.
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Sumas y restas | Multiplicaciones
y divisiones
ceros en la columna 1 (n—1)n (n—1)(n+1)
ceros en la columna 2 (n—2)(n—1) (n—2)n
ceros en la columna 3 nm=3)(n—2) | (n=3)(n—1)
ceros en la columna n — 2 2(3) 2(4)
ceros en la columna n — 1 1(2) 1(3)

Es necesario utilizar el resultado

Numero de sumas y restas:

n—1 n—1 TL3 n ’I’L3
L. 1) = .92 N
;z(z—k ) ;(z +1) T3 3

Ntmero de multiplicaciones y divisiones:

n—1 n—1 3 2

n n 5n n3
/. 9) — .2 2;) — oo .
2 i(i+2) ;(z + 2i) 3 + 5 5 3

Numero de operaciones:

3 nd n? 5n ond  n2  Tn 2n?

_ — ~

P
3 3 3 2 6 3 2 6 3
Proceso completo

El nimero de operaciones para las dos partes, triangularizaciéon y solucién
del sistema triangular, es

2, o T o

+ ~
3 2 6 3
Para valores grandes de n el nimero de operaciones de la solucion del sis-
tema triangular es despreciable con respecto al niimero de operaciones de la
triangularizacion.



2.8. FACTORIZACION LU 39

2.8 Factorizacion LU

Si durante el proceso del método de Gauss no fue necesario intercambiar
filas, entonces se puede demostrar que se obtiene facilmente la factorizacién
A = LU, donde L es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal y
U es una matriz triangular superior. La matriz U es simplemente la matriz
triangular superior obtenida al final del proceso.

Para el ejemplo anterior:

4 3 -2 1
U— 0 -0.25 2.5 4.25
- 0 0 45 79

0 0 0 2.8

La matriz L, con unos en la diagonal, va a estar formada simplemente por
los coeficientes 1ik= l;; = a;i/akk.

1 0 0 --- 0

lpgy 1 0 -+ 0

L= |13 I3 1 --- 0

| lnl ln2 ln3 1 ]
Siguiendo con el ejemplo:

1 0 0 0
I — 0.75 1 0 0
-0.5 -18 1 0
-1.25 -15 0.8 1

En este ejemplo, facilmente se comprueba que LU = A. Esta factorizacion
es Util para resolver otro sistema Ax = b, exactamente con la misma matriz
de coeficientes, pero con diferentes términos independientes.

Ar = b,
LUz = b,
Ly = b,
donde Uz = uy.

En resumen:
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e Resolver Ly = b para obtener .
e Resolver Uz =y para obtener z.

Ejemplo 2.4. Resolver

4x1 4+ 320 — 223 4+24 = 8
3rx1+2x2+ 23+ 524 = 30
—2x1+3r2+x3+22x4 = 15
At +x34+x4 = 2
Al resolver
1 0 0 0 m 8
0.75 1 0 0 v | | 30
-0.5 -18 1 0 ys | | 15
-1.25 -15 0.8 1 Ya 2
se obtiene y = [ 8 24 451 11.2 ]". Al resolver
4 3 -2 1 1 8.0
0 -0.25 2.5  4.25 z2 | | 240
0 0 45 79 x3 | | 451.0
0 0 0 2.8 T4 11.2

se obtiene la solucién final z = [ 1 2 3 4 ]T. &

Resolver un sistema triangular, con unos en la diagonal, requiere n?> —n ~ n?

operaciones. Entonces, para resolver un sistema adicional, con la misma
matriz A, se requiere efectuar aproximadamente 2n? operaciones, en lugar
de 2n3 /3 que se requeririan si se volviera a empezar el proceso.

La factorizacién A = LU es un subproducto gratuito del método de Gauss;
gratuito en tiempo y en requerimientos de memoria. No se requiere tiempo
adicional puesto que el calculo de los 1ik se hace dentro del método de
Gauss. Tampoco se requiere memoria adicional puesto que los valores I, se
pueden ir almacenando en A en el sitio de a;; que justamente vale cero.

En el algoritmo hay tnicamente un pequeno cambio:
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lik = aik/akk

a;p = 1lik
A(i,k+1:n—1)=A(,k+1:n—1)-1likxA(k,k+1:n—1)
b; = b;—1ikxby

En la matriz final A estard la informacién indispensable de L y de U.

U1l U2 U3t Ul

lor w22 w3z -+ w9y,

L= | la1 l32 w31 -+ wuzy,
L ln1 ln2 ln3 o+ Upn i

En el ejemplo anterior, la matriz final con informacién de L y de U es:

4 3 -2 1
0.75 -0.25 2.5 4.25
-0.5 -18 45 79
-1.25 -15 0.8 2.8

2.9 Meétodo de (Gauss con pivoteo parcial

En el método de Gauss clasico, inicamente se intercambian filas cuando
el pivote, agr, es nulo o casi nulo. Como el pivote (el elemento agx en
la iteracién k) va a ser divisor para el cdlculo de 1ik, y como el error de
redondeo o de truncamiento se hace mayor cuando el divisor es cercano a
cero, entonces es muy conveniente buscar que el pivote sea grande en valor
absoluto. Es decir, hay que evitar los pivotes que sin ser nulos son cercanos
a Ccero.

En el método de Gauss con pivoteo parcial se busca el elemento dominante,
o sea, el de mayor valor absoluto en la columna k de la diagonal hacia abajo,
es decir, entre los valores |agk|, |ak+1.kl, [@kt2,k]; -y |@kn|, ¥ se intercambian
la fila k y la fila del valor dominante. Esto mejora notablemente, en muchos
casos, la precision de la solucién final obtenida.

Se dice que el pivoteo es total si en la iteracion k se busca el mayor valor
de {|asj| : £ < 4,7 < n}. En este caso es necesario intercambiar dos filas
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y dos columnas. Asi se consigue mejorar un poco la precisiéon con respecto
al método de pivoteo parcial, pero a un costo nada despreciable. En el
método de pivoteo parcial se busca el mayor valor entre n — k + 1 valores.
En el pivoteo total se busca entre (n — k + 1)? valores. Si se busca, de
manera secuencial, el maximo entre p elementos, entonces hay que hacer,
ademés de operaciones de asignacién, por lo menos p — 1 comparaciones.
Estas operaciones no son de punto flotante y son méds rapidas que ellas,
pero para n grande, el tiempo utilizado no es despreciable. En el método
de pivoteo parcial hay aproximadamente n?/2 comparaciones, en el pivoteo
total aproximadamente n®/6. En resumen, con el pivoteo total se gana un
poco de precision, pero se gasta bastante mas tiempo. El balance aconseja
preferir el pivoteo parcial.

Ejemplo 2.5. Resolver por el método de Gauss con pivoteo parcial el si-
guiente sistema de ecuaciones.

4x14+3x2 —2x34+24 = 4
3x1+2x2 4+ 23+ 514 = —8
—2x1 4+ 39 +x3+224 = -7
—5x1 +x34+z4 = —8
La matriz aumentada es:
4 3 -2 1 4
3 2 1 5 -8
-2 3 1 2 -7
-5 0 1 1 -8

El valor dominante de A(1 : 4,1) es —5 y estd en la fila 4. Entonces se
intercambian las filas 1 y 4.

-5 0 1 1 -8
3 2 1 5 -8
-2 3 1 2 -7
4 3 -2 1 4

Buscar ceros en las posiciones de a1, as1, a41 se hace de la manera habitual
usando los valores de 1ik= 3/(—5) = —0.6, 0.4 y —0.8. Se obtiene

-5 0 1 1 -8

0 2 1.6 5.6 -12.8
0 3 0.6 1.6 -3.8
0 3 -1.2 1.8 -2.4
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El valor dominante de A(2 : 4,2) es 3 y estd en la fila 3 (o en la fila 4).
Entonces se intercambian las filas 2 y 3.

-5 0 1 1 -8

0 3 0.6 1.6 -3.8
0 2 1.6 5.6 -12.8
0 3 -1.2 1.8 -2.4

Buscar ceros en las posiciones de ase, a42 se hace usando los valores de
lik=2/3 = 0.6666 y 1. Se obtiene

-5 0 1 1 -8

0 3 0.6 1.6 -3.8

0 0 1.2 4.5333 -10.2667
0 0 -1.8 0.2 1.4

Hay que intercambiar las filas 3 y 4.

-5 0 1 1 -8

0 3 0.6 1.6 -3.8

0 0 -1.8 0.2 1.4

0 0 1.2 4.5333 -10.2667

El valor de 1ik es 1.2/(—1.8) = —0.6667. Se obtiene

-5 0 1 1 -8
0 3 0.6 1.6 -3.8
0 0 -1.8 0.2 1.4
0 0 0 4.6667 -9.3333

Al resolver el sistema triangular superior, se encuentra la solucion:
x=(1,0, -1, =2). &
En Scilab la bisqueda del valor dominante y su fila se puede hacer mediante:
[vmax, posMax] = max(abs(a(k:n,k)))
m =k - 1 + posMax

if vmax <= eps, indic = 0, return, end

El ejemplo anterior sirve simplemente para mostrar el desarrollo del método
de Gauss con pivoteo parcial, pero no muestra sus ventajas. El ejemplo
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siguiente, tomado de [Atk78], se resuelve inicialmente por el método de
Gauss sin pivoteo y después con pivoteo parcial. Los calculos se hacen con
cuatro cifras decimales.

0.729x1 + 0.81x9 + 0.923 = 0.6867
r + xo + r3 = .8338
1.331x1 + 1.21z0+ 1123 = 1

Con la solucién exacta, tomada con cuatro cifras decimales, es
x = (0.2245, 0.2814, 0.3279).

Al resolver el sistema por el método de Gauss, con cuatro cifras decimales
y sin pivoteo, resultan los siguientes pasos:

0.7290 0.8100 0.9000 0.6867
1.0000 1.0000 1.0000 0.8338
1.3310 1.2100 1.1000 1.0000
Con 1ik = 1.3717 ycon 1lik = 1.8258 se obtiene
0.7290 0.8100 0.9000 0.6867
0.0000 -0.1111 -0.2345 -0.1081
0.0000 -0.2689 -0.5432 -0.2538
Con 1ik = 2.4203 se obtiene
0.7290 0.8100 0.9000 0.6867
0.0000 -0.1111 -0.2345 -0.1081
0.0000 0.0000 0.0244 0.0078

La solucién del sistema triangular da:
x = (0.2163, 0.2979, 0.3197).

Sea x* la solucién exacta del sistema Az = b. Para comparar z' y 22, dos
aproximaciones de la solucién, se miran sus distancias a x*:

lzt =2, fla® = 2.

Si ||zt —a2*|| < ||z2—2*]|, entonces 2! es, entre 2! y 22, la mejor aproximacién
de z*. Cuando no se conoce z*, entonces se utiliza la norma del vector
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residuo o resto, r = Az —b. Si z es la solucién exacta, entonces la norma de
su resto vale cero. Entonces hay que comparar

|Az" — bl , [|Az* —b]|.
Para la solucion obtenida por el método de Gauss, sin pivoteo,
|Az — b|| = 1.0357e-004 , ||z — || = 0.0202 .

En seguida estd el método de Gauss con pivoteo parcial, haciendo cédlculos
con 4 cifras decimales.

0.7290 0.8100 0.9000 0.6867

1.0000 1.0000 1.0000 0.8338

1.3310 1.2100 1.1000 1.0000
Intercambio de las filas 1 y 3.

1.3310 1.2100 1.1000 1.0000

1.0000 1.0000 1.0000 0.8338

0.7290 0.8100 0.9000 0.6867

Con 1ik = 0.7513 ycon 1lik = 0.5477 se obtiene

1.3310 1.2100 .1000 1.0000
0.0000 0.0909 0.1736 0.0825

[EY

0.0000 0.1473 0.2975 0.1390
Intercambio de las filas 2 y 3.

1.3310 1.2100 1.1000 1.0000

0.0000 0.1473 0.2975 0.1390

0.0000 0.0909 0.1736 0.0825
Con 1lik = 0.6171 se obtiene

1.3310 1.2100 1.1000 1.0000

0.0000 0.1473 0.2975 0.1390

0.0000 0.0000 -0.0100 -0.0033

La solucién del sistema triangular da:

x = (0.2267, 0.2770, 0.3300).
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El célculo del residuo y la comparacién con la solucién exacta da:
||Az — b|| = 1.5112e-004 , ||z — z™|| = 0.0053 .

Se observa que para este ejemplo la norma del residuo es del mismo orden de
magnitud que la norma del residuo correspondiente a la solucién obtenida
sin pivoteo, aunque algo mayor. La comparacion directa con la solucién
exacta favorece notablemente al método de pivoteo parcial: 0.0053 y 0.0202,
relacién de 1 a 4 aproximadamente. Ademds, “visualmente” se observa la
mejor calidad de la solucién obtenida con pivoteo.

2.10 Factorizacion LU=PA

Si se aplica el método de Gauss con pivoteo parcial muy probablemente se
hace por lo menos un intercambio de filas y no se puede obtener la factor-
izacién A = LU, pero si se puede obtener la factorizacion

LU = PA.

Las matrices L y U tienen el mismo significado de la factorizacion LU. P
es una matriz de permutacién, es decir, se obtiene mediante permutacion de
filas de la matriz identidad 1.

Si Py (Q son matrices de permutacién, entonces:

PQ es una matriz de permutacién.
e P~! = PT (P es ortogonal).

e PA es una permutacion de las filas de A.

AP es una permutacién de las columnas de A.

Una matriz de permutacion P se puede representar de manera mas compacta
por medio de un vector p € R™ con la siguiente convencién:

P =1,

En palabras, la fila ¢ de P es simplemente la fila p; de I. Obviamente p debe
cumplir:

pi €{1,2,3,...,n} Vi
pi # pj Vi # J.
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Por ejemplo, p = (2,4, 3,1) representa la matriz

o 1 0 o0
o o0 o0 1
P_0010

1 0 0 0

De la misma forma que en la factorizacién LU, los valores ;. se almacenan en
el sitio donde se anula el valor a;;. El vector p inicialmente es (1,2, 3, ...,n).
A medida que se intercambian las filas de la matriz, se intercambian las
componentes de p.

Ejemplo 2.6. Obtener la factorizacion LU = PA, donde

4 3 -2 1
3 2 1 5

A= -2 3 1 2
-5 0 1 1

Inicialmente p = (1,2,3,4). Para buscar el mejor pivote, se intercambian
las filas 1 y 4.

-5 0 1 1
3 2 1 5
p= (472337 1)) -9 3 1 2
4 3 -2 1

Buscando ceros en la primera columna y almacenando alli los valores l;; se
obtiene:

-5 0 1 1

-0.6 2 1.6 5.6
0.4 3 0.6 1.6
-0.8 3 -1.2 1.8

Para buscar el mejor pivote, se intercambian las filas 2 y 3.

-5 0 1 1
0.4 3 0.6 1.
-0.6 2 1.6 5.
-0.8 3 -1.2 1.

p=1(43,21),

0 o O

Buscando ceros en la segunda columna y almacenando alli los valores [, se
obtiene:

-5 0 1 1

0.4 3 0.6 1.6
-0.6 0.6667 1.2 4.5333
-0.8 1 -1.8 0.2



48 2. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

Para buscar el mejor pivote, se intercambian las filas 3 y 4.

-5 0 1 1

0.4 3 0.6 1.6

p=43,12), -0.8 1 1.8 0.2
~0.6 0.6667 1.2  4.5333

Buscando ceros en la tercera columna y almacenando alli los valores l;; se
obtiene:

-5 0 1 1

0.4 3 0.6 1.6
-0.8 1 -1.8 0.2
-0.6 0.6667 -0.6667 4.6667

En esta ultima matriz y en el arreglo p estd toda la informacién necesaria
para obtener L, U, P. Entonces:

1 0 0 0
0.4 1 0 0
L= -0.8 1 1 0
-0.6 0.6667 -0.6667 1
-5 0 1 1
0 3 0.6 1.6
U= 0 0 -1.8 0.2
0 0 0 4.6667
0 0 0 1
0 0 1 0
P= 1 0 0 0 - ©
0 1 0 0

Si se desea resolver el sistema Ax = b a partir de la descomposicion PA =
LU, se considera el sistema P~'LUx = b, o sea, P'LUx = b. Sean z = LUx
y y = Uz. La solucién de Ax = b tiene tres pasos:

e Resolver P'z = b, o sea, z = Pb.
e Resolver Ly = z.

e Resolver Ux = y.
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Ejemplo 2.7. Para la matriz A del ejemplo anterior, resolver Az = b con
b=[4 -8 —7 —8".

-8
-7
:P =
z b 1
-8
-8
-3.8
L = t —
y = z , entonces y 1.4
-9.3333
1
0
Uz =y , entonces = = 1 &
-2

En Scilab, la factorizacion se puede obtener mediante la orden

(L, U, P] = 1u(h)

2.11 Método de Cholesky

Este método sirve para resolver el sistema Ax = b cuando la matriz A es
definida positiva (también llamada positivamente definida). Este tipo de
matrices se presenta en problemas especificos de ingenieria y fisica, princi-
palmente.

2.11.1  Matrices definidas positivas

Una matriz simétrica es definida positiva si

" Ax >0, VzeR" z+#0. (2.5)
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Para una matriz cuadrada cualquiera,

ail aig ... A1n I
asr a2 ... as X9
zTAx = [ml To ... xn] "

an1 Qpg ... Ann, In

a11r1 + a2 + - - + A1y

a1T1 + a2xo + -+ + a2p,Ty
== [ rT I ... In ]

An1T1 + 222 + -+ - + Apnln
n n
= E E aijxixj.
=1 j=1i

Si A es simétrica,

n n—1 n
TAx = 2 P
r Ax = a;T; + 2 Qi T;T;.
i=1

i=1 j=i+1

Ejemplo 2.8. Sea [ la matriz identidad de orden n. Entonces z"Iz =
2%z = ||z||%. Luego la matriz I es definida positiva. <

Ejemplo 2.9. Sea A la matriz nula de orden n. Entonces ™02 = 0. Luego
la matriz nula no es definida positiva. <

1 2
Tl
t"Ax = 2?4 523+ dayae

x} + dxyze + 423 + 23
= (@1 +229)* + 22

Ejemplo 2.10. Sea

Obviamente zT Az > 0. Ademds T Ax = 0 si y solamente si los dos suman-
dos son nulos, es decir, si y solamente si zo = 0 y 1 = 0, o sea, cuando
x = 0. Luego A es definida positiva. <

1 2
4 = [2 4].
tTAr = 2?4 423 + dxyxo
= (I1+2$2)2.

Ejemplo 2.11. Sea
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Obviamente 2" Az > 0. Pero si x = (6,—3), entonces " Ax = 0. Luego A
no es definida positiva. <

Ejemplo 2.12. Sea

A = [;g]

tTAr = 22+ 3:):% + 4129
= (214 2x2)% — 2.
Si z = (6,—3), entonces T Az = —9. Luego A no es definida positiva. <

Ejemplo 2.13. Sea
1 2
4 = [ 3 4 ] ’

Como A no es simétrica, entonces no es definida positiva. <

Sean A1, Ao, ..., A\, los valores propios de A. Si A es simétrica, entonces
todos sus valores propios son reales.

Sea §; el determinante de la submatriz de A, de tamano ¢ X i, obtenida al
quitar de A las filas ¢+ 1,7+ 2, ..., n y las columnas i + 1, i + 2, ..., n. O
sea,

01 = det([an1]) = a1,
ag1 a2

air a2 a13
03 = det | a1 az a3

az1 as2 as3

o, = det(A).

La definicion 2.5 tiene relacién directa con el nombre matriz definida posi-
tiva. Sin embargo, no es una manera facil o prictica de saber cudndo una
matriz simétrica es definida positiva, sobre todo si A es grande. El teorema
siguiente presenta algunas de las caracterizaciones de las matrices definidas
positivas. Para matrices pequenas (n < 4) la caracterizacién por medio de
los &; puede ser la de aplicaciéon més sencilla. La 1ltima caracterizacién, lla-
mada factorizacién de Cholesky, es la més adecuada para matrices grandes.
En [Str86], [NoD88] y [Mor01] hay demostraciones y ejemplos.
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Teorema 2.1. Sea A simélrica. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

o A es definida positiva.
e )\, >0, Vi.
e §; >0, Vi.

e Fxiste U matriz triangular superior e invertible tal que A=U"U.

2.11.2  Factorizacion de Cholesky

Scilab tiene la funcién chol para obtener la factorizacén de Cholesky.
Cuando no es posible aparecera un mensaje de error.

[ 4 -6; -6 25]
chol(a)

[=I
nn

Antes de estudiar el caso general, veamos la posible factorizacién para los
ejemplos de la seccién anterior.

La matriz identidad se puede escribir como I = ITI, siendo I triangular
superior invertible. Luego existe la factorizacién de Cholesky para la matriz
identidad.

Si existe la factorizacién de Cholesky de una matriz, al ser U y U™ invertibles,
entonces A debe ser invertible. Luego la matriz nula no tiene factorizacién
de Cholesky.

Sea

Entonces

[Ull 0][%1 U12} _ [1 2}
ule U2 0 ug 2 5
u%l 1
ujtule = 2,
ufy +uzy = 5
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Se deduce que

Uyl = 1
uipz = 2,
uze = 1,
1 2
Uo— [O 1}

Entonces existe la factorizacién de Cholesky de A.

Cuando se calculé u11 se hubiera podido tomar u1; = —1 y se hubiera podido
obtener otra matriz U. Se puede demostrar que si se escogen los elementos
diagonales wu;; positivos, entonces la factorizacion, cuando existe, es Unica.

Sea
1 2
A_[2 4].
Entonces
Uil 0 U1l U112 _ 1 2
U2 U222 0  ug 2 4
U%l = 1
upiul = 2,
Uiy +u3y, = 4
Se deduce que
Uyl = 1
Uiz = 2,
uze = 0,
1 2
vo— [O O}

Entonces, aunque existe U tal que A = UTU, sin embargo no existe la
factorizacién de Cholesky de A ya que U no es invertible.

A:[ég]

Sea
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Entonces

|

Se deduce que

U1l
ui2

2.

U22

U%1

U1UL2

ufy + U3
ulp =

uz = 2,

u§2 = -1

w N =/

N

Entonces no existe la factorizacion de Cholesky de A.

En el caso general,

W N
[

SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

Uil U2
0 uo

ui Uiy g e Uy e Ui
Uik - Upg Uk Ukj e U
uj o Ukj ot Ujj Uj; an
Ut o Ukn o Ui e Unn | | U |

El producto de la fila 1 de U™ por la columna 1 de U da:

u%l = ali-.
Luego
U1 = v aii. (26)
El producto de la fila 1 de UT por la columna j de U da:
unulj = alj.
Luego
uy =Y j=2 .n (2.7)
U1l

Al hacer el producto de la fila 2 de U por la columna 2 de U, se puede
calcular uge. Al hacer el producto de la fila 2 de U™ por la columna j de
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U, se puede calcular ugj. Se observa que el cdlculo de los elementos de U
se hace fila por fila. Supongamos ahora que se conocen los elementos de las
filas 1, 2, ..., k — 1 de U y se desea calcular los elementos de la fila k de U.
El producto de la fila k de U™ por la columna k de U da:

k
2
D_uh = aw
i1
k—1
2 2
Zuik+ukk = Qkk-
i—1

Luego

k=2,..n (2.8)

El producto de la fila k de U™ por la columna j de U da:

k
E WikUij = Qg
i=1

Luego

k—1
akj — Zumuu
ugj = ;;; ., k=2,..n j=k+1,...n  (29)

Si consideramos que el valor de la sumatoria es 0 cuando el limite inferior
es mas grande que el limite superior, entonces las formulas 2.8 y 2.9 pueden
ser usadas para k =1,...,n.

Ejemplo 2.14. Sea

16 —12 8 —16
—-12 18 -6 9
8 —6 5 —10
—16 9 —-10 46

’LL11:\/1 =4
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—12

Ul = T =-3
8

Uiz = Z =2
—16

U4 = T =4

u23 = 3 =0
—(=3)(—4
= 2ZEUEY

Entonces,
4 -3 2 -4
0 3 0 -1
vo= 0O 0 1 -2 - ©
0O 0 0 5

La factorizacion de Cholesky no existe cuando en la formula 2.8 la cantidad
dentro del radical es negativa o nula. Utilizando el producto entre matrices,
las férmulas 2.8 y 2.9 se pueden reescribir asi:

t = appe—UQQ:k—=1,k)"U1:k—1,k),
Uk = \/iv
ar; —UQ:k—1,k)" U :k—1,5)
Uk

Ug; =

Para ahorrar espacio de memoria, los valores u y ug; se pueden almacenar
sobre los antiguos valores de ai y axj. O sea, al empezar el algoritmo se
tiene la matriz A. Al finalizar, en la parte triangular superior del espacio
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ocupado por A estard U.

t = app—UQQ:k—=1,K)"U1:k~-1k), (2.10)
ame = Vi, (2.11)
a; —UQ:k—1,k)"UQ1:k—1,7)

ar; = ”~ (2.12)

El siguiente es el esquema del algoritmo para la factorizacién de Cholesky. Si
acaba normalmente, la matriz A es definida positiva. Si en algin momento
t < e, entonces A no es definida positiva.

datos: A, ¢
para k=1,...n
célculo de ¢ segun (2.10)
si t<e ent salir
apk = V'
para j=k+1,...n
célculo de ay; segin (2.12)
fin-para j
fin-para k

La siguiente es la implementacién en Scilab, utilizando las operaciones ma-
triciales de Scilab:

function [U, ind] = Cholesky(A)
//
// Factorizacion de Cholesky.

//

// Trabaja unicamente con la parte triangular superior.
//

// ind = 1 si se obtuvo la factorizacion de Choleky

// =0 si A no es definida positiva
//

/ /KKK ok ok sk ok sk k ok k ok

eps = 1.0e-8

/[ Kk ok ok ok ok sk k ok k ok

n = size(A,1)

U = zeros(n,n)
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for k = 1:n
t = A(k,k) - U(1:k-1,k)’*U(1:k-1,k)
if t <= eps
printf (’Matriz no definida positiva.\n’)
ind = O
return
end

U(k,k)= sqrt(t)
for j = k+l:n
U(k,j) = ( Alk,j) - U(1:k-1,k)’*U(1:k-1,3) )/U(k,k)
end
end
ind = 1
endfunction

2.11.3 Numero de operaciones de la factorizacién

Para el célculo del niimero de operaciones supongamos que el tiempo nece-
sario para calcular una raiz cuadrada es del mismo orden de magnitud que
el tiempo de una multiplicacién.

Sumas y restas | Multiplicaciones,
divisiones y raices
calculo de u1 0 1
calculo de uq9 0 1
calculo de uy, 0 1
célculo de wugs 1 2
calculo de uo3 1 2
calculo de usgy, 1 2
L | | |
’ célculo de uy, ‘ n—1 ‘ n ‘

Agrupando por filas:
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Sumas y restas | Multiplicaciones,
divisiones y raices
célculo de Uj. n(0) n(1)
calculo de Us. (n—1)1 (n—1)2
calculo de Us. (n—2)2 (n—2)3
calculo de U,. I(n—1) 1(n)

Ntmero de sumas y restas:

n—1
Z(TL—Z)Z: n’—n Nn—B
6 6
=1
Ntmero de multiplicaciones, divisiones y raices:
n

Z(n—i—l—z)z:n—S—i—n—z—i—ﬁ%n—g.
— 6 2 3 6

w
[V}
w

2.11.4 Solucién del sistema

Una vez obtenida la factorizacién de Cholesky, resolver Ax = b es lo mismo
que resolver UTUxz = b. Al hacer el cambio de variable Ux = y, la solucién
del sistema Ax = b se convierte en

resolver Uy =10, (2.13)
resolver Uz =y. (2.14)

Resolver cada uno de los dos sistemas es muy facil. El primero es triangular
inferior, el segundo triangular superior. El nimero total de operaciones
para resolver el sistema estd dado por la factorizacién maés la solucién de
dos sistemas triangulares.

, . n
Numero de operaciones = 3 +2n%~ —.
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Esto quiere decir que para valores grandes de n, resolver un sistema, con
A definida positiva, por el método de Cholesky, gasta la mitad del tiempo
requerido por el método de Gauss.

El método de Cholesky se utiliza para matrices definidas positivas. Pero
no es necesario tratar de averiguar por otro criterio si la matriz es definida
positiva. Simplemente se trata de obtener la factorizacién de Cholesky de
A simétrica. Si fue posible, entonces A es definida positiva y se continia
con la solucién de los dos sistemas triangulares. Si no fue posible obtener la
factorizacién de Cholesky, entonces A no es definida positiva y no se puede
aplicar el método de Cholesky para resolver Az = b.

Ejemplo 2.15. Resolver

16 —-12 8 1 76
—12 18 —6 T2 | = | —66
8§ —6 8 T3 46

La factorizacién de Cholesky es posible (A es definida positiva):

4 -3 2
U=10 3 0
0 0 2

Al resolver UTy = b se obtiene
y = (19, =3, 4).
Finalmente, al resolver Ux = y se obtiene

r=(3, -1, 2). <

La implementacion en Scilab de la solucién de un sistema con matriz simétrica
y definida positiva se puede hacer por medio de una funcién que llama tres
funciones:

function [x, info] = solCholesky(a, b)
// Solucion de un sistema de ecuaciones por
// el método de Cholesky
//
// Se supone que a es simetrica y se utiliza
// unicamente la parte triangular superior de a.
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//

// info valdra 1 si a es definida positiva,

// asi x sera un vector columna
// con la solucion,

// 0 si a no es definida positiva.
//

[a, info] = Cholesky(a)

if info == 0, return, end

y = sol_UT_y_b(a, b)
x = solTriSup(a, y)
endfunction

La segunda funcién, y = sol_UT_y_b(U, b) resuelve el sistema UMy = b,
pero se tiene la informaciéon de U. Si se sabe con certeza que la matriz
es definida positiva, en lugar de Cholesky, es preferible usar la funcion de
Scilab chol mas eficiente.

2.12 Solucién por minimos cuadrados

Consideremos ahora un sistema de ecuaciones Ax = b, no necesariamente

cuadrado, donde A es una matriz m X n cuyas columnas son linealmente

independientes. Esto implica que hay més filas que columnas, m > n, y

que ademds el rango de A es n. Es muy probable que este sistema no

tenga solucion, es decir, tal vez no existe  que cumpla exactamente las m
igualdades. Se desea que

Axr =

Axr —b =

[Az —bl| =

[Az —bll2 =

|Az — 0|3 =

o o o o o

Es posible que lo deseado no se cumpla, entonces se quiere que el incumplim-
iento (el error) sea lo mas pequeno posible. Se desea minimizar esa cantidad,

min ||Az —b|3 . (2.15)

El vector z que minimice || Az—b||2 se llama solucién por minimos cuadrados.
Como se verda més adelante, tal x existe y es tnico (suponiendo que las
columnas de A son linealmente independientes).
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2.12.1 En Scilab

La orden para hallar por la solucién por minimos cuadrados es la misma que
para resolver sistemas de ecuaciones cuadrados, a saber, a\b. Por ejemplo,
para resolver el sistema

2 3 43
45 [ﬂ = | 77
6 7| L 109
basta con
a=[23;45; 761, b=1[143 77 109 1°
x = a\b

El resultado obtenido es

7.6019417
9.3009709

2.12.2 Derivadas parciales

Con el 4nimo de hacer mas clara la deduccién, supongamos que A es una
matriz 4 x 3. Sea f(z) = ||Ax — b||3,

f(x) =(an1x1 + arexe + a3z — by)* 4 (agiz1 + agws + agzrs — ba)?+

2 2
(a3121 + aszpxe + azzxs — b3)” + (4121 + a2 + aszxs — ba)”.

Es posible que algunos de los lectores de este texto no conozcan el calculo en
varias variables. En este capitulo y en el siguiente se requiere saber calcular
derivadas parciales. A continuacion se presenta una breve introduccion al
célculo (mecanico) de las derivadas parciales.

Sea ¢ una funciéon de varias variables con valor real, ¢ : R™ — R. Bajo
ciertas condiciones de existencia, la derivada parcial de ¢ con respecto a
z; se obtiene considerando las otras variables como constantes y derivando
o(z1,z2, ..., Ty) Gnicamente con respecto a x;. Esta derivada parcial se de-
nota

dp '
axi
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Evaluada en un punto especifico Z, se denota

e
8%1‘

(7) -

Por ejemplo, si p(x1, T, 13, 74) = (423 + 624)° + Sx172 + 874,

d

G2~ 9(dad + 624)8(1222) + B,
8.%'1

Iy

_ = 5

ax2 X1,

)

e _ o,

8903

dp

Eroli 54(4x3 + 614) + 8.

2.12.3 Ecuaciones normales

63

Para obtener el minimo de f se requiere que las tres derivadas parciales,

of/0xy1, Of/0xy y Of/0xs, sean nulas.

0
Fr / =2(a11x1 + a1272 + a13w3 — b1)ai;
1

+ 2(ag171 + azwa + agzrs — ba)asy
+ 2(asiz1 + asawa + aszws — bg)asy

+ 2(&411‘1 + a42x2 + 4313 — b4)a41.

Escribiendo de manera matricial,

of

—_— :2(A1.33 — bl)all + 2(A2.x — bg)agl + 2(./43.1‘ - bg)agl

83:1

+ 2(Ag.x — by)ay;.
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Si B es una matriz y v un vector columna, entonces (Bu); = B;.u.

of

87 = 2(((Al‘)1 — bl)an + ((Al’)g — bg)agl -+ ((Al’)g — bg)a31
T1

+((Az)s — b4a41),

4
= 2Z(Al‘ — b)l a;q,
= 22 i(Az —b);

— 22 AT1)i(Az — b);,

= 2AT1.(AJ} — b),
= 2(A"(Az - b)),

De manera semejante

a T
89{2 = 2(A"(Az —1)),,
8 T

Igualando a cero las tres derivadas parciales y quitando el 2 se tiene

(AT(Az—1b)), = 0,
(AT(AZE — b))2 = 0,
(A"(Az—-1)), = 0

Es decir,

AT(Az—b) = 0,
ATAz = Ab. (2.16)

Las ecuaciones (2.16) se llaman ecuaciones normales para la solucién (o
seudosolucion) de un sistema de ecuaciones por minimos cuadrados.

La matriz AT A es simétrica de tamano n x n. En general, si A es una matriz
m x n de rango 7, entonces AT A también es de rango r (ver [Str86]). Como
se supuso que el rango de A es n, entonces AT A es invertible. Més ain, ATA
es definida positiva.
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Por ser AT A invertible, hay una tnica solucién de (2.16), o sea, hay un
solo vector x que hace que las derivadas parciales sean nulas. En general,
las derivadas parciales nulas son simplemente una condicién necesaria para
obtener el minimo de una funcién (también lo es para maximos o para puntos
de silla), pero en este caso, como AT A es definida positiva, f es convexa, y
entonces anular las derivadas parciales se convierte en condicién necesaria y
suficiente para el minimo.

En resumen, si las columnas de A son linealmente independientes, entonces
la solucién por minimos cuadrados existe y es tinica. Para obtener la soluciéon
por minimos cuadrados se resuelven las ecuaciones normales.

Como AT A es definida positiva, (2.16) se puede resolver por el método de
Cholesky. Si m > n y al hacer la factorizacién de Cholesky resulta que
AT A no es definida positiva, entonces las columnas de A son linealmente
dependientes.

Si el sistema Az = b tiene solucién exacta, ésta coincide con la solucién por
minimos cuadrados.

Ejemplo 2.16. Resolver por minimos cuadrados:

2 1 0 3.1

—1 -2 3| "] | 89

2 2 1 2 ~3.1

5 4 -2 3 0.1

Las ecuaciones normales dan:

34 20 —15 T1 4.0
20 25 —12 zo | = | —20.5
—-15 —-12 14 T3 234

La solucién por minimos cuadrados es:
x = (2.0252, —1.0132, 2.9728).

El error, Ax — b, es:
—0.0628
0.0196
—0.0039
0.0275
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Ejemplo 2.17. Resolver por minimos cuadrados:

2 1 3 3
“1 =2 o || "] | 9
2 2 6| ||| -3

5 4 6 L® 0

Las ecuaciones normales dan:

34 20 48 1 3
20 25 15 x2 | = | —21
48 15 81 3 27

Al tratar de resolver este sistema de ecuaciones por el método de Choleskys;
no se puede obtener la factorizaciéon de Cholesky, luego AT A no es definida
positiva, es decir, las columnas de A son linealmente dependientes. Si se
aplica el método de Gauss, se obtiene que A" A es singular y se concluye que
las columnas de A son linealmente dependientes. <

Ejemplo 2.18. Resolver por minimos cuadrados:

2 1 3
-1 -2 I o 0
-2 2 |: xT9 :| o —6

5 4 6

Las ecuaciones normales dan:
[34 20] [m]:[@]
20 25 ) 15
La solucién por minimos cuadrados es:
r=(2, —1).

El error, Ax — b, es:

o O O O

En este caso, el sistema inicial tenfa solucién exacta y la solucién por
minimos cuadrados coincide con ella. <
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La solucién por minimos cuadrados de un sistema sobredeterminado también
se puede hacer en Scilab mediante (a’*a)\(a’*b) o por medio de pinv(a)*b,
pero ambas son menos eficientes que a\b.

La implementacién eficiente de la soluciéon por minimos cuadrados, via ecua-
ciones normales, debe tener en cuenta algunos detalles. No es necesario cons-
truir toda la matriz simétrica AT A (n? elementos). Basta con almacenar en
un arreglo de tamano n(n + 1)/2 la parte triangular superior de AT A.

Este almacenamiento puede ser por filas, es decir, primero los n elementos
de la primera fila, enseguida los n—1 elementos de la segunda fila a partir del
elemento diagonal, después los n — 2 de la tercera fila a partir del elemento
diagonal y asi sucesivamente hasta almacenar un solo elemento de la fila n. Si
se almacena la parte triangular superior de AT A por columnas, se almacena
primero un elemento de la primera columna, enseguida dos elementos de la
segunda columna y asi sucesivamente. Cada una de las dos formas tiene sus
ventajas y desventajas. La solucién por el método de Cholesky debe tener
en cuenta este tipo de estructura de almacenamiento de la informacién.

Otros métodos eficientes para resolver sistemas de ecuaciones por minimos
cuadrados utilizan matrices ortogonales de Givens o de Householder.

2.13 Sistemas tridiagonales

Un sistema Ax = b se llama tridiagonal si la matriz A es tridiagonal, o sea,
si

aij:() si ‘Z.—j’>1,
es decir, A es de la forma

a1l ail2 0 0 0

as1 az a3 0 0

0 a3 aszz as 0

A=10 0 ay au 0
0 0 0 0 - apn

Estos sistemas se presentan en algunos problemas particulares, por ejemplo,
al resolver, mediante diferencias finitas, una ecuacién diferencial lineal de
segundo orden con condiciones de frontera o en el cdlculo de los coeficientes
de un trazador cibico (“spline”).
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Obviamente este sistema se puede resolver mediante el método de Gauss.
Pero dadas las caracteristicas especiales es mucho més eficiente sacar prove-
cho de ellas. Se puede mostrar que si A admite descomposicién LU, entonces
estas dos matrices también guardan la estructura de A, es decir, L, ademés
de ser triangular inferior, tiene ceros por debajo de la “subdiagonal” y U,
ademaés de ser triangular superior, tiene ceros por encima de la “superdia-
gonal”.

Para simplificar, denotemos con f; los elementos de la suddiagonal de L, d;
los elementos de la diagonal de U y u; los elementos de la superdiagonal de
U. Se conoce A y se desea conocer L y U a partir de la siguiente igualdad:

[1 0 0 0 0 0][di ws 0O 0 0 0

i1 00 0 0/]0 dy uy 0 0 0

0 fo 1 0 0 0|0 0 ds us 0 0

0 0 f3 1 0 0/|0 0 0 dy 0 0 | —4.
0 0 0 0 1 0oflo 0o 0 o0 Aoy Up_1

0 0 0 0 fao1 1] {0 0 0 0 0 dy |

Sean F; la fila i de L y C} la columna j de U. Entonces los productos de
las filas de L por las columnas de U producen las siguientes igualdades:

FiCy di = a1
FiCy - UL = aia
FC; - fidr = a1
Oy Jiug +da = ag
FCs ug = ag3
F3C5 - Jada = a3z
F3C3 - Jauz +d3 = ass
F3Cy - u3 = a4
FiCi—1: fic1dio1 = @i
FiC; fimtui—1 +di = ai;
FiCit - Ui = Gijit1
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A partir de las igualdades anteriores se obtienen los valores u;, f; v d;:

dl = aii,

Ui = Qi1 5 t=1,..,n—1, (2.17)
Q414

fl - dl )

dit1 = ait1,i+1 — fiu

Resolver Ax = b es equivalente a resolver LUz = b. Entonces, si Uz = y, se
resuelve Ly = by después Uz = y. Al explicitar las anteriores igualdades
se tiene:

Yy = bla
fic1yi—1 + yi = by,
dpxyn = Yn,

d;x; + UiTig1 = Y .

Las férmulas explicitas son:

y1 = b17
Yi :b’i_fi—lyi—h i:27”'7n7
_n (2.18)
Tn =g
ISP i e 2 S S RPN S B

d;

Ejemplo 2.19. Resolver el sistema Ax = b, con

2 4 0 O -8
3 5 6 0 1
A= 0 -4 -5 11|’ b= -2
0o 0 -1 -2 —10
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Entonces
dy =2,
U1:4,

3
f]_:?:]..f),
do=5—-15x4=-1,
UQ—G,

—4
f2_j1:47
dy = —5—4x6=—29,
U3—1,

-1
= —— =0.034483
f3 29 ;

dy = —2—0.034483 x 1 = —2.034483,

Ahora la solucién de los sistemas Ly = b, Uzr = y:
Y1 = _8)
yp=1—-15x(-8) =13,
ys = —2—4 x 13 = —-54,
yg = —10 — 0.034483 x —H4 = —8.137931,

8137931
T To 034483~

—54—1x14
r3=—"—" =2,

—29

13—6x2 1
€T - =
2 _1 )

-8 -4 -1

Las férmulas (2.17) y (2.18) se pueden utilizar sin ningtin problema si todos
los d; son no nulos. Algun elemento diagonal de U resulta nulo si la matriz
A no es invertible o si simplemente A no tiene factorizacién LU.

Ejemplo 2.20. Consideremos las dos matrices siguientes:

[ 2 -3 , [0 2
A‘{—s 12]’ A‘{3 4]'
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La matriz A no es invertible y ds resulta nulo. La matriz A’ es invertible
pero no tiene factorizacién LU. En este tltimo caso, se obtiene d; = 0. <

Si la matriz A es grande no se justifica almacenar todos los n? elementos.
Basta con almacenar la diagonal, la subdiagonal y la superdiagonal, es de-
cir 3n — 2 ntimeros. Mejor atin, en el mismo sitio donde inicialmente se
almacenan los elementos diagonales de A se pueden almacenar los elemen-
tos diagonales de U a medida que se van calculando, donde se almacenan
los elementos subdiagonales de A se pueden almacenar los elementos subdi-
agoanles de L, los elementos superdiagonales de A son los mismos elementos
superdiagonales de U, donde se almacena b se puede almacenar y y posteri-
ormente x.

En resumen, una implementacion eficiciente utiliza 4 vectores d, f, uy b. El
primero y el cuarto estan en R", los otros dos estan en R"~!. Al comienzo
d, f, u contienen datos de A y los términos independientes estan en b. Al
final d, f, u contienen datos de L, U y la solucién final (los z;) estard en b.

SOLUCION DE SISTEMA TRIDIAGONAL

datos: d, f,u,b, e

si |di| <e ent parar
para :=1,...n—1
=
i
dit1 =dip1 — fi*xu
si |di+1] <e ent parar
fin-para
para i =2,...,n
bi =b;i — fi—1bi—1

fin-para
bn,

by = —

n dn

para t=n—1,n—2,..,1
p, = i~ uibity
;= — T

d;

fin-para
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2.14 Calculo de la inversa

En la mayoria de los casos no es necesario calcular explicitamente la
inversa de una matriz, pues basta con resolver un sistema de ecuaciones.
De todas formas, algunas pocas veces es indispensable obtener la inversa.

A continuacion estd el algoritmo para el ciculo de la inversa, tomado y
adaptado de [Stewart 98|, basado en la factorizacién LU = PA (con pivo-
teo parcial). Se utiliza un vector p en Z"~! que tiene toda la informacién
indispensable para obtener la matriz P, pero no representa directamente la
permutacién. Al principio p es simplemente (1,2,...,n — 1).

Sélamente se utiliza memoria para una matriz. Al principio esta A; al final
del algoritmo, si indic = 1, esta la inversa. Cuando indic = 0, la matriz
es singular o casi singular.

Se utiliza la notacién de Matlab y Scilab para las submatrices de A. Para
los elementos de A y p se utiliza la notacién usual con subindices.

datos: A, ¢
resultados: la inversa almacenada en A, indic

FACTORIZACION:
p=(1,2,...,n—1)
para k=1:n-1
determinar m tal que |ani| = max{ |a;| : i =k,...,n}
si |amk| <e
indic = 0, parar
fin-si
pr=m
sim>k
Ak, :) < A(m, 1)
fin-si
Ak+1:n,k)=Ak+1:n,k)/ag
Alk+1:nk+1:n)=Ak+1:nk+1:n)—Ak+1:n,k)A(k,k+1:n)
fin-para
Si |ann| <e
indic = 0, parar
fin-si
indic =1
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CALcuLo DE U™ ':
para k=1:n
akk = 1/agy
para i=1:k—-1
aiy = —appA(i, i k—1)A@G k- 1,k)
fin-para
fin-para

CALcuLo pE U 'Lt

para k=n—1:-1:1
t=Ak+1:n,k)
Ak+1:n,k)=0
A(: k) =A(:, k) —A(:,k+1:n)t

fin-para

REORDENAMIENTO DE COLUMNAS :
para k=n—1:-1:1
si prp #k
A(: k) < A(:, pr)
fin-si
fin-para

Ejemplo 2.21. A inicial
-2.0000 -4.0000 4.0000 -2.0000
-5.0000 1.0000 2.0000 1.0000
4.0000 -3.0000 0.0000 -4.0000
-2.0000 -3.0000 1.0000 -1.0000
p inicial :

1 2 3
Factorisacion
k =1
m = 2
P :

2 2 3

intercambio de filas : 1 2

A despues de intercambio
-5.0000 1.0000 2.0000 1.0000
-2.0000 -4.0000 4.0000 -2.0000
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4.0000
-2.0000

A despues de
-5.0000
0.4000
-0.8000
0.4000

k =2

m =2

p:
2 2 3

A despues de
-5.0000
0.4000
-0.8000
0.4000

k =3

m =4

p:
2 2 4

2.

-3.0000 0.
-3.0000 1.
operaciones
1.0000 2
-4.4000 3.
-2.2000 1
-3.4000 0
operaciones
1.0000 2.
-4.4000 3.
0.5000 0.
0.7727  -2.

intercambio de filas : 3

A despues de
-5.0000
0.4000
0.4000
-0.8000

A despues de
-5.0000
0.4000
0.4000
-0.8000

A despues de
-0.2000
0.4000
0.4000
-0.8000

intercambio
1.0000 2.
-4.4000 3.
0.7727  -2.
0.5000 0.
operaciones
1.0000 2.
-4.4000 3.
0.7727 -2
0.5000 -0.

calcular inv.

-0.0455 -0.
-0.2273 -0.
0.7727 -0.
0.5000 -0.

SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

0000 -4
0000 -1
.0000 1.
2000 -2
.6000 -3
.2000 -1
0000 1.
2000 -2
0000 -2
2727 0.
4

0000 1.
2000 -2
2727 0.
0000 -2
0000 1.
2000 -2
L2727 0.
0000 -2

de U

2400 -0
3200 0.
4400 -0
0000 -0

.0000
.0000

0000

.4000
.2000
.4000

0000

.4000
.0000

4545

0000

.4000

4545

.0000

0000

.4000

4545

.0000

.1000

2000

.1000
.5000
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A despues de calcular UlxL1

-0.2600

0.3200
-0.0600
-0.5000

0.1900
-0.0800
0.3900
0.2500

-0.2400
-0.3200
-0.4400

0.0000

inversa: despues de reordenamiento

0.1900
-0.0800
0.3900
0.2500

Expresiones explicitas

L
1.0000
0.4000
0.4000
-0.8000

-5.0000
0.0000
0.0000
0.0000

O O =~ O
O O O -

= O O O

-0.2600

0.3200
-0.0600
-0.5000

.0000
.0000
L1727
.5000

o O =, O

1.0000
-4.4000
0.0000
0.0000

O = O O

-0.1000

0.2000
-0.1000
-0.5000

de L, U, P

0.0000
0.0000
1.0000
-0.0000

2.0000
3.2000
-2.2727
0.0000

-0.
-0.
-0.

0.

-2

.1000
.2000
.1000
.5000

2400
3200
4400
0000

.0000
.0000
.0000
.0000

.0000
.4000

0.
-2.

4545
0000

75
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Métodos 1terativos

Los métodos de Gauss y Cholesky hacen parte de los métodos directos o
finitos. Al cabo de un nuimero finito de operaciones, en ausencia de errores
de redondeo, se obtiene z* solucién del sistema Az = b.

El método de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR (sobrerrelajacién), hacen parte de
los métodos llamados indirectos o iterativos.  En ellos se comienza con

20 = (29,29, ...,20), una aproximacién inicial de la solucién. A partir de
2 se construye una nueva aproximacién de la solucién, ! = (x%, 3:%, e xh).

A partir de z!' se construye z? (aqui el superindice indica la iteracién y
no indica una potencia). Asi sucesivamente se construye una sucesién de
vectores {x*}, con el objetivo, no siempre garantizado, de que

lim 2% = 2*.

k—o00
Generalmente los métodos indirectos son una buena opciéon cuando la matriz
es muy grande y dispersa o rala (sparse), es decir, cuando el nimero de
elementos no nulos es pequeno comparado con n?, nimero total de elementos
de A. En estos casos se debe utilizar una estructura de datos adecuada que

permita almacenar inicamente los elementos no nulos.

3.1 Meétodo de Gauss-Seidel

En cada iteracién del método de Gauss-Seidel, hay n subiteraciones. En la
primera subiteraciéon se modifica Unicamente z;. Las demds coordenadas
T9, T3, ..., n No se modifican. El cdlculo de x; se hace de tal manera que

76
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se satisfaga la primera ecuacion.

0 0 0
1 bl — (a12x2 + 41373 +---+ aln:cn)
ry = )
aii
i = 2%, i=2 ..n.

(2 10
En la segunda subiteracién se modifica tinicamente z2. Las demés coorde-

nadas x1, T3, ..., Tn no se modifican. El calculo de x5 se hace de tal manera
que se satisfaga la segunda ecuacion.

1 1 1
JE by — (ag1z] + agzxs + - - + azpx,)
2 )
422
2 = a2, i=1,3,...n

K3 K3
Asi sucesivamente, en la n-ésima subiteracién se modifica inicamente x,,.

Las demas coordenadas 1, xo, ..., T,—1 no se modifican. El cédlculo de x,
se hace de tal manera que se satisfaga la n-ésima ecuacién.

" b — (a7 anse? b g
T, = )
ann
o= 2t i=1,2,.,n -1
Ejemplo 3.1. Resolver

0 2 -1 0 1 26

120 =2 3 ||| | =15

-2 1 30 0 x3 | 53

1 2 3 20 T4 47

partiendo de 2° = (1, 2, 3, 4).

26— (2x 24 (—1)x34+0x4

- (2x24(-1) x3+ ><):2‘5’
10

b = (2.5, 2, 3, 4).

—15—(1x254(—2) x3+3 x4
22 = (Ix25+4(=2)x343x4) _ ;g5

20

22 = (2.5, —1.175, 3, 4).
53— (—2x25+1x(-1.175) + 0 x 4)
N 30
23 = (2.5, —1.175, 1.9725, 4).
47— (1 x 2.5+ 2 x (—1.175) + 3 x 1.9725)
N 20
zt = (2.5, —1.175, 1.9725, 2.0466).

= 1.9725,

8
ww

x = 2.0466,

FNEINN
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Una vez que se ha hecho una iteracién completa (n subiteraciones), se utiliza
el ultimo x obtenido como aproximacion inicial y se vuelve a empezar; se
calcula 1 de tal manera que se satisfaga la primera ecuacion, luego se calcula
To... A continuacién estdn las iteraciones siguientes para el ejemplo anterior.

3.0323 —1.1750 1.9725 2.0466
3.0323 —1.0114 1.9725 2.0466
3.0323 —1.0114 2.0025 2.0466
3.0323 —1.0114 2.0025 1.9991

3.0025 —1.0114 2.0025 1.9991
3.0025 —0.9997 2.0025 1.9991
3.0025 —0.9997 2.0002 1.9991
3.0025 —0.9997 2.0002 1.9998

3.0000 —0.9997 2.0002 1.9998
3.0000 —1.0000 2.0002 1.9998
3.0000 —1.0000 2.0000 1.9998
3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000

3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000
3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000
3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000
3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000

Teéricamente, el método de Gauss-Seidel puede ser un proceso infinito. En
la practica el proceso se acaba cuando de zF a xz**" los cambios son muy
pequenos. Esto quiere decir que el x actual es casi la solucion z*.

Como el método no siempre converge, entonces otra detencién del proceso,
no deseada pero posible, estda determinada cuando el niimero de iteraciones
realizadas es igual a un niimero maximo de iteraciones previsto.

El siguiente ejemplo no es convergente, ni siquiera empezando de una aprox-
imacién inicial muy cercana a la solucién. La solucién exactaes x = (1,1,1).

Ejemplo 3.2. Resolver

-1 2 10 1 11
1 -1 2 o | = | 12
1 5 2 T3 8

partiendo de x° = (1.0001, 1.0001, 1.0001).
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1.0012 1.0001 1.0001
1.0012 1.0134 1.0001
1.0012 1.0134 0.9660

0.6863 1.0134 0.9660
0.6863 —2.5189 0.9660
0.6863 —2.5189 9.9541

83.5031 —2.5189 9.9541
83.5031 926.4428 9.9541
83.5031 926.4428 —2353.8586

Algunos criterios garantizan la convergencia del método de Gauss-Seidel.
Por ser condiciones suficientes para la convergencia son criterios demasiado
fuertes, es decir, la matriz A puede no cumplir estos requisitos y sin embargo
el método puede ser convergente. FEn la practica, con frecuencia, es muy
dispendioso poder aplicar estos criterios.

Una matriz cuadrada es de diagonal estrictamente dominante por filas si
en cada fila el valor absoluto del elemento diagonal es mayor que la suma
de los valores absolutos de los otros elementos de la fila,

n
|am~|> Z |(I7;j|, Vi.

J=Ly#

Teorema 3.1. Si A es de diagonal estrictamente dominante por filas, en-
tonces el método de Gauss-Seidel converge para cualquier 20 inicial.

Teorema 3.2. Si A es definida positiva, entonces el método de Gauss-Seidel
converge para cualquier 2¥ inicial.

Teéricamente el método de Gauss-Seidel se deberfa detener cuando |z* —
z*|| < e. Sin embargo la condicién anterior necesita conocer z*, que es
precisamente lo que se estd buscando. Entonces, de manera practica el
método de GS se detiene cuando ||z%F — 287 < e.

Dejando de lado los superindices, las férmulas del método de Gauss-Seidel
se pueden reescribir para facilitar el algoritmo y para mostrar que ||2* — z*|
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y [|z* — 2%%7|| estdn relacionadas.

n
bi — E aijxj

j=1,j#i
T; )
Qg
n
bi— Y ayz; + g
j=1
€Ty < )
Qg
bi — Az\ T

T — Tt
Qi

Sean

El valor r; es simplemente el error, residuo o resto que se comete en la i-
ésima ecuacion al utilizar el x actual. Sir; = 0, entonces la ecuacién i-ésima
se satisface perfectamente. El valor d; es la modificacién que sufre x; en una
iteracién.

Sean r = (r1,72,...,7n), 6 = (1, 82, ..., 8, ). Entonces z¢T" = ¥ +5. Ademés
x* es solucién si y solamente sir = 0, o sea, si y solamente § = 0. Lo anterior
justifica que el método de GS se detenga cuando ||6|| < e. La norma ||J||
puede ser la norma euclidiana o cualquier otra norma.

Si en el criterio de parada del algoritmo se desea enfatizar sobre los errores o
residuos, entonces se puede comparar ||0|| con €/||(a11, ..., ann)||; por ejemplo,

9
16] <

max |am| .

El esquema del algoritmo para resolver un sistema de ecuaciones por el
método de Gauss-Seidel es:
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datos: A, b, z°, e, maxit

r =2z
para k =1,... maxit
nrmD<«+— 0

para i =1,...,n
6z‘ = (bz — Ai. ZL‘)/a“
T — T; + 0
nrmd«—nrmD+-|d;|
fin-para 1
si ntmD <e ent z* = z, salir
fin-para k

A continuacién hay una versién, no muy eficiente, que permite mostrar los
resultados intermedios

function [x, ind, k] = GS(A, b, x0, eps, maxit)

//

// metodo de Gauss Seidel para resolver A x = b

//

// A matriz cuadrada,

// b  vector columna de terminos independientes,

// x0 vector columna inicial

//

// ind valdra -1 si hay un elemento diagonal nulo o casi,

//

// 1 si se obtuvo un aproximacion

// de la solucion, con la precision deseada,
//

// 0 si no se obtuvo una buena aproximacion.
//

// k indicara el numero de iteraciones

if min( abs(diag(A)) ) <= Yeps
ind = -1
x =0
return

end

x = x0

n = size(x,1)
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for k = 1:maxit
//printf C\n k = %d\n’, k)
D=0
for i = 1:n
di = ( b(i) - A(E,:)*x )/A(L,1)
x(i) = x(4) + di
D = max(D, abs(di))
end
disp(x?)
if D < eps, return, end
end
ind = 0
endfunction

En una implementacién eficiente para matrices dispersas, se requiere una
estructura en la que se almacenan Uunicamente los elementos no nulos y que
permita efectuar el producto de una fila de A por un vector, es decir, que
permita remplazar eficientemente la orden A(i, :)*x.

3.2 Normas vectoriales

El concepto de norma corresponde simplemente a la abstraccién del con-
cepto de tamano de un vector. Consideremos el vector que va de (0,0,0) a
(2,3,—4). Su tamano o magnitud es simplemente

V22 +3% 4 (—4)2 = V29

Sea V un espacio vectorial real. Una norma es una funcién

w:V—-=R
p(z) >0, VeeV,
u(x) =0 sssi =0,

wx+y) < p(x) 4+ wly), Ve, y € V. (desigualdad triangular)

Ejemplos clasicos de normas en R" son:
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n 1/2
l[x]|2 = [|z]| = (Z x?) norma euclidiana,
i=1

n 1/p
||l = (Z ‘xi‘p> norma de Holder de orden p > 1,
i=1

HxHoo = H(L'Hmax = lfélfé)%mz’,

allz|| cona>0 y || || una norma,

||z||a = VaTAx con A definida positiva.

Se puede mostrar que

lim ||z, = |[2|/c = [|2[max-
p—00

Sea xz = (3,0, —4), entonces

|zl =7,
[|z[l2 = 5,
[|2[loc = 4

3.2.1 En Scilab

Si x es un vector fila o columna, entonces

norm(x)
norm(x, 2)
norm(x, 1)
norm(x, 4)
norm(x, ’inf’)

3.3 Normas matriciales

calcula ||z||2,
calcula ||z||2,
calcula ||x||1,
calcula ||x||4,

calcula ||z||co -

83

En el conjunto de matrices cuadradas de orden n se puede utilizar cualquier
norma definida sobre R™*. Dado que en el conjunto de matrices cuadradas
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esta definido el producto, es interesante contar con normas que tengan carac-
teristicas especiales relativas al producto entre matrices y al producto entre
una matriz y un vector. En particular en algunos casos es conveniente que
se tengan estas dos propiedades:

1ABI[ < [[A[l [IB]],
[ Az[] < [[A]] [|]]-

Ejemplo 3.3. Sean

B byl

entonces
19 22 17
AB = [43 50] , Az= {39} ’
pero
1ABlleo =50, [|A]lool|Blloc = 4 x 8 = 32
||Az||oo = 39, [|Al|oo||Z]]oo =4 x 6 =24. O
Una norma || || definida sobre el R™" (conjunto de matrices n x n) se

llama matricial o (submultiplicativa) si, ademéds de las propiedades usuales
de norma, para cualquier par de matrices Ay B

1ABI[ < [[A[[ | BI]

Sean || ||, una norma matricial sobre R"*™ y || ||, una norma sobre R"™.
Estas dos normas se llaman compatibles o consistentes si, para toda matriz
A € R™™™ y para todo = € R"

1Az ][y < [[A]lm]|2[]o -

Una manera comtn de construir normas que sean matriciales y compatibles
es generando una norma a partir de un norma sobre R™. Sea || || una norma
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sobre R™. La norma generado o inducida por esta norma se define de varias
maneras, todas ellas equivalentes:

A
A1l = sup 1421 (3.1)
A
1Al = ma 1421 (32)
2 Tl
llAlll = sup [|Az] (33)
[|lz||=1
1] = o [ sl (3.4

Proposicién 3.1. La definicion anterior estd bien hecha, es decir, ||| |||
es una norma, es matricial y es compatible con || ||.

Demostracion. Sea

|| Az||
1(A) = sup

Ante todo es necesario mostrar que la funcién p estd bien definida, o sea,
para toda matriz A,

Ax
() = sup 1221

< Q.

Veamos
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T
A(HwHM)H
u(4) = sup
P 7zl
T
HxHA\
oo M|
= sup
o S TP
T
HxHHA\
N Bl
= sup
= sup Am‘
— sup [|4¢€]
[€l]=1

La funcién £ — p(§) = ||A&|| es continua y el conjunto S = {£ € R™ : ||¢]| =
1} es compacto (cerrado y acotado), luego ¢(S) es compacto, en particular
acotado, es decir, u(A) = supp(S) < co. Ademsds el sup se alcanza en un
punto de S. Luego las 4 definiciones, (3.1) y siguientes, coinciden.

Claramente p(A) > 0. Veamos que p(A) = 0sssi A =0. Si A =0, entonces
1(A) =0. Sea A # 0. Entonces A tiene por lo menos una columna no nula.
Sea A.; # 0y v=-¢e/|le?]|| . Por definicién |[|v|| = 1.

el

He]HH

>0

() = 0] = [
A,

_‘ le7]]

_lAyl)

lle7]|

n(AA) = HaXlIMAwII ZHIE?;IAI |[Az|| = |Al pnax [Az|| = [A|u(A).

||ll=

Para mostrar que u(A + B) < (A) + u(B) se usa la siguiente propiedad:
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sup( f(z) +g(x) ) < sup f(z) + sup g(x)
zeX rzeX zeX

A+ B) = sup [[(A+ B)z|| = sup ||[Az+ Bz|| < sup (|[Az|| + [[Bzl])

[l||=1 ||l||=1 l|||=1

< sup |[Az|[+ sup |[Bz|| = u(A)+ u(B)

l|l||=1 |l||=1

Hasta ahora se ha mostrado que p es una norma sobre R™*™. Si se utiliz6 la
norma || ||o en R™, la norma generada o subordinada sobre R™*" se denota
por ||| ||//o. Cuando no hay ambigiiedad, es la notacién mads usual,
||Al|o indica la norma generada evaluada en la matriz A y ||z||o
indica la norma original evaluada en el vector columna z.

Veamos ahora que la norma original y la generada son compatibles. Obvi-
amente si z = 0, entonces ||[Az|| < ||A]| ||z||. Sea z # 0y & = x/||z|| de
norma uno.

, luego [[A]] ||| = [[Az]].

1Al > [l4€]| = HNH _ [lAa]
Tl = T

Queda por mostrar que esta norma generada es matricial.

|AB|| = max [[ABz|| = max ||A(Bz)|| < max [[A]] |[Bz]|
|l=l|=1 ||l=[|=1 ||l=[|=1

= [[All max ||Bz|| = ||A[]| [|B]|. O
||f|=1

Para las 3 normas vectoriales més usadas, las normas matriciales generadas
son:

14l = fgjasxn; a1, (35)
||All2 = v/p(ATA) (norma espectral), (3.6)
14l = max 3" o (3.7
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Si la matriz A se considera como un vector, entonces se puede aplicar la
norma euclidiana. Esta norma resulta ser matricial. Esta norma se conoce
con el nombre de norma de Frobenius o también de Schur.

1/2

Al = | D (aiy)* ] - (3.8)

,J

Para cualquier norma generada ||I|| = 1. Como ||I||r = \/n, entonces esta
norma no puede ser generada por ninguna norma vectorial

Ejemplo 3.4. Sea

1 2
a=[5 3]
Entonces
oA 10 —10
ATA = { —10 20

Sus valores propios son 3.8196601 y 26.18034. Luego

|[Allx = 6,
I|A||> = 5.1166727,
[Alloe = 7.

n
Proposicién 3.2. . ||A]|; = maxz ;]
i A
i=1
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Demostracion.

1Al = max [|Az||x

n

= max |(Az);]
llzll =1 =

Z A

IIle—

= max E Qi T4
=1
[lz]]1 i=1|j=1

n n
< max E E laijz;]
ll=f[r =1

i=1 j—l

|| 0 _IZZ |ag; |z

=1 j=1

= max Z‘ J‘Z|aw|

||l =

donde s; = >"7" | |aj|. Siaj,3; > 0 para todo j, entonces

Zajﬂj < (maxﬁ}) Za]
j=1

Luego

89
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n
[|All1 < max (mjaxsj) Z\wj\

=1
[ ~

= max | maxs;
[lzl[1 =1\ J
= maxs;
J

n
= maxz |agj
Jj -
=1

En resumen
n
14]l1 < max ) |aij].
A

Sea k tal que
n n
D laik] = max " |ag|
i=1 R

1Al = max [[Az[}x
el =1

> ||Az||1 para todo z con ||z||; =1
k
1Al > [|Ae™|]x
= [l A&lh

n n
= laik] = max Y _ |ay]
i=1 )
es decir,

n
|A]], > mJaXZ|aij|. O
i=1

Proposicién 3.3. ||A||2 = /p(ATA).
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Demostracion.

4[|z = max [[Az[[2
]| =1

1417 = max || Az[3
lell2=1

I|A]|3 = max z"ATAx
l|l|l2=1

La matriz AT A es simétrica y semidefinida positiva, todos sus valores propios
A1, ---, Anp son reales y no negativos. Sea

AL > A 2> > A >0

Por el teorema espectral, ATA es semejante, ortogonalmente, a la matriz
diagonal de sus valores propios. Las matrices se pueden reordenar para que

VT (ATA)V = diag(A1, ..., A\n), con V ortogonal.

Sean v', v2, ..., v" las columnas de V. Entonces v', v, ..., v" forman un

conjunto ortonormal de vectores propios, es decir,

(AT Ay’ = Nt

T
’UZ U] :(S@]

Sea z tal que ||z||2 = 1, « = VTx. Entonces ||lalla =1y Va=VVTz =z,
es decir,

n

i

T = E ;v
i=1

Entonces
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ATAxr = ATA Z v’

=1

n

= E OéiATAUZ
i=1
n

= E ai)\iv’
i=1
T

zTAT Az = Zn: ajvj (En: ozi/\ivi)
j=1 i=1

n

E 2
=1
n

< )\120@2

=1
= >\1

En resumen,
14113 < A

[[All2 < VA1

Por otro lado,

|Al|2 > VZTAT Az pra todo z con ||z|| =1
[|All2 > VolT AT Avl

14]l2 > Vol ™Al

1All2 > VAot To!

lAlb> V&, O

n
Proposicién 3.4. ||A||« = maxz ;]
7
j=1
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Demostracion.

[Alloe = max [[Az]]oo
2] =1

= max max |(Ax)|
o]l =1 4

= max max |A;.z|
llzlloo =1 @

n
= max max\g aij ;|
llzfloo =1 & "%
J=1

n
< max maXZ|ainxj|
llelloe =14 “=

Como || < ||2[|oc

n
[4]loc < max max ) |ag] [l

= (2
2l e
n

= max 2]l max Y _ |a|
[|z]]loo =1 3

n
=max ) _|ay|
7 =

J=1

Veamos ahora la otra desigualdad. Si A = 0, se cumple la igualdad. Sean k
y T tales que

n n
> lak;| = max Y " Jag|
j=1 R =i

0 si aijO
Ty =

signo(ag;) = |ak]:| si ag; # 0.
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[|2][oo =1,
[ Alloo = [[AZlloo si [|2]loo = 1,
|Alloo > [|AZ]|oo

= max |A;.T|
(2

=|A;.Z| para todo i,

[ Alloo > A2
n
|ay;|
=Dy
j=1 K

n
=D lax]
j=1
n
= lax]
j=1
n
= max Y _|ay].
7 =

En las sumas de las desigualdades anteriores, los términos donde az; = 0 no
se consideran. [J

Proposicién 3.5. . Si || ||la es una norma matricial, entonces existe por
lo menos una norma vectorial compatible con ella.

Demostracién. Sean X = [z 0 0 --- 0] € R™" y ||z|| = ||X||o. Se
puede comprobar que || || es una norma en R™ y que es compatible con

1 o
RESUMEN DE RESULTADOS

e || || (definida en (3.4)) es una norma.
e || || (definida en (3.4)) es matricial.
e || || (para matrices) es compatible con || || (para vectores columna).

o 1] =1.
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n
1Al = max )~ |ag|
J -
i=1

[
o [[All = max 3 oy
j=1
o [[Alla = Vp(ATA)
o ||A||]2 = max{oy,09, ..., 0n} = max{valores singulares de A} (ver [AIK02]).
o ||All2=p(A)si A > 0.
o |[AllF = Vir(ATA) =

e Si @ es ortogonal ||QA||lr = ||AQ||F = ||A||F-
o [[All2 < [[Allr < V/7[|A]]2
o ||All2 = ||A]|F sssir(A) =1.

1
—|AlL < ||A||lF < A
\/EH lh < [|Allr < vn[|AllL

1
— < <
\/T»LHAHOO < [|Allr < Vnl|All

o [1A]1Z < 1IA[l1]lA]loc
e p(A) <||A|| para toda norma matricial || ||.

e Sea ¢ > 0. Entonces existe una norma matricial || || tal que

IA]] < p(A) +¢

|| ||r es multiplicativa (ver [Ste98]).

[| Il v || ||l2 son compatibles.

e || ||F no esla norma generada por ninguna norma || || ya que ||I||p =
Vn # 1.

e n max |a;;| es matricial (ver [Man04]).
17-]

on rr%a;x\aij\ es compatible con || |[1, || |l2 ¥ || |loo -
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3.3.1 En Scilab

Si A es una matriz, entonces

norm(A) calcula [|A]]2,
norm(A, 2) calcula || 4|2,
norm(A, 1) calcula ||Al]1,

norm(A, ’inf’) calcula ||A]|x,
norm(A, ’fro’) calcula |[Al|F.

3.4 Condicionamiento de una matriz

Cuando se resuelve un sistema de ecuaciones Ax = b se desea conocer cémo
son los cambios en la solucién cuando se cambia ligeramente el vector de
términos independientes b.

De manera més precisa, sea T la solucién de Az = b y T’ la solucién de
Az =b. Se puede suponer que

V' =b+ Ab,

¥ =74+ Az.

Se espera que si ||Ab|| es pequena, entonces también ||Az|| es pequena. En
realidad es mejor considerar cambios relativos. Se espera que si el valor
[|Ab||/||b]| es pequeno, entonces también ||Az||/||Z|| sea pequeno. Las de-
ducciones que siguen relacionan los dos cambios relativos.

Ar =7 —2
=AW — A"
=AYb+ Ab)— A
= A"1AD.

Al utilizar una norma y la norma matricial generada se obtiene

[1Az]] < [JATH] []Ab]].
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Por otro lado

b= Az
ol < |[A[[]|z]]
1A

jzl| ol

—_

Multiplicando la primera y la tltima desigualdad

[|Az]]
1]

_ Ab
< |4l 14 1||”Hb””. (3.9)

El valor ||A]| ||[A7Y| se llama condicionamiento o nimero de condicién de la
matriz A (invertible) y se denota

k(A) =[] All []ATH].

Entonces

[|Ax]]
1]

< r(A)=20 (3.10)

|| Ab]]
|10]]

Ejemplo 3.5. Calcular k1(A), k2(A) v Koo(A) para la matriz

-10 -7
Sl
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Entonces
P
ATHAT = i ;g 1493121 ]

esp(ATA) = {0.0199025,200.9801}
esp(A™1T A7) = {0.0049756, 50.245024}
||A||o = 14.176745
[|A7Y |y = 7.0883725
ro(A) = 100.49005

|Al|y = 16
JAY]) = 17/2
k1(A) =136
1A]|oo =17

A oo =8

Foo(A) = 136. ©

El condicionamiento, definido para normas matriciales inducidas de normas
vectoriales, tiene la siguientes propiedades:

o k(aA)=~k(A) si a#0.

e ro(A) =1 siy solamente si A es un multiplo de una matriz ortogonal
(o unitaria).

La desigualdad (3.10) indica que si k(A) es pequeno, entonces un cambio
relativo en b pequeno produce un cambio relativo en x pequeno.

Una matriz A es bien condicionada si k(A) es cercano a 1 y es mal condi-
cionada si k(A) es grande. Para el condicionamiento ko (definido con la
norma espectral) las matrices mejor condicionadas son las matrices ortogo-
nales.
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Ejemplo 3.6. Resolver los sistemas Az = by Ax’ =¥/, donde

10 10 [ 2001 [ 20.02
A‘[lo —9]’ b‘{19.99]’ b_[19.98]

Entonces

Ab=1[0.01 —0.01]",
N2 6005,
|1b]]

k(A) = 1.0752269.
Al resolver los dos sistemas se obtiene:

z = [1.9999474 0.0010526]",
x' = [1.9998947 0.0021053]",
Az = [—0.0000526 .0010526]",

12zl _ 4 0005270,
[|z]]
Ab
o A)”yan — 0.0005376.

La matriz A es muy bien condicionada y entonces cambios pequenios en b
producen cambios pequenos en . <

Ejemplo 3.7. Resolver los sistemas Az = by Ax’ =¥/, donde

4 _ [ 1001 10.00 , _ [ 20.01 y _ [ 2002
[ 1000 999 |’ — [ 1999 | | 1998 |

Entonces

Ab=1[0.01 —0.01]",
Ab
N2811_ 4 6005,
1ol
—99900 100000
100000 —100100 |’

K(A) = 4000002.

A7 =
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Al resolver los dos sistemas se obtiene:

r=[1 17,
Az =[-1999 2001]",
A
1221l _ 5000.0002,
|||
Ab
() LAY 5000.0008.
[[0]]

La matriz A es muy mal condicionada y entonces cambios pequenos en b
pueden producir cambios muy grandes en la soluciéon. <

Ejemplo 3.8. Resolver los sistemas Az = by Ax” = 1", donde

4 _ [ 1001 10.00 , _ [ 20.01 o _ [ 20.02
~ [ 1000 999 |’ ~ [ 1999 | ~ [ 2000 |

Entonces

Ab=[0.01 0.01]",

Ab

N2811_ 4 00s,

|10l

ot _ [ 99900 100000

100000 —100100 |’
k(A) = 4000002.

Al resolver los dos sistemas se obtiene:

x=[1 1,
x// — [2 O:IT,
Az =1 —1]",
A
laell _
||
Ab
H(A)u = 2000.0008.
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La matriz A, la misma del ejemplo anterior, es muy mal condicionada y
entonces cambios pequenos en b pueden producir cambios muy grandes en
la solucién. Sin embargo los cambios en la solucion, aunque no despreciables,
no fueron tan grandes como en el ejemplo anterior, o sea, ||Azx||/||z|| estd
lejos de la cota superior. <

En Scilab el condicionamiento para la norma euclidiana se calcula por medio
de cond( A ).

3.5 Método de Jacobi

Este método se parece al método GS, también se utiliza la ecuacion i-ésima,
para calcular z; y el calculo de x; se hace de la misma forma. Pero un valor
recién calculado de z; no se utiliza inmediatamente. Los valores nuevos de z;
solamente se empiezan a utilizar cuando ya se calcularon todos los n valores

Zi.
Ejemplo 3.9.
4 1 -1 7 1.2
A=1| 2 5 0|, b=|19], 2= 115
-2 3 10 45 1.6
Gauss-Seidel Jacobi
r1 {5 z3 x1 X9 xs
1.2 1.5 1.6 1.2 1.5 1.6
1.775 1.5 1.6 1.775 15 1.6
1.775  3.09 1.6 1.775  3.32 1.6
1.775  3.09 3.928 1.775 3.32 4.29
1.9595 3.09 3.928 1.9925 3.32 4.29
1.9595 3.0162 3.928 1.9925 3.09 4.29
1.9595 3.0162 3.98704 1.9925 3.09 3.859

El primer vector calculado es igual en los dos métodos. Para calcular xo en
el método GS se usa el valor x1 = 1.775 recién calculado:

19-2x1.775 -0 x 1.6
N 5

T2 =3.09.
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En cambio en el método de Jacobi:

19-2x12-0x1.6
To = 5 = 3.32.

En el método de GS:

45+ 2 x 1. — .
oy = 542 x 71705 3X309:3.928.

En el método de Jacobi:

_45+2><1.2—3><1.5

=4.29.
10

T3

Ahora si, en el método de Jacobi, los valores calculados de x5 v x3 se utilizan
para volver a clacular 1. <

3.6 Meétodo iterativo general

Muchos método iterativos, en particular, los métodos de Jacobi, GS, SOR
se pueden expresar de la forma

2 = Mok 4 p. (3.11)

Al aplicar varias veces la férmula anterior, se esta buscando un punto fijo de
la funcién f(z) = Mz + p. Al aplicar el teorema de punto fijo de Banach,
uno de los resultados mas importantes del analisis matematico, se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 3.3. Si existe una norma matricial || || tal que
[|M]| < 1.

entonces existe un unico punto fijo x* tal que x* = Mxz* + p. Este punto se
puede obtener como limite de la iteracion (3.11) para cualquier x° inicial.

En algunos casos el criterio anterior se puede aplicar facilmente al encontrar
una norma adecuada. Pero por otro lado, si después de ensayar con varias
normas, no se ha encontrado una norma que sirva, no se puede concluir que
no habra convergencia. El siguiente criterio es mas preciso pero puede ser
numéricamente mas dificil de calcular.
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Teorema 3.4. La iteracion de punto fijo (3.11) converge si y solamente si

p(M) < 1.

El radio espectral de una matriz cuadrada M, denotado generalmente p(M),
es la maxima norma de los valores propios de M (reales o complejos),

p(M) = max {|\i] : A; € esp(M)},

donde esp(M) es el conjunto de valores propios de M.

La convergencia es lenta cuando p(M) es cercano a 1, es rapida cuando p(M)
es pequeno (cercano a 0).

Cualquier matriz cuadrada A se puede expresar de la forma
A=L+D+U,

donde L es la matriz triangular inferior correspondiente a la parte triangular
estrictamente inferior de A, D es la matriz diagonal correspondiente a los
elementos diagonales de A y U es la matriz triangular superior correspondi-
ente a la parte triangular estrictamente superior de A.

Para el método de Jacobi:
My=-D Y L+U),
py = Db,

Para el método GS
Mgs = —(D+ L)™',
pas = (D + L) 'b.

3.7 Método de sobrerrelajacion

Este método, conocido como SOR (Successive Over Relaxation), se puede
considerar como una generalizaciéon del método GS. La férmulas que definen
el método GS son:

r, = bl — AZ'.CL‘,
Ti

5i =
A4
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El el método SOR tnicamente cambia la iltima asignacién, introduciendo
un parametro w,

T, = bi — Ai.l',

s
6 =—, 3.12
b (3.12)

Si 0 < w < 1 se tiene una subrrelajacién, si 1 < w se tiene la sobrerrela-
jacién propiamente dicha. Si w = 1, se tiene el método GS. Una escogencia
adecuada de w mejora la convergencia del método GS. Este método se usa
en algunas técnicas de solucién de ecuaciones diferenciales parciales.

Una condicién necesaria para que el método SOR converja, ver [Dem97], es
que

O<w<?2.

Para matrices definidas positivas el método SOR converge para cualquier w
en el intervalo ]0, 2[.

Ejemplo 3.10. Resolver el sistema Ax = b por el método SOR con w = 1.4
partiendo de 2% = (1,1,1,1).

5 -1 2 =2 25
0o 4 2 3 —10
A= 3 3 8 =2 |’ b= 35

-1 4 -1 6 -33
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Entonces

lebl—A1.$=25—4=21

21
0 =— =42
5
wd; = 5.88

1 =1+ 5.88 =6.88

rg=—10-9=—19

—19
U}(SQ = —6.65

2 =1—6.65 =—5.65

r3 =35 — 9.69 = 25.31

25.31
03 = = 3.163750

wdz = 4.429250
r3 =14 4.429250 = 5.429250

r4 = —33 — —28.909250 = —4.090750
—4.090750

04 = — 5 - —0.681792

wdy = —0.954508
x4 = 1 —0.954508 = 0.045492

r = 25— 50.817517 = —25.817517
—25.817517
b=

wdy = —7.228905

= —5.163503

x1 = 6.880000 + —7.228905 = —0.348905

La siguiente tabla muestra las primeras 15 iteraciones completas

105



106 3. METODOS ITERATIVOS

Sobrerrelajacién, w = 1.4.

k T xT9 T3 T4

0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1 6.880000 -5.650000 5.429250 0.045492
2 -0.348905 -5.088241 6.823724 -1.458380
3 1.076876 -4.710011 4.792473 -1.351123
4 1.810033 -3.552048 4.649676 -2.337041
5 1.368852 -2.880061 4.240550 -2.768266
6 1.721105 -2.409681 3.821389 -3.050409
7 1.788640 -2.008170 3.644054 -3.337915
8 1.812353 -1.742759 3.462571 -3.507443
9 1.883878 -1.543881 3.333868 -3.638593
10 1.909584 -1.395632 3.248121 -3.738508
11 1.932877 -1.289998 3.179762 -3.807650
12 1.952699 -1.211802 3.131447 -3.859624
13 1.964616 -1.154687 3.096340 -3.897553
14 1.974261 -1.113133 3.070228 -3.925007
15 1.981287 -1.082649 3.051371 -3.945238

La tabla siguiente muestra los resultados de la soluciéon del mismo sistema
por el método GS. La solucién exacta es = = (2,—1,3, —4). Se aprecia que
en la iteracién 15 se tiene una mejor aproximacién de la solucién con el
método de sobrerrelajacion.
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Gauss-Seidel

k T T9 T3 T4

0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1 5.200000 -3.750000 4.081250 -1.453125
2 2.036250 -3.450781 4.542168 -2.103076
3 1.651746 -3.193777 4.427492 -2.357609
4 1.647204 -2.945539 4.272474 -2.549694
5 1.682025 -2.723966 4.128304 -2.715634
6 1.717631 -2.527427 3.999765 -2.862150 o
7 1.749749 -2.353270 3.885783 -2.991898
8 1.778274 -2.198968 3.784786 -3.106845
9 1.803554 -2.062259 3.695303 -3.208684
10 1.825953 -1.941139 3.616023 -3.298912
11 1.845798 -1.833828 3.545783 -3.378851
12 1.863381 -1.738753 3.483552 -3.449676
13 1.878958 -1.654519 3.428416 -3.512425
14 1.892760 -1.579890 3.379568 -3.568019
15 1.904987 -1.513770 3.336289 -3.617274

El método SOR depende de la escogencia de w y queda entonces la pregunta
;,Cémo escoger w? La respuesta no es sencilla. Algunas veces se hace simple-
mente por ensayo y error. Si se desea resolver muchos sistemas de ecuaciones
parecidos, por ejemplo provenientes del mismo tipo de problema pero con
datos ligeramente diferentes, se puede pensar que un valor adecuado de w
para un problema puede servir para un problema parecido. Entonces se
puede pensar en hacer ensayos con varios valores de w para “ver” y escoger
el w que se supone sirva para este tipo de problemas.

En algunos caso muy particulares se puede hacer un estudio teérico. Tal es
el caso de la solucién, por diferencias finitas, de la ecuacién de Poisson en
un rectangulo. Alli se demuestra que

2
Wopt =
1+ sin

m—+1

Este resultado y otros tedricos se basan en el radio espectral de la matriz de
la iteracién de punto fijo.

Se puede mostrar que el método SOR se puede expresar como una iteracion
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de punto fijo con
Msor = (D +wL) ' (1 —w)D —wU),
psor = w(D + wL) .

La deduccién anterior proviene de descomponer

1

1
A=-D+L + ( )D + U

1— =
w
1 1

= ;(D+wL)+;((w—1)D+wU)

B D+wL+ (w—1)D+wU

w w
Entonces
Az =D
D L - 1D
( +w +(w ) —|—wU)$:b
w w
(D+wL + (w—1)D+wlU)z=uwb
(D+wLl)z=—((w—1)D+wU)z 4+ wb
(D +wl)x

Para el caso particular del método GS

Mgs = —(D + L)™'U,
pas = (D + L) 'b.

Para el ejemplo 3.10, con w = 1.4,

—0.400000  0.280000 —0.560000  0.560000 7.000000

L 0.000000 —0.400000 —0.700000 —1.050000 o —3.500000
0.210000  0.063000  0.261500  0.607250 4.287500

—0.044333  0.453367  0.583683  0.852358 —1.799583

En este caso p(M) = 0.730810, lo que garantiza la convergencia.

La siguiente tabla nos muestra los valores del niimero de iteraciones y del
radio espectral para diferentes valores de w. El criterio de parada utilizado
fue max{|0;| : ¢ =1,...,n} < 0.000001.
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p(M)

Figura 3.1: Método SOR: w y radio espectral

w | k| pM)
0.10 | 999 | 0.994
0.20 | 641 | 0.987
0.30 | 415 | 0.979
0.40 | 301 | 0.970
0.50 | 232 | 0.961
0.60 | 185 | 0.950
0.70 | 151 | 0.937
0.80 | 125 | 0.923
0.90 | 105 | 0.906
1.00 | 88| 0.886
1.10 | 74| 0.862
1.20 | 61| 0.831
1.30 | 50 | 0.790
1.40 | 40 | 0.731
1.50 | 29 | 0.620
1.60 | 33| 0.662
1.70 | 50 | 0.765
1.80 | 92| 0.867
1.90 | 408 | 0.969

La figura 3.1 muestra la variacién del radio espectral p(M) al variar w.
Proviene de un conjunto de datos mas amplio que el de la tabla anterior.
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El mejor valor de w es aproximadamente w =~ 1.55. Esto coincide, en la
tabla, con el menor niimero de iteraciones.

El siguiente es el esquema del algoritmo de sobrerrelajaciéon, muy parecido
al de GS. Se supone que no hay elementos diagonales nulos.

SOR: SOBRERRELAJACION

datos: A, b, w, 20, e, maxit
x =2z
para k =1,...,maxit
difX =0
para :=1,...n
T, = bz — Al xr
5= -
Qg
T, = X + wéi
difX = max{difX, |wd;|}
fin-para i
si difX <& ent z* = zx, salir
fin-para k

El método de sobrerrelajacion, como el de GS, es util para sistemas dispersos
en los que la matriz se ha almacenado de manera dispersa. Si la matriz es
dispersa pero se almacena como si fuera densa, el método de Gauss, en la
mayoria de los casos, debe resultar mejor.

3.8 Meétodos de minimizacion

Si A es una matriz simétrica y definida positiva, la solucién del sistema
Ax =10 (3.13)

es exactamente el mismo punto z* que resuelve el siguiente problema de
optimizacién:
1
min f(x) = 73:TA3: —b'z. (3.14)

Como A es definida positiva, entonces f es convexa (més atin, es estricta-
mente convexa). Para funciones convexas diferenciables, un punto critico,
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punto de gradiente nulo, es necesariamente un minimizador global:
V()= f(z)=Az—-b=0.

Si A es invertible, no necesariamente definida positiva, resolver

es equivalente a resolver

y es equivalente a minimizar

f(z) = %ITATACC — (A"b) .

La matriz ATA es definida positiva, luego siempre se puede pensar en re-
solver un sistema de ecuaciones donde la matriz es definida positiva, prob-
lema equivalente a minimizar una funcién cuadrética estrictamente convexa,
(3.14).

Para minimizar funciones sin restricciones hay muchos métodos. La mayoria
de los método de minimizacién son iterativos. En casi todos, en cada it-
eracién, dado un punto z*, hay dos pasos importantes: en el primero se cal-
cula una direccién d¥. Normalmente esta direccién cumple con la propiedad

f'(z*)Td* < 0.

Esto garantiza que la direccién sea de descenso, es decir, que para t suficien-
temente pequeno
Flah +td¥) < f(ab).

El segundo paso consiste en encontrar el mejor ¢ posible, o sea, encontrar

tp = argmin f(zF +td¥), t>0. (3.15)

Con d* y t}, se construye el siguiente punto

2P = gk 4 tr d*.

Para resolver (3.15) hay varios métodos. Si f es cuadrética (en R™), entonces
©(t) = f(xF+td*) es cuadratica (en R). Como A es definida positiva, ¢ rep-
resenta una parabola que abre hacia arriba y el punto critico, t., corresponde
a un minimizador.
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o(t) = %(mk +tdF)T A ) — b7 (2 o+ )
2
o(t) = %d"“TAdk + td" (Azk —b) + f(aF)

o (t) = td*" Ad® + d*" (Ax® —b)

entonces

M (Adk —b)

=t = T T g

(3.16)

3.9 Meétodo del descenso mas pendiente

Un método muy popular, pero no necesariamente muy eficiente, es el método
de Cauchy, también llamado método del gradiente o método del descenso
mas pendiente. En este método la direccién es simplemente el opuesto del
gradiente,

d* = —f'(a")
= —(Az" —b)
Entonces
d* =b— Azk (3.17)
dk" dk
=~ (3.18)
M = ok g db (3.19)

Ejemplo 3.11. Aplicar el método del descenso méas pendiente para resolver
Az = b, sabiendo que A es definida positiva, donde

4 1 2 13 1
A=11 5 =2, b=|-21], 2= |1
2 -2 10 50 1

d : 6.000000 -25.000000 40.000000
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x7
x8
x9

x10 :
x11 :
x12 :
x13 :
x14 :
x15 :
x16 :
x17
x18 :
x19 :

0.094488

1.566927

-1.464541

.190401

1.288078

2.221969

.135469

1.589087

0.802349

.164510

1.721081

0.830711

.135907

1.833980

0.310405

.164543

1.885055

.931468
.952504
.971680
.980371
.988296
.991888
.995163
.996648
.998001
.998615
.999174
.999427
.999659

e e T = =S SN

-1.362196

-6.196916

-2.542093

-1.409801

-2.733078

-0.349316

-2.790544

-0.692854

-2.884707

-0.172063

-2.913019

-2.9522561
-2.964045
-2.980265
-2.985141
-2.991844
-2.993859
-2.996629
-2.997462
-2.998607
-2.998951
-2.999424
-2.999567
-2.999762

4.779514

-3.653391

4.083907

1.500593

4.287191

-1.516240

4.037754

0.599209

4.119191

-0.629281

4.015647

. 049268
.006467
.020361
.002673
.008415
.001105
.003477
.000456
.001437
.000189
.000594
.000078
.000245

O N N N N N N N N NN N
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x20 : 1.999763  -2.999821 4.000032

Ejemplo 3.12. Aplicar el método del descenso mas pendiente para resolver

Ax = b, sabiendo que A es definida positiva, donde

Q.

x1 :

QW
<

X2

QW
L |

x3

Q.

x4

Q.

x5 :

Q.

x6

x95

22.000000

.040905

1.899920

-0.579812

.531990

1.591466

0.453147

.089118

1.631849

-0.925117

.068514

1.568466

0.303036

.091249

1.596118

-0.822384

.069496

1.538966

Ne}

oo O

1.025125

N Ot O

9.000000

1.368149

0.941625

1.869085

-0.167842

1.854127

-0.510535

1.819148

-0.001843

1.818980

-0.317174

1.796938

1.989683

10.000000

1.409055

0.428123

1.636812

0.982857

1.724402

0.339342

1.747652

0.823366

1.822783

0.301965

1.843768

2.952309
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x96 1.022738 1.989417 2.953040
x97 1.023406 1.990389 2.9556571
x98 1.021183 1.990141 2.956253
x99 1.021805 1.991047 2.958611
x100 : 1.019734 1.990816 2.959245
x101 1.020313 1.991659 2.961442

La rapidez de convergencia del método del descenso mas pendiente, cuando

A
A es definida positiva, depende del cociente )\—n, donde A, es el mayor valor
1
propio y A1 el menor. Si el cociente es cercano a uno, hay buena convergen-

cia. Si el cociente es grande la convergencia es lenta a causa del zigzagueo.

primer ejemplo

V —3
2.3714059
5.5646277
11.063966

coc = 4 .6655726

Segundo ejemplo:
valores propios
0.4250900
3.0722446
24.502665
coc = 57.641129

3.10 Meétodo del gradiente conjugado

Dentro del grupo de métodos de direcciones conjugadas, esta el método del
gradiente conjugado. Este método se adapta muy bien cuando la matriz es
“dispersa”. Tiene la ventaja adicional que, aunque es un método iterativo,
a lo méas en n iteraciones se obtiene la solucién exacta, si no hay rerrores de
redondeo.

En el método GC la direccién se construye agregando a — f/(2*) un mltiplo
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de la direccién anterior,
d* = —f'(2%) + ap &L (3.20)
Dos direcciones diferentes, d’ y d’, se llaman conjugadas con respecto a A si
d"Ad = 0.

Para el caso de la solucion de un sistema lineal por medio del método GC,
es corriente denominar el vector residuo

rk = Azb —b. (3.21)

Obviamente z¥ = z* si y solamente si 7 = 0. El vector residuo es exacta-
mente el mismo gradiente de f en el punto z*.

Las féormulas que completan la definicién del método GC son:

ar =0, (3.22)
17113

k= W, k’ = 2, ey 1, (323)
17113

ty = dkTA;k’ k=1,..n. (3.24)

Suponiendo que A es definida positiva, el método GC tiene las siguientes
propiedades:

e dF es direccién de descenso.
k k—1
o f(az¥) < f(z"7).
e las direcciones son conjugadas con respecto a A.

e Sino hay errores de redondeo, entonces z* = 2* para algin k < n+ 1.

Cuando se llega a 2" ! y no se obtiene la solucién con la precisién deseada,
entonces se vuelve a empezar el proceso utilizando como nuevo z! el z"*!
obtenido.
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METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO

datos: A, b, x', MAXIT, ¢
para K =1,...,MAXIT
para k=1,...n
P = Azk —b
si |[r*|| <& ent parar
si k=1 ent dF = —rF
sino
k|2
|
[r+=H]3
dF = —rk 4+ agdF1
fin-sino
i
ka i xé%— tkdk
fin-para k&
2l — pntl
fin-para K

117

Ejemplo 3.13. Resolver el sistema Ax = b por el método GC, partiendo

de ! = (1,1,1), donde

—_
Ne}

X

I
0 o
CREG JYON
BN 00

(=

I

95
22
24
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rl = Azl — b= (-22,-9,-10),
[I713 = 665,
d' = —rt =(22,9,10),
d'" Ad' = 16257,

665
t1 = ——= =0.04
1= 16257 0.040905,

2 =z + t1d" = (1.899920, 1.368149, 1.409055),

r? = (0.579812, —0.941625, —0.428123),

|[72]|3 = 1.406129,
1406129

665
d? = (—0.533293, 0.960655, 0.449268),

d?" Ad? = 2.570462,
ty = 0.547034,
2® = (1.608191, 1.893660, 1.654819),

o2 = 0.002114,

% = (0.156138, 0.427083, —0.727877),
[[r3]]5 = 0.736584,
a3 = 0.523838,
d3 = (—0.435497,0.076145,0.963221),
" Ad® = 0.527433,
t3 = 1.396545,
2t = (1,2,3),

ot =2 =(1,2,3),
rt =(0,0,0).

Si la matriz A es dispersa y se utiliza una estructura de datos donde so-
lamente se almacenen los elementos no nulos, para poder implementar con
éxito el método GC, se requiere simplemente poder efectuar el producto
de la matriz A por un vector. Hay dos casos, Az* para calcular r* y AdF
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para calcular t;. Las otras operaciones necesarias son producto escalar en-
tre vectores, sumas o restas de vectores y multiplicacion de un escalar por
un vector. Todo esto hace que sea un método muy util para matrices muy
grandes pero muy poco densas.



4

Solucion de ecuaciones no
lineales

Uno de los problemas mas corrientes en matematicas consiste en resolver
una ecuacion, es decir, encontrar un valor * € R que satisfaga

donde f es una funcién de variable y valor real, o sea,
f:R—=R.

Este x* se llama solucion de la ecuaciéon. A veces también se dice que x* es
una raiz o un cero. Algunos ejemplos sencillos de ecuaciones son:

-3zt +10z -8 = 0,
e —z3+8 = 0,
4+
_—— 7
cos(z — 1) +2

En algunos casos no se tiene una expresion sencilla de f, sino que f(x)
corresponde al resultado de un proceso; por ejemplo:

z 2
/ e Vdt —0.2=0.
— 0o

Lo minimo que se le exige a f es que sea continua. Si no es continua en
todo R, por lo menos debe ser continua en un intervalo [a, b] donde se busca

120
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la raiz. Algunos métodos requieren que f sea derivable. Para la aplicacién
de algunos teoremas de convergencia, no para el método en si, se requieren
derivadas de orden superior.

Los métodos generales de solucién de ecuaciones sirven unicamente para
hallar raices reales. Algunos métodos especificos para polinomios permiten
obtener raices complejas.

Los métodos presuponen que la ecuacién f(z) = 0 tiene solucién. Es nece-
sario, antes de aplicar mecdnicamente los métodos, estudiar la funcidn,
averiguar si tiene raices, ubicarlas aproximadamente. En algunos casos muy
dificiles no es posible hacer un analisis previo de la funcién, entonces hay
que utilizar de manera mecanica uno o varios métodos, pero sabiendo que
podrian ser ineficientes o, simplemente, no funcionar.

La mayoria de los métodos parten de xq, aproximacién inicial de x*, a partir
del cual se obtiene x1. A partir de x1 se obtiene xo, después 3, y asi
sucesivamente se construye la sucesiéon {xp} con el objetivo, no siempre
cumplido, de que

lim z, = x*.

k—o0
El proceso anterior es teéricamente infinito, y obtendria la solucién después
de haber hecho un ntmero infinito de calculos. En la practica el proceso se

detiene cuando se obtenga una aproximacién suficientemente buena de x*.
Esto querria decir que el proceso se detendria cuando

|fL'k 7$*| < €,

para un € dado. El anterior criterio supone el conocimiento de x*, que es
justamente lo buscado. Entonces se utiliza el criterio, éste si aplicable,

[f(zr)] <e.

En la mayoria de los casos, cuanto mas cerca esté xg de x*, mas rapidamente
se obtendra una buena aproximacién de x*.

Otros métodos parten de un intervalo inicial [ag, bo], en el cual se sabe que
existe una raiz z*. A partir de él, se construye otro intervalo [aq, b1], con-
tenido en el anterior, en el que también esta x* y que es de menor tamaiio.
De manera anéloga se construye [ag, ba]. Se espera que la sucesién formada
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por los tamanos tienda a 0. Explicitamente,

x*

S
[ak+17bk'+1] C [ak,bk], k= ]-7 27 ceey
S

x*

lim (bk — ak) = 0.
k—o0
En este caso, el proceso se detiene cuando se obtiene un intervalo suficien-
temente pequeno,
’bk—-ak‘gei

Cualquiera de los puntos del dltimo intervalo es una buena aproximacién de

T*.

4.1 En Scilab

Para resolver

donde f es una funcién de variable y valor real, se utiliza fsolve. Por
ejemplo para resolver
T — x

1+ 22
es necesario definir una funcién de Scilab donde esté f y después utilizar
fsolve.

—cos(z) +0.1 =0,

function fx = func156(x)
fx = ((x - exp(x) )/( 1 + xxx ) - cos(x) + 0.1
endfunction

Despues de haber cargado esta funcién, se utiliza fsolve dandole como
parametros, la aproximacion inicial y la funcion:

r = fsolve(0, funclb6)

Con otra aproximacion inicial podria dar otra raiz. Un parametro opcional,
que puede acelerar la obtencion de la solucién, es otra funcién de Scilab
donde esté definida la derivada.
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function y = £123(x)
y = x*x*x - 4dxxxx + 10*x - 20
endfunction

function dl1 = der123(x)
dl = 3*xx*x - 8*x +10
endfunction

La orden de Scilab puede ser semejante a fsolve(1l, £123, der123).
Claramente es mas comodo no tener que definir la derivada, pero no hacerlo
puede hacer menos eficiente el uso de fsolve.

La funcién fsolve trabaja bien pero no siempre encuentra una solucion.
Por ejemplo,

function y = £13(x)
y = exp(x) - 2.7+*x
endfunction

x = fsolve(1l, £13)

da como resultado 0.9933076 . Lo anterior hard que el usuario ingenuamente
suponga que ese valor corresponde a una raiz. Realmente la funcién no tiene
raices. Es conveniente utilizar fsolve con tres parametros de salida

[x, fx, info] = fsolve(l, f13)
fx serd el valor de f13 evaluadaen x,e info wvaldrd 1 sise obtuvo la
solucion con la precisién deseada. Para nuestro ejemplo los valores serdn

info =

4,
fx =

0.0182285

X =
0.9957334

lo cual indica que no se obtuvo una raiz.
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Figura 4.1: Método de Newton

4.2 Método de Newton

También se conoce como el método de Newton-Raphson. Dado xq, se cons-
truye la recta tangente en (zg, f(z¢)). El valor de z donde esta recta corta
el eje = es el nuevo valor x1. Ahora se construye la recta tangente en el
punto (z1, f(z1)). El punto de corte entre la recta y el eje x determina xs...

En el caso general, dado zj, se construye la recta tangente en el punto

(2, f(2r)),
y = f'(xp)(x — ) + flap).

Para y = 0 se tiene x = x4,

0= f'(ap)(@ps1 — i) + f(zp).

Entonces

f(zg)

LTi+1 = Tk — f/(l'k)

(4.1)

Ejemplo 4.1. Aplicar el método de Newton a la ecuacién z°—3z*+102—8 =
0, partiendo de zg = 3.
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k p, f(ag) f(@y)

0 3.000000 2.200000E+01 91.000000
1 2.758242 5.589425E+00 47 .587479
2 2.640786 9.381331E-01 32.171792
3 2.611626 4.892142E-02 28.848275
4 2.609930 1.590178E-04 28.660840
5 2.609924 1.698318E-09 28.660228
6 2.609924 -2.838008E-15 28.660227

Las raices reales del polinomio z® — 3z + 10z — 8 son: 2.6099, 1.3566, 1.
Tomando otros valores iniciales el método converge a estas raices. Si se toma
xo = 2.1, se esperaria que el método vaya hacia una de las raices cercanas,
2.6099 o 1.3566 . Sin embargo, hay convergencia hacia 1.

: - Fa) £

0 2.100000 -4.503290e+00 -3.891500
1 0.942788 -1.974259e-01 3.894306
2 0.993484 -1.988663e-02 3.103997
3 0.999891 -3.272854e-04 3.001745
4 1.000000 -9.509814e-08 3.000001
5 1.000000 -7.993606e-15 3.000000

El método de Newton es muy popular por sus ventajas:

e Sencillez.
e Generalmente converge.

e En la mayoria de los casos, cuando converge, lo hace rapidamente.
También tiene algunas desventajas:

e Puede no converger.
e Presenta problemas cuando f'(xy) ~ 0.
e Requiere poder evaluar, en cada iteracién, el valor f'(x).

La implementacién del método de Newton debe tener en cuenta varios as-
pectos. Como no es un método totalmente seguro, debe estar previsto un
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numero maximo de iteraciones, llamado por ejemplo maxit. Para una pre-
cisién £y, la detencién deseada para el proceso iterativo se tiene cuando
|f(zr)| < ef. Otra detencién posible se da cuando dos valores de = son casi
iguales, es decir, cuando |z —z_1| < €,. Se acostumbra a utilizar el cambio
relativo, o sea, |z — zk—1|/|zK| < €. Para evitar las divisiones por cero,
se usa |z — xp—1|/(1 + |zk|) < e,. Finalmente, siempre hay que evitar las
divisiones por cero o por valores casi nulos. Entonces, otra posible parada,
no deseada, corresponde a |f'(x)| < g9. El algoritmo para el método de
Newton puede tener el siguiente esquema:

datos: x0, maxit, €y, €4, €0

xk = x0
fx = f(xk), fpx = f'(xk)
para k=1,...,maxit
si |fpx| <egp ent salir
0 = fx/fpx
xk = xk-0

fx = f(xk), fpx = f'(xk)

si |fx| <&y ent salir

si |01/(1+|xk]) <e, ent salir
fin-para k

Para la implementacién en Scilab, es necesario determinar cémo se evalia
f v f'. Fundamentalmente hay dos posibilidades:

e Hacer una funcién para evaluar f y otra para evaluar f’.
e Hacer una funcién donde se evaltie al mismo tiempo f y f’.

En la siguiente implementacion del método de Newton, la funciéon £ debe
evaluar al mismo tiempo f(z)y f'(x).

function [fx, dfx] = £321(x)
fx = x5 - 3*x"4 + 10*xx - 8
dfx = 5*%x74 -12*xx"3 + 10
endfunction

function [x, ind] = Newton(func, x0, eps, maxit)
// metodo de Newton
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// func debe dar los valores f(x) y f£’(x)

// ind valdra 1 si se obtiene la raiz

// 2 si se hicieron muchas iteraciones, > maxit
// 0 si una derivada es nula o casi

//

/[ %k Kok sk ok ok sk ok ok sk ok ok

epsO = 1.0e-12

VOALLEEE LS L LT T

x = x0
for k=0:maxit
[fx, der] = func(x)
//printf (*%3d %10.6f %10.6f %10.6f\n’, k, x, fx, der)

if abs(fx) <= eps
ind = 1
return

end

if abs(der) <= epsO
ind = 0
return

end

x = x - fx/der

end
ind = 2
endfunction

El llamado puede ser semejante a

[x, result] = Newton(£f321, 3, 1.0e-8, 20)

4.2.1 Orden de convergencia

Teorema 4.1. Sean a < b, [ =]a,b[, f: I =R, z* €I, f(z*)=0, f'y "
existen y son continuas en I, f'(z*) #0, {xx} la sucesion definida por 4.1.
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Si xo estd suficientemente cerca de x*, entonces

lim x, = 2%, (4.2)
k—oo
. |xpg — 2 | f"(z¥)]
1 _—_— = = 4.3
P SR 20 f (z")] (43)

El primer resultado dice que la sucesion converge a x*. El segundo dice
que la convergencia es cuadratica o de orden superior. La frase “x( estd
suficientemente cerca de z*, entonces...” quiere decir que existe € > 0 tal
que si zg € [2* —e,2* 4+ ¢] C I, entonces...

Demostracion.

r —xp)?
Fa) = Flaea) + S aa)e -2+ POTE e e )
tomando x = z*
= x,)?
P = 0= flaa) + f ) — o)+ 1OF 0 e rt a)
dividiendo por f’(zy,)
_ f(xmn) fL‘* — l‘* — 2 f//<§)
- f’(xgm) + ( n) + ( n) 2f’($n) ’
_x*_ T — f(xam) x*—x 2 f”(g)
0= < " f/(an)> i n) 2f"(xn)
0=2a"—zpy1 + (2% — xn)QQ';/((fi) ,
. . f"(6)
= xpyp = —(2* — xn)22f/(xn) ) (4.4)
Sea

I=[z"—¢x+¢€]
1"
max |f*(z)]

glelgllf (z)]
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Como f'(z*) # 0 y f’ es continua, se puede escoger ¢ suficientemente
pequeilo para que mi? |f'(z)| > 0. A partir de (4.4) se obtiene
xe

2% — Zpgr| < M|z* — z,)? . (4.5)
En particular,
|z* — z1| = M|z* — z0|?,
M|z* — x| = (M|z* — x0|)? .
Sea xq tal que
|z* — zo| < &,
Mlz* —zo| < 1.
Entonces

Mlz* — x| <1,
Mla* — m1] < (Mle" — xo))?,
Mlz* — x| < M|z* — x|, yaqueO<t<l = t*><t,

|lz* —z1] <,

Mlz* —z,| <1,
|z* — x| < €.
Luego

|x* — x| < M|z™ — x4,
M|x* — x| < (M|z" — xn,1|)2,
Ml|z* — x| < (M|z* — xo\)Qn,

* 1 * n
27 =l < 2 (M2 = 20])?",

Como |z* — x¢| < 1, entonces

lim |z* —z,| =0,
n—oo



130 4. SOLUCION DE ECUACIONES NO LINEALES

es decir
lim z, =z*.

n—oo

Reescribiendo (4.4),

L' — Tnp f"(€)

— = — , e I(z*,
@ e’ 3y T
Tomando el limite, como z,, tiende a z*,
n—oo (1* — xp,)? 2f(x*)

A manera de comprobacién, después de que se calculé una raiz, se puede ver
si la sucesién muestra aproximadamente convergencia cuadrética. Sea e =
x), — x*. La sucesion |ex|/|ex—1|? deberfa acercarse a |f”(z*)|/ (2|f'(z*)]).
Para el ejemplo anterior |f”(z*)/(2]f'(z*)]) = 16/(2 x 3) = 2.6666 .

k }, lex| lex|/lex—1]?
0 2.1000000000000001 1.100000e+00

1 0.9427881279712185 5.721187e-02 4.728254e-02
2 0.9934841559110774 6.515844e-03 1.990666e+00
3 0.9998909365826297 1.090634e-04 2.568844e+00
4 0.9999999683006239 3.169938e-08 2.664971e+00
5 0.9999999999999973 2.664535e-15 2.651673e+00

4.3 Método de la secante

Uno de los inconvenientes del método de Newton es que necesita evaluar
f'(x) en cada iteracién. Algunas veces esto es imposible o muy dificil. Si en
el método de Newton se modifica la férmula 4.1 reemplazando f’(zy) por

una aproximaciéon
f(xg) = flzr—1)
)

fan) =
Ty — Th—-1
entonces se obtiene
B f(op)(zg — 23-1)
= ) — ) (0




4.3. METODO DE LA SECANTE 131

I
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I
I
|
I
|
Tr9 I i)

Figura 4.2: Método de la secante

En el método de Newton se utilizaba la recta tangente a la curva en el punto
(g, f(xr)). En el método de la secante se utiliza la recta (secante) que pasa

por los puntos (zx, f(21)) ¥ (@1, f(zr-1))-

Ejemplo 4.2. Aplicar el método de la secante a la ecuacién x® — 3z% +
10x — 8 = 0, partiendo de xg = 3.

k Tk, f(zk)

0 3.000000 2.200000e+01
1 3.010000 2.292085e+01
2 2.761091 5.725624e+00
3 2.678210 2.226281e+00
4 2.625482 4.593602e-01
5 2.611773 5.317368e-02
6 2.609979 1.552812e-03
7 2.609925 5.512240e-06
8 2.609924 5.747927e-10
9 2.609924 -2.838008e-15

Mediante condiciones semejantes a las exigidas en el teorema 4.1 se muestra
(ver [Sch91]), que el método de la secante tiene orden de convergencia

1++5
2

~ 1.618
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Como el método de la secante es semejante al método de Newton, entonces
tienen aproximadamente las mismas ventajas y las mismas desventajas, salvo
dos aspectos:

e La convergencia del método de la secante, en la mayoria de los casos,
es menos rapida que en el método de Newton.

e FEl método de la secante obvia la necesidad de evaluar las derivadas.

El esquema del algoritmo es semejante al del método de Newton. Hay varias
posibles salidas, algunas deseables, otras no.

datos: x0, maxit, ey, &z, €0
x1 =x0 + 0.1, f0 = £(x0), f1 = f(x1)
para k=1,...,maxit

den = f1-f0

si |den| <e¢p ent salir

0 =f1*(x1-x0) /den

x2 = x1-6, £2 = £(x2)

si [f2] <¢ey ent salir

si 161/(1+1x2]) <e, ent salir

x0 = x1, f0=£1, x1 =x2, f1 = £2
fin-para k

El método de la secante se puede implementar en Scilab asi:

function [x, ind] = secante(f, x0, epsx, epsf, maxit)
// metodo de la secante

// ind valdra 1 si se obtiene la raiz,

// | £(x2) | < epsf o

// | x2-x1 | < epsx

//

// 2 si se hicieron muchas iteraciones, > maxit
// 0 si un denominador es nulo o casi nulo

[ [ HF R KRR KKK KKk k

epsO = 1.0e-12
[ [ HF KRR KKK KK KKk
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x = x0

h =0.1

x1 =x0 +h
f0 = £(x0)
f1 = f(x1)

for k=1:maxit
den = f1-£f0
if abs(den) <= epsO
ind = 0
return
end
d2

fi1*(x1-x0)/den

x2 x1 - d2

f2 = £(x2)

disp(k,x2,f2)

if abs(f2) <= epsf | abs(d2) <= epsx
x = x2
ind = 1
return

end
x0
x1
end
x = x2
ind = 2
endfunction

x1l, 0
x2, f1

f1
2

4.4 Método de la biseccién

Si la funcién f es continua en el intervalo [a,b], a < b, y si f(a) y f(b) tienen
signo diferente,

fla)f(b) <0,

entonces f tiene por lo menos una raiz en el intervalo. Este método ya se
vio en el capitulo sobre funciones.
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Usualmente se define el error asociado a una aproximacion como
*
e = |xg — =¥

En el método de la biseccién, dado el intervalo [ag, bg], ar < by, no se tiene
un valor de zj. Se sabe que en [ag, bx] hay por lo menos una raiz. Cualquiera
de los valores en el intervalo podria ser xj. Sea Ej, el maximo error que puede
haber en la iteraciéon k,

er < B = b, — ay.

Como el tamaifio de un intervalo es exactamente la mitad del anterior

1

by, — ap = §(bk71 — ag—1),

by — a = (;) G) (b2 — ax_2).
by — ap = (;)k (bo — ao).

Ex 1 1

entonces

Finalmente

Obviamente F, — 0y

= - — —.

Er 1 2 2

Esto quiere decir que la sucesién de cotas del error tiene convergencia lineal
(orden 1) y tasa de convergencia 1/2.

En el método de la biseccién se puede saber por anticipado el niimero de
iteraciones necesarias para obtener un tamano deseado,

b —ap < e

(;)k(bo—ao) < g,

1\* €
— < ,
2 — by —ap

ok bo — agp

- 6 b

b _
klog2 > log 290
L 10gb02a0



4.5. METODO DE REGULA FALSI 135

Figura 4.3: Método Regula Falsi

Por ejemplo, si el tamano del intervalo inicial es 3, si ¢ = 1.0F — 6, entonces
en k = 22 (> 21.52) iteraciones se obtiene un intervalo suficientemente
pequeno.

4.5 Meétodo de Regula Falsi

Igualmente se conoce con el nombre de falsa posicién. Es una modificacion
del método de la biseccién. También empieza con un intervalo [ag, by] donde
f es continua y tal que f(ag) y f(bg) tienen signo diferente.

En el método de biseccion, en cada iteracion, inicamente se tiene en cuenta
el signo de f(ax) y de f(bg), pero no sus valores: no se estd utilizando toda
la informacién disponible. Ademés es de esperar que si f(ax) estd més cerca
de 0 que f(by), entonces puede ser interesante considerar, no el punto medio,
sino un punto més cercano a a,. De manera andloga, si f(by) estd més cerca
de 0 que f(ay), entonces puede ser interesante considerar, no el punto medio,
sino un punto mas cercano a by.

En el método de Regula Falsi se considera el punto donde la recta que pasa

por (ag, f(ax)), (bk, f(bx)) corta el eje xz. Como f(ag) y f(by) tienen signo
diferente, entonces el punto de corte ¢, queda entre ay y by.
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La ecuacion de la recta es:

g fla) = T ZI@)

b, — ag,

Cuando y = 0 se tiene el punto de corte x = ¢y,

f(ag)(bx — ax)
f(bk) — f(ax)

C — Qf — (4.7)

Esta férmula es semejante a la de la secante. Como f(ar) y f(bx) tienen
signo diferente, entonces f(by) — f(ay) tiene signo contrario al de f(ay).
Entonces — f(ax)/(f(bx) — f(ar)) > 0. Usando de nuevo que f(ar)y f(bx)
tienen signo diferente, entonces |f(ax)|/|f(bx) — f(ax)] < 1. Luego 0 <
—flar)/(f(br) — f(ar)) < 1. Esto muestra que ay < ¢ < bg.

Partiendo de un intervalo inicial [ag, by], en la iteracién k se tiene el intervalo
[ak, bi] donde f es continua y f(ax), f(bk) tienen diferente signo. Se calcula
¢, el punto de corte y se tienen tres posibilidades excluyentes:

e f(ck) = 0; en este caso ¢ es, aproximadamente, una raiz;

o f(ag)f(ck) < 0; en este caso hay una raiz en el intervalo [ax,ci] =
[ak+1, be1];

o f(ag)f(ck) > 0; en este caso hay una raiz en el intervalo [cg,br] =
[k 1, bry]-

Ejemplo 4.3. Aplicar el método de Regula Falsi a la ecuacién z° — 324 +
10z — 8 = 0, partiendo de [2, 5].

k ar by flak) — fby) ck fer)
0 2.000000 5 -4.000000 1292 2.009259 -4.054857
1 2.009259 5 -4.054857 1292 2.018616 -4.108820
2 2.018616 5 -4.108820 1292 2.028067 -4.161744
3 2.028067 5 -4.161744 1292 2.037610 -4.213478
4 2.037610 5 -4.213478 1292 2.047239 -4.263862
5 2.047239 5 -4.263862 1292 2.056952 -4.312734
10 2.096539 5 -4.489666 1292 2.106594 -4.528370
20 2.198548 5 -4.739498 1292 2.208787 -4.744664
30 2.298673 5 -4.594020 1292 2.308244 -4.554769
335 2.609924 5 -0.000001 1292 2.609924 -0.000001
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Como se ve, la convergencia es muy lenta. El problema radica en que en el
método de Regula Falsi no se puede garantizar que

lim (by — ax) = 0.

k—o0
Esto quiere decir que el método no es seguro. Entonces, en una imple-
mentacion, es necesario trabajar con un nimero méximo de iteraciones.

4.6 Modificaciéon del método de Regula Falsi

Los dos métodos, bisecciéon y Regula Falsi, se pueden combinar en uno solo
de la siguiente manera. En cada iteracion se calcula my y c;. Esto define
tres subintervalos en [ag, b;]. En por lo menos uno de ellos se tiene una raiz.
Si los tres subintervalos sirven, se puede escoger cualquiera, o mejor aun, el
de menor tamano. En un caso muy especial, cuando my y c¢i coinciden, se
tiene simplemente una iteracién del método de biseccion.

En cualquiera de los casos

1
br+1 — a1 < §(bk —ay),

entonces
1 k
b —ap < <2> (bo — ao),

lo que garantiza que

lim (by — ax) = 0.

k—o0
Ejemplo 4.4. Aplicar la modificacién del método de Regula Falsi a la
ecuaciéon x° — 3z + 102 — 8 = 0, partiendo de [2,5].

k a b f(a) £(b) c f(c) m f (m)
0 2.0000 5.0000 -4.00e+0 1.29e+3 2.0093 -4.0e+0 3.5000 1.0e+2
1 2.0093 3.5000 -4.05e+0 1.02e+2 2.0662 -4.4e+0 2.7546 5.4e+0
2 2.0662 2.7546 -4.36e+0 5.42e+0 2.3731 -4.2e+0 2.4104 -3.8e+0
3 2.4104 2.7546 -3.80e+0 5.42e+0 2.5523 -1.5e+0 2.5825 -7.4e-1
4 2.5825 2.7546 -7.44e-1 5.42e+0 2.6033 -1.9e-1 2.6686 1.9e+0
5 2.6033 2.6686 -1.87e-1 1.88e+0 2.6092 -2.0e-2 2.6360 7.8e-1
6 2.6092 2.6360 -2.00e-2 7.84e-1 2.6099 -9.7e-4 2.6226 3.7e-1
7 2.6099 2.6226 -9.73e-4 3.72e-1 2.6099 -2.3e-5 2.6162 1.8e-1
8 2.6099 2.6162 -2.33e-5 1.83e-1 2.6099 -2.8e-7 2.6131 9.1le-2
9 2.6099 2.6131 -2.81e-7 9.10e-2 2.6099 -1.7e-9
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La modificaciéon es mucho mejor que el método de Regula Falsi. Ademas,
el nimero de iteraciones de la modificacién debe ser menor o igual que el
numero de iteraciones del método de bisecciéon. Pero para comparar equi-
tativamente el método de biseccion y la modificacién de Regula Falsi, es
necesario tener en cuenta el nimero de evaluaciones de f(x).

En el método de biseccién, en k iteraciones, el nimero de evaluaciones de f
esta dado por:

Nbisec = 2+ kbisec :

En la modificacion de Regula Falsi,

Nmodif = 2+2 kmodif .

4.7 Método de punto fijo

Los métodos vistos se aplican a la solucién de la ecuacién f(z) = 0. El
método de punto fijo sirve para resolver la ecuacién

g(z) = z. (4.8)

Se busca un x* tal que su imagen, por medio de la funcién g, sea el mismo
z*. Por tal motivo se dice que x* es un punto fijo de la funcién g.

La aplicacién del método es muy sencilla. A partir de un xg dado, se aplica
varias veces la férmula

Tr1 = g(Tk)- (4.9)

Se espera que la sucesién {zy} construida mediante (4.9) converja hacia z*.
En algunos casos el método, ademds de ser muy sencillo, es muy eficiente;
en otros casos la eficiencia es muy pequena; finalmente, en otros casos el
método definitivamente no sirve.

Ejemplo 4.5. Resolver 23 +22+6x+5 = 0. Esta ecuacién se puede escribir
en la forma

w3+ 22 +5
_ o

€r =

Aplicando el método de punto fijo a partir de zg = —1 se tiene:
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Zo = -1

ry = -0.833333
Ty = -0.852623
r3 = -0.851190
ry = -0.851303
r5s = -0.851294
r¢ = -0.851295
z7 = -0.851295
rs = -0.851295

Entonces se tiene una aproximacion de una raiz, z* ~ —0.851295. En este
caso el método funcioné muy bien. Utilicemos ahora otra expresién para

x = g(x):

B 23+ 62 +5
= " .
Aplicando el método de punto fijo a partir de xyp = —0.851, muy buena
aproximacién de la raiz, se tiene:
rg = -0.8510
T = -0.8488
To = -0.829%4
T3 = -0.6599
Ty = 1.1415
rs =  -11.6832
T = -142.0691
r7 = =-2.0190e+4

En este caso se observa que, aun partiendo de una muy buena aproximacion
de la solucién, no hay convergencia. <

Antes de ver un resultado sobre convergencia del método de punto fijo, ob-
servemos su interpretacion grafica. La solucién de g(x) = x esta determinada
por el punto de corte, si lo hay, entre las gréaficas y = g(z) y y = =.

Después de dibujar las dos funciones, la construccién de los puntos x1, x2,
x3... se hace de la siguiente manera. Después de situar el valor zg sobre el
eje x, para obtener el valor 1, se busca verticalmente la curva y = g(z). El
punto obtenido tiene coordenadas (z, g(zg)), o sea, (zg,z1). Para obtener
xo = g(x1) es necesario inicialmente resituar x; sobre el eje x, para lo cual
basta con buscar horizontalmente la recta y = x para obtener el punto
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Figura 4.4: Punto fijo

(x1,z1). A partir de este punto se puede obtener x2 buscando verticalmente
la curva y = g(x). Se tiene el punto (z1,¢(z1)), o sea, (z1,z2). Con
desplazamiento horizontal se obtiene (x2,x2). En resumen, se repite varias
veces el siguiente procedimiento: a partir de (xy,xy) buscar verticalmente
en la curva y = g(x) el punto (xg,Trr1), y a partir del punto obtenido
buscar horizontalmente en la recta y = x el punto (xp41,Tr+1). Siel proceso
converge, los puntos obtenidos tienden hacia el punto (z*, g(z*)) = (z*, z*).

Las figuras 4.5 a 4.8 muestran graficamente la utilizacion del método; en
los dos primeros casos hay convergencia; en los otros dos no hay, aun si la
aproximacion inicial es bastante buena.

En seguida se presentan dos teoremas (demostraciéon en [Atk78]) sobre la
convergencia del método de punto fijo; el primero es més general y mas
preciso, el segundo es una simplificacion del primero, de mas ficil aplicacién
para ciertos problemas.

Teorema 4.2. Sea g continuamente diferenciable en el intervalo [a,b], tal
que

N

9([a, b]
9 (x)

Entonces existe un inico * en [a,b]| solucion de x = g(x) y la iteracion de
punto fijo (4.9) converge a x* para todo xg € [a,b].

[a, 0],
< 1, para todo x € [a,b).

)
|
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Figura 4.5: Método de punto fijo (a)
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Figura 4.6: Método de punto fijo (b)



142 4. SOLUCION DE ECUACIONES NO LINEALES
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¥ xg x2 I3 T4

Figura 4.7: Método de punto fijo (c)
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Figura 4.8: Método de punto fijo (d)
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Teorema 4.3. Sea z* solucion de x = g(x), g continuamente diferenciable
en un intervalo abierto I tal que x* € 1, |¢'(x*)| < 1. Entonces la iteracidn
de punto fijo (4.9) converge a x* para todo xq suficientemente cerca de x*.

El caso ideal (la convergencia es més rapida) se tiene cuando ¢'(z*) ~ 0.

En los dos ejemplos numéricos anteriores, para resolver 23+ 2246z +5 = 0,
se tiene: x = g(x) = —(23 + 22 +5)/6, ¢'(—0.8513) = —0.0786.  Si
se considera z = g(z) — (23 + 62 + 5)/z, ¢'(—0.8513) = 8.6020. Estos
resultados numeéricos concuerdan con el dltimo teorema.

Dos de los ejemplos gréaficos anteriores muestran justamente que cuando
lg'(x*)| < 1 el método converge.

Ejemplo 4.6. Resolver 22 = 3, o sea, calcular v/3.

? = 3,
2?42 = 22+ 3,
- 2+ 3
S
s = +3/z
2
i) = 3
I = 2
xr9 = 1.75000000000000
xs = 1.73214285714286
g = 1.73205081001473
xs = 1.73205080756888
re = 1.73205080756888

Se observa que la convergencia es bastante rapida. Este método es muy
utilizado para calcular raices cuadradas en calculadoras de bolsillo y com-
putadores.

Aplicando el teorema 4.3 y teniendo en cuenta que ¢'(z*) = ¢'(v/3) = 1/2 —
1.5/:5*2 = 0, se concluye rapidamente que si 2° estd suficientemente cerca
de /3, entonces el método converge.

La aplicacién del teorema 4.2 no es tan inmediata, pero se obtiene infor-
macién més detallada. La solucién estd en el intervalo [2,3]; consideremos
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un intervalo ain mdas grande: I = [1+4¢,4] con 0 < e < 1.

9(1) = 2,
g(4) = 2.375,
My = 13
g(x) - 2 2$2’
J(V3) = 0,
g/(l) - *17
13
/4 — -
g (4) 3’
3
//(I) — ?

Entonces ¢”(x) > 0 para todo x positivo. Luego ¢'(z) es creciente para
x > 0. Como ¢'(1) = —1, entonces —1 < ¢’(1 + ). De nuevo por ser ¢'(z)
creciente, entonces —1 < ¢'(z) < 13/32 para todo z € I. En resumen,
l¢'(z)] < 1 cuando z € I.

Entre 1 +¢ vy /3 el valor de ¢/(z) es negativo. Entre /3 y 4 el
valor de ¢'(r) es positivo. Luego g decrece en [1 + ¢, /3] y crece en [v/3,4].
Entonces g([1+¢,v3]) = [g(1 +¢),v3] C [2,V3] v 9([v/3,4]) = [V/3,2.375].
En consecuencia g(I) = [v/3,2.375] C I. Entonces el método de punto
fijo converge a z* = /3 para cualquier z €]1,4]. Este resultado se puede
generalizar al intervalo [1 4 &,b] con b > /3.

Si se empieza con g = 1/2, no se cumplen las condiciones del teorema; sin
embargo, el método converge. <

4.7.1 Modificacion del método de punto fijo

La convergencia del método de punto fijo se puede tratar de mejorar re-
tomando las ideas del método de la secante. Consideremos la ecuacién
z = g(z) y los puntos (x;,9(x;)), (j,9(x;)), sobre la gréifica de g. Es-
tos puntos pueden provenir directamente o no del método de punto fijo. es
decir, se puede tener que z;11 = g(x;) y que xj11 = g(x;), pero lo anterior
no es obligatorio.

La idea consiste simplemente en obtener la ecuacién de la recta que pasa
por esos dos puntos y buscar la interseccién con la recta y = x. La abcisa
del punto dara un nuevo valor xy.
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y=mzx—+b
J}j Xy
g(x;)) =mz; +b
= g(xi) — ma; (4.11)
T =mxp +b
b
= —. 4.12
o= (112)

Ahora se usan los puntos (z;, g(z;)), (zx, g(x)), para obtener un nuevo z,,
y asi sucesivamente. Usualmente, j =¢+ 1y k =7+ 1.

4.7.2 Método de punto fijo y método de Newton

Supongamos que ¢ # 0 es una constante y que x* es solucién de la ecuacién
f(z) = 0. Esta se puede reescribir

cf(x),
x = z+cf(x)=g(z). (4.13)

Si se desea resolver esta ecuacion por el método de punto fijo, la convergencia
es mds rapida cuando ¢'(z*) = 0, o sea,

L+cf @) = 0,
1
frar)
Entonces al aplicar el método de punto fijo a (4.13), se tiene la férmula
) .

Th41 = Tk — Sz
f'(@*)

(4.14)

Para aplicar esta férmula se necesitaria conocer f/(z*) e implicitamente el
valor de z*, que es precisamente lo que se busca. La férmula del método
de Newton, (4.1), puede ser vista simplemente como la utilizacién de (4.14)
reemplazando f’(z*) por la mejor aproximacién conocida en ese momento:

f ().
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4.8 Método de Newton en R"”

Consideremos ahora un sistema de n ecuaciones con n incégnitas; por ejem-
plo,

x%+x1x2+x3—3 =
2x1 4+ 3x0x3 — 5
(1 + z2 + x3)2 — 10x3+ 1

(4.15)

Este sistema no se puede escribir en la forma matricial Ax = b; entonces
no se puede resolver por los métodos usuales para sistemas de ecuaciones
lineales. Lo que se hace, como en el método de Newton en R, es utilizar
aproximaciones de primer orden (llamadas también aproximaciones lineales).
Esto es simplemente la generalizacion de la aproximacion por una recta.

Un sistema de n ecuaciones con n incégnitas se puede escribir de la forma

Fl(xl,.l‘g, ,xn) =

FQ({L‘l,ZL‘Q, ,."L‘n) =

F.(z1,z9,....,xy,) = 0,

donde cada F; es una funcién de n variables con valor real, o sea, F; : R" —
R. Denotemos x = (z1,2,...,Tn) ¥

Asi F es una funcién de variable vectorial y valor vectorial, F' : R" — R",
y el problema se escribe de manera muy compacta:

F(z) =0. (4.16)

Este libro estad dirigido principalmente a estudiantes de segundo semestre,
quienes todavia no conocen el calculo en varias variables, entonces no habra
una deduccién (ni formal ni intuitiva) del método, simplemente se verd como
una generalizacién del método en R.



4.8. METODO DE NEWTON EN RN 147

4.8.1 Matriz jacobiana

La matriz jacobiana de la funcién F' : R" — R", denotada por Jz(Z) o por
F'(Z), es una matriz de tamafno n X n, en la que en la i-ésima fila estan las
n derivadas parciales de Fj,

[ 8F1 8F1 6Fl ]
8751(3;) 87552(33) aTgn(ﬂf)
8F2 8F2 6F2
F (@) —(@) - S —(z)
JF(Z) _ FI(.Z') _ 8m1 8x2 al’n
oF, oF,, oF,
L Ox1 (z) 0x9 (z) 0z, () i

Para las ecuaciones (4.15), escritas en la forma F(x) = 0,

2x1 + 22 xr1 1
Fl(z) = 2 313 39
2(x1 4+ 2o+ 23) 2(w1 + 22+ 23) 2(21 + 22 + 23) — 10

1 2 1
F'(2,-3,4) = 2 12 —9
6 6 —4

4.8.2 Foérmula de Newton en R™

La féormula del método de Newton en R,

f(zg)

i1 = Tk — f/($k;)’

se puede reescribir con superindices en lugar de subindices:

R L))

TR

xT
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De nuevo, es simplemente otra forma de escribir
S £ L ().
Esta expresion si se puede generalizar
2f = gk — PR TR (). (4.17)

Su interpretacién, muy natural, aparece a continuacién. Sea x*, un vector de
n componentes, solucién del sistema (4.16). Dependiendo de la conveniencia
se podra escribir

= (27,25, ..., T},) o xt =

El método empieza con un vector z° = (33(1), 338, ey x%), aproximacion inicial

de la solucién x*. Mediante (4.17) se construye una sucesién de vectores
{xF = (2% 2k, ..., 2F)} con el deseo de que 2* — 2*. En palabras, el vector
2kt es igual al vector ¥ menos el producto de la inversa de la matriz
jacobiana F'(z*) y el vector F(2*). Para evitar el cdlculo de una inversa, la
férmula se puede reescribir

dk — _F/(xk)le(xk)
" = 2k gk

Premultiplicando por F'(z¥)

F'@®)yd* = —F' @) F (") 1F),
F'@@F)yd* = —F(@b).

En esta tltima expresién se conoce (o se puede calcular) la matriz F'(z*).
También se conoce el vector F(z*). O sea, simplemente se tiene un sistema
de ecuaciones lineales. La solucién de este sistema es el vector d*. Entonces
las formulas para el método de Newton son:

resolver F'(zF)d* = —F(aF), (4.18)
P = ok gk
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Ejemplo 4.7. Resolver el sistema

x%+x1x2+x3—3 0
2x1 4+ 3x023—5 = 0
(3}1 + 2o + x3)2 —10z3+1 = 0

a partir de 20 = (2, -3, 4).

—1 12 1
F(2) = | =37 , Fla% =12 12 -9
—30 6 6 —4
1 2 1 d? -1 2.5753
resolver | 2 12 —9 dy | =—| —37 , d’=| 0.5890
6 6 —4 d9 -30 —2.7534
2 2.5753 4.5753
et=| -3 | +| 0580 | =| —2.4110
4 —2.7534 1.2466
8.1494 6.7397 4.5753  1.0000
F(z') = | —4.8656 , F'(z') = | 2.0000 3.7397 —7.2329
0.1689 6.8219 6.8219 —3.1781
6.7397 4.5753  1.0000 ][ d} ] 8.1494 —4.4433
2.0000 3.7397 —7.2329 || d} | =— | —4.8656 | , d' = | 4.6537
6.8219 6.8219 —3.1781 || d} | 0.1689 0.5048
4.5753 [ —4.4433 0.1321
a? = | —24110 | + | 4.6537 | = | 2.2428
1.2466 | 0.5048 1.7514

A continuacién se presentan los resultados de F(z¥), F'(z*), d*, 2*+1. k=2

—0.9350 2.5069 0.1321 1.0000 0.6513 0.7833
7.0481 |, | 2.0000 5.2542 6.7283 |, | —0.8376 | , | 1.4052
0.5116 8.2524 8.2524 —1.7476 —0.5870 1.1644

k=3

—0.1213 2.9718 0.7833  1.0000 0.1824 0.9658
1.4751 |, | 2.0000 3.4931 4.2156 |, | —0.3454 |, | 1.0598

0.5981 6.7057 6.7057 —3.2943 —0.1502 1.0141
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k=4
—0.0297 2.9913 0.9658 1.0000 0.0335 0.9993
0.1557 |, | 2.0000 3.0424 3.1793 |, | —0.0587 |, | 1.0011
0.0981 6.0793 6.0793 —3.9207 —0.0139 1.0002
k=5
—0.0008 2.9997 0.9993 1.0000 0.0007 1.0000
0.0025 | , | 2.0000 3.0006 3.0033 |, | —0.0011 [, | 1.0000
0.0015 6.0012 6.0012 —3.9988 —0.0002 1.0000
0 1
Fa%)~ | 0] , luego a*~ | 1].¢
0 1

4.9 Método de Muller

Este método sirve para hallar raices reales o complejas de polinomios. Sea
p(x) un polinomio real (con coeficientes reales), de grado n, es decir,

p(x) =ag+ a1z + az® + ...+ apz”, a €R,i=0,1,...,n, ap, #0.

En general no se puede garantizar que p(z) tenga raices reales. Sin embargo
(teorema fundamental del Algebra) se puede garantizar que tiene n raices
complejas (algunas de ellas pueden ser reales). De manera més precisa,
existen r1, 79, ..., € C tales que

p(r;) =0, i=1,2,...,n.
El polinomio p se puede expresar en funcién de sus raices:
p(z) = an(x —ri)(x —ro) - (x — ry).

Las raices complejas, no reales, siempre vienen por parejas, es decir si r =
a + b, b # 0, es una raiz entonces ¥ = a — b, el conjugado de r, también es
raiz. Esto garantiza que los polinomios de grado impar tienen por lo menos
una raiz real. Para los polinomios de grado par, el niimero de raices reales
es par y el nimero de raices estrictamente complejas también es par. Asi
un polinomio de grado par puede tener cero raices reales.

Para las raices complejas (z — r)(x — 7) divide a p(z).

(x—r)(z—7)=(r—a—ib)(x—a+ib) = ($—a)2+b2 = x2—2a93—|—(a2—|—b2).
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O sea, se tiene un polinomio real de grado 2 que divide a p(z).

Si ¢(x) divide a p(z), entonces existe un polinomio s(x) tal que

p(x) = q(z)s(x),
grado(p) = grado(q) + grado(s).

Entonces para sequir obteniendo las raices de p(x) basta con obtener las
raices de s(x), polinomio mas sencillo.

Si se halla una raiz real r entonces g(x) = (x —r) divide a p(z). Si se obtiene
una rafz compleja r = a + ib, entonces q(z) = 2% — 2ax + (a? + b?) divide
a p(x). Este proceso de obtener un polinomio de grado menor cuyas raices
sean raices del polinomio inicial se llama deflacién.

En el método de la secante, dados dos valores xy y x1 se busca la recta que
pasa por los puntos (zg, f(x0)), (z1, f(x1)); el siguiente valor zo estd dado
por el punto donde la recta corta el eje x.

En el método de Muller, en lugar de una recta, se utiliza una parabola.
Dados tres valores xq, z1 y x2, se construye la pardbola P(x) que pasa por
los puntos (xo, f(z0)), (1, f(z1)) v (z2, f(z2)); el siguiente valor x3 esta
dado por el (un) punto tal que P(z3) = 0.

La parabola se puede escribir de la forma P(x) = a(z — x2)? + b(x — x2) +c.
Entonces hay tres condiciones que permiten calcular a, b y c:

f(w0) = a(wg — x2)* + b(wg — 2) + ¢,

f(z1) = a(zy — 22)* 4+ b(x) — 29) + ¢,

f(z2) =c.
Después de algunos célculos se obtiene

d = (zo — x1)(x0 — ®2) (1 — @2),

_ (w0 = @) (f(z1) = fw2)) + (21 — w2) (f(20) — f(2)

d )
po (@0~ 22)2(f(z1) — flz2)) — (z1 — 22)*(f(20) — f(2) (4.19)
d )
c= f(z2).
Entonces

—b++b? —4ac
2a

r3 — Ty =
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Para reducir los errores de redondeo se “racionaliza”’ el numerador y se
escoge el signo buscando que el denominador resultante sea grande (en valor
absoluto)

D = b? — dac,
R=+vVD
-b+R —bFR
B E T b ER
b2 — R? b2 — b% + dac 2¢
Tr3 — Ty = = =
2a(—bFR) 2a(-bFR) -DFR
2c
BTRE TR
2c
r3 = T2 — —b T Signo(b)R (4.20)

En la siguiente iteracién se obtiene la pardbola utilizando x1, 9 y x3 para
obtener 4.

Si en una iteracion
D=0b—4ac<0

es necesario utilizar, a partir de ahi, aritmética compleja (Scilab lo hace
automdticamente). Eso hace que los siguientes valores a, b y ¢ no sean
necesariamente reales. Muy posiblemente b?> — 4ac tampoco es real. Para
utilizar (4.20) es necesario obtener la raiz cuadradada de un complejo.

Sean z un complejo, 6 el dngulo (en radianes) formado con el eje real (“eje
x”), llamado con frecuencia argumento de z, y p la norma o valor absoluto
de z. La dos raices cuadradas de z son:

Vz = (= /p(cos(0/2) +isen(6/2)),
G2 = —C1-

Ejemplo 4.8. Sea z = 12 4 16¢. Entonces
p = 20,
6 = tan"1(16/12) = 0.927295,

G = V20 (c0s(0.927295/2) + i sen(0.927295/2)) = 4 + 24,
Go=-4-2i. ©
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Cuando b no es real, es necesario modificar ligeramente (4.20). Se escoge el
signo para que el denominador tenga maxima norma:

D =b? — 4ac

R=+VD

5= b+R si |b+R|>|b—R| (4.21)
b—R si |b+R|<|b—R|

T3 =1 _

3= T2

Ejemplo 4.9. Hallar las raices de p(x) = 22° + 2* + 423 + 1922 — 18z + 40
partiendo de xp = 0, 1 = 0.5, zo = 1.

fxg) =40
f(x1) =36.375
flxg) =48
d=-0.25
a = 30.5
b= 38.5
c =48
D = —4373.75

Hay que utilizar aritmética compleja

R = 66.134333i
§ = 38.5 + 66.134333i
z3 = 0.368852 + 1.084169i
flzs) = 12.981325 — 9.579946i
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Ahora utilizamos =1, 9 y x3

d = 0.546325 + 0.413228i
a = 27.161207 + 11.293018i
b= —21.941945 + 50.286087i
¢ = 12.981325 — 9.579946i
D = —3890.341507 — 1752.330850i
R = 13.719321 — 63.863615i
§ = —35.661266 + 114.149702i
24 = 0.586513 + 1.243614i
f(z4) = 3.760763 — 6.548104i

x5 = 0.758640 + 1.246582:
f(zs) = —2.013839 — 1.4902201

re = 0.748694 + 1.1968921¢
F(x6) = 0.123017 + 0.025843

x7 = 0.750002 4 1.1989427
f(xz7) = 0.000535 4 0.0006367

xg = 0.750000 + 1.198958:
f(zs) =0

Ahora se construye el polinomio ¢(z) = (z — r)(x — 7). Para r = 0.75 +
1.198958i se tiene q(z) = 22 — 1.5z + 2.

22° 4+ 2% + 423 4+ 1922 — 182 + 40
2 —15zx+2

=223 + 42% + 622 + 20.

Ahora se trabaja con p(z) = 223 + 422 + 622 +20. Sean 29 = —3, x1 = —2.5
y 9o = —2. También se hubiera podido volver a utilizar zg =0, x1 =05y
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To = 1.
f(xo) =—16
f(x1) =—-1.25
flaz) =
d=—-0.25
a=—11
b=13
c=
D =521
R = 22.825424
d = 35.825424

x5 = —2.446610
f(zs) = —0.026391

Ahora utilizamos x1, xo y x3

d =0.011922

a = —9.893220

b = 22.390216

c = —0.026391
D = 500.277428
R = 22.366882

0 = 44.757098
T4 = —2.445431

f(z4) = —0.000057

25 = —2.445428
f(zs) =0

Para r = —2.445428 se tiene q(z) = x + 2.445428.

227 + 42 + 622 +20
T + 2.445428 a

222 — 0.890857x + 8.178526.

155
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Ahora se trabaja con p(z) = 222 — 0.890857x + 8.178526. Sus raices son
0.2227142 4 2.0098917 y 0.2227142 — 2.009891¢. En resumen, las 5 raices de
p(z) son:

0.75 + 1.1989579¢

0.75 — 1.1989579¢

— 2.445428

0.222714 4 2.009891¢
0.222714 — 2.009891:. <

El método de Muller tiene orden de convergencia no inferior a 1.84... Este
valor proviene de la raiz mas grande de u® — u? — u — 1 = 0. Esto hace
que sea un poco menos rapido que el método de Newton (orden 2) pero més
rapido que el método de la secante (orden 1.68).

El método no tiene sentido si hay valores iguales (o muy parecidos) entre
o, ¥1 y 2. Ademas esto harfa que no se pueda calcular a ni b. Tampoco
funciona si los valores f(xg), f(z1) y f(z2) son iguales o muy parecidos. En
este caso P(x) es una linea recta horizontal y no se puede calcular z3 ya que
a =0, b= 0y, principalmente, § = b+ R = 0.
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METODO DE MULLER PARA UNA RAIZ
datos: p, xg, 71, T2, £, €0, Maxit
aritmética = real
fo=p(x0), f1 = p(x1), f2 = p(2)
info=0
para k=1, ..., maxit
si |fo| <ey ent r=uxg, info= 1, parar
d= (l’o — 1‘1)(1'0 — .1‘2)(.1‘1 — xg)
si |d| <ep ent parar
calcular a, by ¢ segin (4.19)
D =b? — 4ac
si aritmética=real y D < 0 ent aritmética=compleja
R=VD
0h=b+R, 09=b—R
si ’51| > |52| ent § = 51, sino ¢ = 52
si [0| <gyp ent parar

x3 = x9 — 2¢/d
To = T1, T1 = T2, T2 = 13, fo = f1, fr = f2
f2 = p(z2)

fin-para k

Si el algoritmo anterior acaba normalmente, info valdra 1 y r serd una raiz,
real o compleja.

METODO DE MULLER
datos: p, o, €f, €0, maxit
r=x9, h=20.5
mientras grado(p) > 3
ro=7r, r1 =20+ h, xo=x1+h
(r, info) = Mullerl(p, xo, 1, T2, €y, €0, maxit)
si info=0, ent parar
si |imag(r)| <ep ent ¢(z)=(x—r)
sino q(z) = (x —r)(z —7)
p(x) = pla) /a(x)
fin-mientras
calcular raices de p (de grado no superior a 2)

Si se espera que el nimero de raices reales sea pequeno, comparado con el de
raices complejas, se puede trabajar todo el tiempo con aritmética compleja.
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4.10 Método de Bairstow

Sirve para hallar las raices reales o complejas de un polinomio de grado
mayor o igual a 4, mediante la obtencién de los factores cuadraticos “moénicos”
del polinomio. Cuando es de grado 3, se halla una raiz real por el método
de Newton, y después de la deflacién se calculan las 2 raices del polinomio
cuadratico resultante.

Sea

p(‘r) =" + an—lxnil + Oén—Q.Tniz + ... +ox+ o

reescrito como

p(z) = uz" + U™ 4 Uz 2 4 A U+ Upp (4.22)

Se desea encontrar 22 — dx — e divisor de p. Cuando se hace la divisién entre
p y un polinomio cuadrético cualquiera, se obtiene un residuo r(x) = Rx+S.
Entonces se buscan valores de d y e tales que r(z) = 0, es decir, R=0y
S = 0. Los valores Ry S dependen de d y e, 0 sea, R = R(d,e) y S = S(d,e)

Tenemos dos ecuaciones con dos incégnitas,

Sea
q() = Bn_22™ 2 + Bu_32" > + ...+ Bz + Bo

reescrito como
q(z) = V"2 4+ 0™ 4 4 vy oT + Uy
el cociente. Entonces
p(z) = q(z)(z* —dz —e) + Rz + S.
Es decir,

U™ 4 ug™ A+ L up + Uupy = (v1$"_2 4" P 4 o vy_ex + vn_l)(x2 —dx—e)+ I
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Ul = U1
U9 = v — dvl
uz = v3 — dvg — evq

Uy = v4 — dvg — evo

Uy = UV — dvi,l — €V;—2

Up—1 = Vp—1 — dvp_2 — €Vp_3
Uy = —dvp,_1 —ev,_2+ R

Un+1 = —evp—1 + S

Para facilitar las férmulas es 1til introducir dos coeficientes adicionales, v,
¥ Un+1, que no influyen sobre ¢, definidos por

v, = R
Upt1 = S + duy

Entonces:

Up = Up — dUp_1 — €VUp_2
Up+1 = dvp, — dvy, —evp—1 + S

08ea, Uptl = Upt1 — AUy — €Up—1

Las igualdades quedan:

Uyl = U1
Uy = Vg — dvy

u; = v; — dv;_1 — ev;_a, 1=3,...,n+ 1.

Las féormulas para calcular los v; son
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V1 = Ul
V9 = U9 + dvy (4.23)
v; = u; + dv;_1 + ev;_a, 1=3,...,n+ 1.

Una vez obtenidos los v;, entonces

R=uv,

S =uvpt1 — dog

u1 U2 u3 ug - Up 1

duvy dvg dvg --- dvy,

(& ev1 (A e €Un—1
V1 = U 1)2:2 1)3:2 1)4:2 Un+1:2

R=v,, S=wvyp41—dv,

4 5 1 0 -1 2
2 8 26 30 -18 -128
-3 12 -39 45 27

|4 13 15 -9 -64 -99

R=—-64, S=-99—2x (—64) =29

El objetivo inicial era buscar R = 0y S = 0. Esto se obtiene si v, =0y
vp+1 = 0. O sea, ahora lo que se desea es encontrar d y e tales que

vn(d,e) =0
Unt1(d,e) =0

Al aplicar el método de Newton se tiene:
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. AdF v (dF, eF)

resolver el sistema  J [Aek] =— [vn+1(dk, ) (4.24)
dk+1 dk Adk

Lkz—i—l] = [ek] + |:A€k] (4.25)

donde J es la matriz jacobiana

ovy,

ovy,

5 %(dkaek) g(dkvek)
OVp41 Ovp41
o (dheh) =T (dh )
Calculo de las derivadas parciales:
81}1
oa "
Buy _
ad !
81)@- _ 6111;1 81)1;2
Bd = vt aT ey
8@1
20
de
602
=20
de
g =105t el
81)2‘ o 8%‘_1 81)1'_2
5_%_2—’—d Oe te Oe

Explicitando las derivadas parciales con respecto a d se tiene
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87)1

9a
Buy _
ad ~ !
3’03 B 8’02 3’01
a0~ 90 T
8’[)3 _ 81)2
20~ 2t
O0vy . Ovs Ova
9d =BT T
8?}1' . (%Z-_l 8’1)1'_2
%—Uz—l-l-d 2d +e 9
Sea
wp =11
wy = Vg + dw; (4.26)
w; = v; + dw;_1 + ew;_a, 1=23,...,n.

Es importante observar que estas férmulas son andlogas a las de la division
sintética doble, que permiten obtener, a partir de los valores u;, los valores
Vj.

La derivar se tiene:

81}1

9a =0

9 _ .,

od !
s _,

od 2
(%,-_w

ad— 7—1

Explicitando las derivadas parciales con respecto a e se tiene
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87./1
2 =0
Oe
8@2
- - — 0
Ode
O _,
de  °
0
% = v9 + dvy
81)5 av4 (91)3
gV d=2 zrs
de + Oe e Oe
Utilizando de nuevo los w;
(9’1)1
2 =0
Oe
81)2
— — 0
Oe
s _ .,
de "
Ova _
de 2
s _
oe  °
c")vi — w;
36 — Wi;—2
Entonces
O _
8d — Wn-1
O _,
86 — Wn-2
8Un-i—l o
ad _n
aanrl = Wnp-1
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Es decir, la matriz jacobiana es simplemente

|

4. SOLUCION DE ECUACIONES NO LINEALES

Wn—1
Wn,

Wp—2
Wnp—1

|

METODO DE BAIRSTOW

(4.27)

datos: ui, ug, ..., Uny1 (4.22), d°, €0, e, MAXIT
para k=0,... MAXIT
calcular vy, vo, ..

calcular wq, wo, ..

. Unt1 segun (4.23)
si || (vn, vnt1)]|| <e, ent parar

construir J segun (4.27)
resolver el sistema (4.24)
obtener d**1y eFt1 segiin (4.25)

fin-para k

., Wy, segun (4.26)

Si el agoritmo acaba de la manera esperada, || (vp, vny1) || < €, entonces
los tltimos valores d y e hacen que 22 — dz — e divida “exactamente” a p(x).
El cociente serd justamente q(x) = v12" 2 4+ vox™ 3 + ... + V2T + Vp_1.
Asi, las dos raices de 22 —dx — e son también raices de p(z). Si el grado
de ¢ es superior a dos, entonces se puede recomenzar el proceso con g(x).

El método de Bairstow es, en el fondo, el método de Newton en R?, luego,
en condiciones favorables, la convergencia es cuadratica.

Ejemplo 4.10. Aplicar el método de Bairstow para hallar las raices de

2.0000
-3.0000

2.0000
-3.0000

p(x) = 42 + 52t + 23 —x 4 2,

cond’ =2, =-3y =105

4.0000 5.0000
8.0000

.0000 2.0000
.0000 -128.0000
.0000  27.0000

4.0000 13.0000
8.0000

.0000 -99.0000
.0000
.0000
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4.0000 21.0000 45.0000 18.0000 -163.0000
J
18.0000  45.0000
-163.0000 18.0000
Delta : -0.4313 1.5947
d, e 1.5687 -1.4053
k=1
4.0000 5.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 2.0000
1.5687 6.2750 17.6875 20.4979 7.3000 -18.9220
-1.4053 -5.6211 -15.8444 -18.3619 -6.5393
4.0000 11.2750 13.0664 4.6534 -12.0619 -23.4613
1.5687 6.2750 27.5313 54.8694  54.6869
-1.4053 -5.6211 -24.6625 -49.1518
4.0000 17.5499  34.9767 34.8603 -6.5268
J
34.8603 34.9767
-6.5268 34.8603
Delta : -0.2772 0.6211
d, e 1.2916 -0.7842
k=2
4.0000 5.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 2.0000
1.2916 5.1662 13.1303 14.1990 8.0426 -2.0383
-0.7842 -3.1366 =-7.9720 -8.6208 -4.8830
4.0000 10.1662 10.9937 6.2271 -1.5782 -4.9213
1.2916 5.1662 19.8029 35.7245  38.6544
-0.7842 -3.1366 -12.0231 -21.6898
4.0000 15.3325 27.6599 29.9284 15.3864
J
29.9284  27.6599
15.3864  29.9284
Delta : -0.1891 0.2616
d, e 1.1025 -0.5225
k=3
4.0000 5.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 2.0000
1.1025 4.4099 10.3743 10.2357 5.8639 0.0141
-0.5225 -2.0901 -4.9168 -4.8511 -2.7792
4.0000 9.4099 9.2842 5.3188 0.0128 -0.7651
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1.1025 4.4099 15.2361 24.7289  25.1660
-0.5225 -2.0901 -7.2211 -11.7202
4.0000 13.8198  22.4303 22.8267 13.4586
J
22.8267  22.4303
13.4586  22.8267
Delta : -0.0796 0.0805
d, e 1.0229  -0.4420
k=4
4.0000 5.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 2.0000
1.0229 4.0914 9.2992 8.7259 4.8147 0.0445
-0.4420 -1.7682 -4.0189 -3.7711 -2.0808
4.0000 9.0914 8.5310 4.7071 0.0435 -0.0362
1.0229 4.0914 13.4841 20.7096  20.0369
-0.4420 -1.7682 -5.8275 -8.9501
4.0000 13.1828  20.2469 19.5892 11.1303
J
19.5892  20.2469
11.1303 19.5892
Delta : -0.0100 0.0075
d, e 1.0128  -0.4345
k=5
4.0000 5.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 2.0000
1.0128 4.0513 9.1675 8.5377 4.6639 0.0012
-0.4345 -1.7380 -3.9329 -3.6627 -2.0008
4.0000 9.0513 8.4295 4.6048 0.0012 0.0004
1.0128 4.0513 13.2709  20.2186 19.3757
-0.4345 -1.7380 -5.6932 -8.6738
4.0000 13.1027 19.9623 19.1302 10.7032
J
19.1302 19.9623
10.7032 19.1302
Delta : -0.0001 0.0000
d, e 1.0127  -0.4345
k=6
4.0000 5.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 2.0000
1.0127 4.0509 9.1662 8.5357 4.6619 0.0000
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-0.4345 -1.7379 -3.9324 -3.6619 -2.0000
4.0000 9.0509 8.4283 4.6033 0.0000 0.0000
Entonces
d =1.0127362
e = —0.4344745
22 —1.0127362 z + 0.4344745 divide a p,
r1 = 0.5063681 + 0.4219784 ¢ es raiz de p,
ro = 0.5063681 — 0.4219784 ¢ es raiz de p,
q(x) = 42° 4 9.0509449 2 + 8.4283219 x + 4.6032625 .
Al aplicar el método de Bairstow a g(x) con d’ = —1 y e = —1 se obtiene:

d = —0.9339455
e = —0.8660624
22 +0.9339455 2 + 0.8660624 divide a p,
rg = —0.4669728 4 0.8049837¢ es raiz de p,
ry = —0.4669728 — 0.8049837¢ es raiz de p,
G(x) =4z +5.3151629 .

La ultima raiz es r5 = —1.3287907 .

Ejercicios

Trate de resolver las ecuaciones propuestas, utilice métodos diferentes, com-
pare sus ventajas y desventajas. Emplee varios puntos iniciales. Busque, si

es posible, otras raices.

41 23 +222+32x+4=0.
4.2 34+222-31x—-4=0.
4.3 2t 413 +622—4r+1=0.

4.4 z*— 423 4+622 -4 —1=0.
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4.5 2t — 423 + 622 -4 +2=0.

4.6
3r—6 r— 2
2 2241
cos@ +2 21 s gy,
z¢+x+ 10
er 4 2
4.7 1107
1+
10000007 ——— 2 — 945560.
NS

4.8 1% — 11729 + 371 — 419 + 10 =0,

—Q:B% + x% + 3x1x9 — 421 + g — 42 = 0.
4.9 x4+ 2+ 271220 — 31 =0,

6x1 + dxo 4+ 3x1290 — 74 = 0.



Interpolacién y aproximacion

En muchas situaciones de la vida real se tiene una tabla de valores corre-
spondientes a dos magnitudes relacionadas; por ejemplo,

’ Ano ‘ Poblacién

1930 3425
1940 5243
1950 10538
1960 19123
1970 38765
1980 82468
1985 91963
1990 103646
1995 123425

De manera mas general, se tiene una tabla de valores

w1 | f(z1)
ro | f(x2)
on | TGom)

y se desea obtener una funcion f, sencilla y facil de calcular, aproximacién

de f, o en otros casos, dado un Z, se desea obtener f(z) valor aproximado

de f(z).

169
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Figura 5.1: Puntos o datos iniciales

Figura 5.2: Interpolacion

Los valores f(x;) pueden corresponder a:

e Datos o medidas obtenidos experimentalmente.

e Valores de una funcién f que se conoce pero tiene una expresion
analitica muy complicada o de evaluacién dificil o lenta.

e Una funcién de la que no se conoce una expresién analitica, pero se
puede conocer f(x) como solucién de una ecuacién funcional (por
ejemplo, una ecuacién diferencial) o como resultado de un proceso
numérico.

Cuando se desea que la funcién f pase exactamente por los puntos conocidos,

se habla de interpolacion o de métodos de colocacion, figura 5.2.

En los demds casos se habla de aproximacion, figura 5.3. En este capitulo
se vera aproximacién por minimos cuadrados.
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Figura 5.3: Aproximacién
5.1 Interpolacién

5.1.1 En Scilab

Cuando hay m puntos (z1,y1), (x2,92), ...y (Tm,Ym) se desea obtener la
funcién interpolante, una funcién que pase por esos puntos, con el objetivo
de evaluarla en otros valores x intermedios.

La funcién interpln permite hacer interpolacién lineal (la funcién inter-
polante es continua y afin por trozos). Tiene dos pardmetros, el primero es
una matriz de dos filas. La primera fila tiene los valores x;. Deben estar en
orden creciente. La segunda fila tiene los valores y;. El segundo parametro
es un vector donde estan los valores = en los que se desea evaluar la funcién
interpolante (afin por trozos).

clear, clf
x=[0.511.52.13 3.6]°
y=[121.52.52.12.4]

t 0.8
ft = interpln( [x’; y’]1, t)

n = length(x);

xx = ( x(1):0.1:x(n) )’;

y1 = interpln( [x’; y’], xx);
plot2d(xx, y1)

La grafica resultante es semejante a la de la figura 5.4.
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Figura 5.4: Interpolacion lineal con interpln

También se puede hacer interpolacién utilizando funciones spline o trazadores
cubicos. Para hacer esto en Scilab, se requieren dos pasos. En el primero,
mediante splin, a partir de un lista de puntos (z1,y1), (2,Y2), -y (T, Ym)
se calculan las derivadas, en los puntos x;, de la funcién spline interpolante.

En el segundo paso, mediante interp, se evaliia la funcién interpolante en
los valores dados por un vector, primer pardmetro de interp.

clear, clf
x=[0.511.

5
y=[121.52

o N

n = length(x);
xx = ( x(1):0.1:x(m) )’;

d = splin(x, y);
ys = interp(xx, x, y, d);
plot2d(xx, ys)

La grafica resultante es semejante a la de la figura 5.5.

5.1.2 Caso general

En el caso general de interpolacién se tiene un conjunto de n puntos (x1,y1),
(x2,Y2), -y (Tn,yn) con la condicién de que los x; son todos diferentes.
Este conjunto se llama el soporte. La funcion f , que se desea construir,
debe ser combinacién lineal de n funciones llamadas funciones de la base.
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Figura 5.5: Interpolaciéon con funciones spline

Supongamos que estas funciones son @1, 2, ..., ©,. Entonces,

f(z) = arp1(2) + azpa(@) + -+ + anpn(2).

Como las funciones de la base son conocidas, para conocer f basta conocer
los escalares aq, as, ..., 4.

Las funciones de la base deben ser linealmente independientes. Si
n > 2, la independencia lineal significa que no es posible que una de las
funciones sea combinacién lineal de las otras. Por ejemplo, las funciones
o1(z) = 4, pa(r) = 622 — 20 y @3(x) = 222 no son linealmente independi-
entes.

Los escalares ai, ag, ..., a se escogen de tal manera que f(z;) = y;, para
t=1,2,...,n. Entonces

arp1(x1) + agpa(w1) + -+ apen(z1) = Wi
a1p1(x2) + agpa(w2) + -+ + anpn(r2) = Y2
a1¥1 ($n) + a2¢2($n) +---+ an@n(xn) = Yn

Las m igualdades anteriores se pueden escribir matricialmente:

e1(r1)  @2(w1) - pn(21) ai Y1
o1(72)  @2(w2) - pn(T2) az _ Y2
@) @) - gal@) | Lan ] | v

De manera compacta se tiene

Pa=y. (5.1)



174 5. INTERPOLACION Y APROXIMACION

La matriz ® es una matriz cuadrada n x n, a es un vector columna n x 1, y
es un vector columna n x 1. Son conocidos la matriz @ y el vector columna y.
El vector columna a es el vector de incognitas. Como las funciones de la base
son linealmente independientes, entonces las columnas de ® son linealmente
independientes. En consecuencia, ® es invertible y (5.1) se puede resolver
(numéricamente).

Ejemplo 5.1. Dados los puntos (—1,1), (2,—2), (3,5) y la base formada
por las funciones ¢1(z) = 1, po(z) = x, p3(x) = 22, encontrar la funcién de
interpolacion.

Al plantear ®a = y, se tiene

1 -1 1 ay 1
1 2 4 as | = | —2
1 39 as 5
Entonces
—4
a=| -3 |, flz)=—-4—3z+ 222,
2

que efectivamente pasa por los puntos dados. <

La interpolacion polinomial (las funciones utilizadas son 1, x, 22, ...) para
problemas pequenos con matrices “sin problemas”, se puede realizar en
Scilab, mediante érdenes semejantes a:

x=[0.511.52.133.6]’
y=[0121.52.52.12.4]
x = x(:);

y =y();

n = size(x,1);

nl =n - 1;

F = ones(n,n);
for i=1:nl
F(:,i+1) = x.71i;
end
a =F\y
p = poly(a, ’x’, ’c’)
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(x(1):0.05:x(n))’;
horner(p, xx);

XX
yp

Hay ejemplos clasicos de los problemas que se pueden presentar con valores
relativamente pequenos, n = 20.

Ejemplo 5.2. Dados los puntos mismos (—1,1), (2,-2), (3,5) y la base
formada por las funciones o1 (x) = 1, pa(x) = €%, @3(z) = €**, encontrar la
funcién de interpolacién.

Al plantear ®a = y, se tiene

1 0.3679 0.1353 al 1
1 7.38901 54.5982 as | = | =2
1 20.0855 403.4288 as 5
Entonces
—1.2921 B
a= | —0.8123 , f(z) =1.2921 — 0.8123¢" + 0.04966296,
0.0496

que efectivamente también pasa por los puntos dados. <

5.2 Interpolacion polinomial de Lagrange

En la interpolacién de Lagrange la funcién f que pasa por los puntos es
un polinomio, pero el polinomio se calcula utilizando polinomios de La-
grange, sin resolver explicitamente un sistema de ecuaciones. Tedricamente,
el polinomio obtenido por interpolacién polinomial (solucién de un sistema
de ecuaciones) es exactamente el mismo obtenido por interpolacién de La-
grange.

Dados n puntos
(x17y1)7 (372792)7 DRI (l“myn)?

donde y; = f(x;) = fi, se desea encontrar un polinomio p € P,_1 (el
conjunto de polinomios de grado menor o igual a n—1), que pase exactamente
por esos puntos, es decir,

p(i) =y, i=12,..,n (5.2)
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Por ejemplo, se desea encontrar un polinomio de grado menor o igual a 2
que pase por los puntos

(—-1,1), (2,-2), (3,5).

Los valores x; deben ser todos diferentes entre si. Sin perder generalidad, se
puede suponer que x1 < Tg < -+ < Tp.

El problema 5.2 se puede resolver planteando n ecuaciones con n incognitas
(los coeficientes del polinomio). Este sistema lineal se puede resolver y se
tendria la solucién. Una manera mas adecuada de encontrar p es por medio
de los polinomios de Lagrange.

5.2.1 Algunos resultados previos

Teorema 5.1. Sea p € P—1. Si existen n valores diferentes x1,xa, ..., Tp

tales que p(x;) = 0 Vi, entonces p(x) = 0 YV, es decir, p es el polinomio

nulo.

Teorema 5.2. Teorema del valor medio. Sea [ derivable en el intervalo

[a,b], entonces existe ¢ € [a,b] tal que
—a

Corolario 5.1. Si f(a) = f(b) =0, entonces existe ¢ € [a,b] tal que

f'(c) =0.

5.2.2 Polinomios de Lagrange

Dados n valores diferentes z1, o, ..., Z,, se definen n polinomios de Lagrange
L1, Lo, ..., L, de la siguiente manera:

Li(z) = - : (5.3)
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La construccion de los polinomios de Lagrange, para los datos del ultimo
ejemplo 1 = —1, x9 = 2, x3 = 3, da:

 (z=2)(x - 3) 2 —5r+6
L) = ooy 12

(- -1)(x-3) a*—-2z-3
L) = =g ==

(- -1)(@-2) a?—z-2
La(w) B--1)(3-2 4

Es claro que el numerador de (5.3) es el producto de n — 1 polinomios de
grado 1; entonces el numerador es un polinomio de grado, exactamente,
n — 1. El denominador es el producto de n — 1 ntimeros, ninguno de los
cuales es nulo, luego el denominador es un nimero no nulo. En resumen,
Ly es un polinomio de grado n — 1.

Reemplazando se verifica que L se anula en todos los x;, salvo en x,

ne)={1 3 ¢ o4

En el ejemplo, L3(—1) =0, L3(2) =0, L3(3) = 1.

Con los polinomios de Lagrange se construye inmediatamente p,
n
pla) =Y ykli(@). (5.5)
k=1

Por construccién p es un polinomio en P,_1. Reemplazando, facilmente se
verifica 5.2.

Para el ejemplo,
p(z) = 1Ly () — 2L (x) + 5L3(z) = 22° — 3z — 4.

Ejemplo 5.3. Encontrar el polinomio, de grado menor o igual a 3, que pasa
por los puntos

(—1,1), (1,-5), (2,-2), (3,5).
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(z—1)(z—2)(z—3)  a®—62*+1lx—6

L) = Creyci—yci-3) - —24 ’
Lo(z) = 3 —4:1:24+$+6’
La(x) = 3 — 335_23— T+ 3,
Lix) = x3—2x28—x+27
plz) = 22°—3z-4. ¢

En la practica se usa la interpolacién de Lagrange de grado 2 o 3, maximo
4. Si hay muchos puntos, éstos se utilizan por grupos de 3 o 4, maximo 5
puntos.

Ejemplo 5.4. Considere los puntos
(1, 3.8), (2, 3.95), (3, 4.), (4, 3.95), (4.2, 3.43), (4.5, 3.89).
El polinomio de interpolacién es

p(x) = —102.68595 + 245.23493x — 204.164982% + 78.696263°
— 14.2640072* + 0.98375092°

Obviamente p(1) = 3.8 y p(2) = 3.95. Sin embargo p(1.35) = 6.946. Ver
figura (5.6). <

Si x es un vector, un polinomio de Lagrange se puede costruir en Scilab
M
por 6rdenes semejantes a

x=[-1123];
n = length(x)
k=2

Lk = poly([1], ’x’, ’c?);
deno = 1;
for i=1:n
if i "=k
Lk = Lk*poly([x(i)], ’x’);
deno = deno*(x(k) - x(i));
end
end
Lk = Lk/deno
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@)

Figura 5.6: Un ejemplo de interpolacién polinomial

5.2.3 Existencia, unicidad y error

El polinomio p € P, _1 existe puesto que se puede construir. Sea g € Pp,_1
otro polinomio tal que

q(z)) =y, i=12,.,n
Sea r(x) = p(x) — q(x). Por construccién, r € P,, ademés r(x;) =0, i =

1,2,n, o sea, r se anula en n valores diferentes, luego r(z) = 0, de donde
q(z) = p().

Teorema 5.3. Sean x1, x3, ..., T, reales distintos; t un real; Iz el menor
intervalo que contiene a x1, X2, ..., Tn, t; f € C} (f tiene derivadas
continuas de orden 0, 1, 2, ..., n); pp—1 el polinomio de grado menor o igual
a n—1 que pasa por los n puntos (1, f(z1)), ..., (zn, f(zn)). Entonces

E(t), el error en t, estd dado por:

E(t) = f(t) = por(t) = (t —21)(t —@2) -+~ (t =) f(E)/n! (5.6)

para algun & € I;.
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Demostracién. Si t = x; para algin ¢, entonces se tiene trivialmente el
resultado. Supongamos ahora que t ¢ {z1,x2, ..., z,}. Sean

o(z) = (z—mz)(x—22) - (z—2n),
Gla) — E(x)—‘i((gE(t).
Entonces
G e (7,
Gle) = E z)-i(éi)) () =0, i=1,..n
Glt) = B0~ gl EO) =0

Como G tiene por lo menos n + 1 ceros en I;, aplicando el corolario del
teorema del valor medio, se deduce que G’ tiene por lo menos n+1—1 ceros
en I;. Asi sucesivamente se concluye que G™) tiene por lo menos un cero en
I;. Sea & tal que

G (&) =o0.

De acuerdo con las definiciones

E®) () = £ (z) —p,({L) (x) = £ (),

@(n)(l‘) = nl,
() (g
GM(z) = E(”)(x)—q)q)(t()) (®),
n!
GM(z) = f(")(w)—mE(t)a
Entonces d(t
B(t) = 2D (e,

Frecuentemente no se tiene la informacién necesaria para aplicar (5.6). Al-
gunas veces se tiene informacién necesaria para obtener una cota superior
del valor absoluto del error.

2] < P s 7002 (57)
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Ejemplo 5.5. Considere los valores de la funcién seno en los puntos 5, 5.2,
5.5 y 6. Sea p el polinomio de interpolacién. Obtenga una cota para error
cometido al aproximar sen(5.8) por p(5.8). Compare con el valor real del
error.

y = (—0.9589243, —0.8834547, —0.7055403, —0.2794155).

El polinomio p se puede obtener mediante la solucién de un sistema de
ecuaciones o por polinomios de Lagrange.

p(z) = 23.728487 — 12.840218 = + 2.117532 22 — 0.1073970 z*
4)

p(5.8) = —0.4654393
fW(@) = sen(x)
I, = [5,6]
max | £ (2)| = 0.9589243
z€Iy
|®(5.8)| = 0.0288
|E(5.8)| < 0.0011507

El error cometido es:

E(5.8) = sen(5.8) — p(5.8) = 0.0008371. <

5.3 Diferencias divididas de Newton

Esta es una manera diferente de hacer los célculos para la interpolacion
polinémica. En la interpolacién de Lagrange se construye explicitamente p,
es decir, se conocen sus coeficientes. Por medio de las diferencias divididas
no se tiene explicitamente el polinomio, pero se puede obtener facilmente el
valor p(x) para cualquier x.

Supongamos de nuevo que tenemos los mismos n puntos,

($1>f1)7 (anfQ)a sy (wnflafnfl)a (xnafn)

Con ellos se obtiene p = p,_1 € P,_1. Si se consideran Unicamente los
primeros n — 1 puntos

(mlvfl)’ (x2af2)7 LR (xn—lvfn—1)7
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se puede construir p,—s € P,_2. Sea c(x) la correccién que permite pasar
de Pn—2 @& Pn-1,

pn—l(x) = pn—2(x) + C(JJ), es decir, C(JJ) = pn—l(m) _pn—Z(x)-
Por construccién, ¢ es un polinomio en P,_1. Ademas,
(i) = pp—1(x;) — pn—a(x;) =0, i =1,2,....n— 1.

La férmula anterior dice que ¢ tiene n — 1 raices diferentes 1, za, ..., Tp—_1,
entonces

c(x) =an—1(x—x1)(x —29) - (T — Tpp—1)-

f(xn) = pnfl(-fnn) = pn72(l‘n) + C($n)7

f@n) = pn-2(xn) + an—1(xn — 21)(Tn — 22)(Tn — 23) -+ (Tn — Tn-1).
De la dltima igualdad se puede despejar «,_1. Este valor se define como
la diferencia dividida de orden n — 1 de f en los puntos x1, o, ..., Tnp. Se
denota

an—1 = flr1,x2, ..., Tp] = f(@n) = pn—a(zn)

(n — 1) (@0 — 2) - (Tn — Tn1)

El nombre diferencia dividida no tiene, por el momento, un significado muy
claro; éste se vera més adelante. Una de las igualdades anteriores se reescribe

Pro1(@) = puoa@) + flor, o zal@ —@1) - (x —201). (58)

Esta férmula es la que se utiliza para calcular p,_1(z), una vez que se sepa
calcular, de manera sencilla, f[z1,z2, ..., 2y

e Para calcular p(z), se empieza calculando py(x).

e A partir de pg(x), con el valor f[x,zs], se calcula p;(x).

A partir de py(z), con el valor flx1,x9,x3], se calcula py(z).

A partir de py(z), con el valor flxy,xe,x3,x4], se calcula ps(x).

A partir de p,_2(x), con el valor f|x1,x9, ..., x,], se calcula p,_1(z).
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Obviamente
po(z) = f(o). (5.9)
Por definicién, consistente con lo visto antes,
flzol == f(x0),
que se generaliza a
flw] = f(@i), Vi (5.10)

Las demads diferencias divididas se deducen de (5.8),

pi(z) = po(x)+ flz1, z2](x — 71),
_ (@) —po(x)
flry, 22 = -

Para x = xo,

n (5132) —po(@)

f[a?l’mZ] = )
o — 1

f[wl,xQ] _ f(x2) _ f(CCQ)’
Tro9 — I

flov, o] = flza] — f[:Ul]‘
Tro — T

La anterior igualdad se generaliza a
flai, wig1] = M (5.11)

Tit1 — X4

Deduccién de f[xy, xo, x3] :

p1(x) + flr1, z2, 23)(x — 1) (x — 2),
p2(x) — p1(x)

(x —x1) (2 — 32)’
T = a3,

p2(x3) — p1(x3)
(23 — 1) (23 — 22)

p2()

flxt, x2, 23]

flen, x0, 23] =

floy, zo, 3] = ‘fl'(xg —2) = fa(wz — 1) + fa(w2 — 1)
o (23 — w2) (w3 — x1) (w2 — 71)
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Por otro lado,

fa—fe fo— N
f[$27371] - f[x17x2] X3 — T2 T9 — X1
Tr3 — 1 : r3 — X1 ’
flwa, 3] — flev,wa]  filws — o) — fa(ws — x1) + fa(wo — 7).
T3 — I (563 —$2)(9€3—331)(932—$1)
Luego
flz1, zo, 23] = flws, @] - f[xl,xg]'
r3 — I1
Generalizando,
flzis Tig1, wivo] = flies, ziva] = floi i] (5.12)

Tit2 — X4

La generalizacion para diferencias divididas de orden j es:

fl@iv1, o Tigs] = floi, oy Tigj-1]
f[xia$i+l7"'7xi+j] = . (513)
Litj — Ly
Las férmulas anteriores dan sentido al nombre diferencias divididas. Cuando
no se preste a confusién, se puede utilizar la siguiente notacion:

D]f[xl] = f[xi,xi-i-h ,.TH_]] (514)
Entonces
DOflxz;] = flxy), (5.15)
0 . _no .
Dfe) = DHfla) = DLElEBTE g
pifla) = Pl =] (517)

DSl = mlﬂZi:Zijl (5.18)

5.3.1 Tabla de diferencias divididas

Para ejemplos pequenos, hechos a mano, se acostumbra construir la tabla
de diferencias divididas, la cual tiene el siguiente aspecto:
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i fi fles,xi]  fles i, wigo]  fl@, Tig1, Tigo, Tigs)]

r1 fi

f[xlvx?}
Ty fo flw1, 22, 23]

flxa, x3] fler, wo, w3, 24
z3  f3 flze, z3, 24

flxs, x4] flxe, 3, x4, 5]
Ty fa flws, x4, 5]

flwa, 5]
5[5

En la tabla anterior, dados 5 puntos, estan las diferencias divididas hasta
de orden 3. Claro estd, se hubiera podido calcular también la diferencia
dividida de orden 4, que estaria colocada en una columna adicional a la
derecha.

La elaboracion de la tabla es relativamente sencilla. Las dos primeras
columnas corresponden a los datos. La tercera columna, la de las difer-
encias divididas de primer orden, f[x;,z;11], se obtiene mediante la resta
de dos elementos consecutivos de la columna anterior dividida por la resta
de los dos elementos correspondientes de la primera columna. Por ejemplo,
flzs,xa] = (fa — f3)/(z4 — x3). Obsérvese que este valor se coloca en medio

de la fila de f3 y de la fila de f;.

Para el calculo de una diferencia dividida de segundo orden, cuarta columna,
se divide la resta de dos elementos consecutivos de la columna anterior por la
resta de dos elementos de la primera columna, pero dejando uno intercalado.
Por ejemplo, flz1, 2, 3] = (f[z2, x3] — flz1, x2]) /(23 — 21).

Para el calculo de una diferencia dividida de tercer orden, quinta columna,
se divide la resta de dos elementos consecutivos de la columna anterior por la
resta de dos elementos de la primera columna, pero dejando dos intercalados.

Por ejemplo, flx1,x2, 23, 4] = (flr2, 23, 24] — flr1, 22, 23]) /(24 — 71).

Ejemplo 5.6. Construir la tabla de diferencias divididas, hasta el orden 3,
a partir de los seis puntos siguientes:

(0, 0), (0.5, 0.7071), (1, 1), (2, 1.4142), (3, 1.7321), (4, 2).
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El valor 1.4142 es simplemente (0.7071 — 0)/(0.5 — 0). EI valor 0.2679 es
simplemente (2—1.7321)/(4—3). El valor —0.1144 es simplemente (0.4142—
.5858)/(2 — .5). El valor 0.0077 es simplemente (—0.0250 — —0.0482)/(4 —

1). ©

El esquema algoritmico para calcular la tabla de diferencias divididas hasta

5. INTERPOLACION Y APROXIMACION

i fi  Dflz;]  D*flas] D3 fla]
0 0.0000
1.4142
5 0.7071 —0.8284
0.5858 0.3570
1 1.0000 —0.1144
0.4142 0.0265
2 1.4142 —0.0482
0.3179 0.0077
3 1.7321 —0.0250
0.2679
4 2.0000

el orden m es el siguiente:

Suponiendo que x, y son vectores y que se conoce m, la tabla de diferen-
cias divididas, hasta el orden m, se puede costruir en Scilab por 6rdenes
semejantes a:

<

DD

para i =1,....n
DO flag] = f(x:)
fin-para i
para j=1,...m
para i =1,...n—j
calcular D7 f[x;] segin (5.18)
fin-para i
fin-para j

size(x,1)

zeros(n,m+1);



5.3. DIFERENCIAS DIVIDIDAS DE NEWTON 187

DD(:,1) = y;
for j=1:m
for i=1:n-j
Djfi = ( DD(i+1,j) - DD(i,j) )/(C x(i+j) - x(i) );
DD(i,j+1) = Djfi;
end
end
disp(DD)

Si los datos f(z;) corresponden a un polinomio, esto se puede deducir me-
diante las siguientes observaciones:

e Si para algin m todos los valores f[rg, ki1, ..., Tk+m) Son iguales (o
aproximadamente iguales), entonces f es (aproximadamente) un poli-
nomio de grado m.

e Si para algin r todos los valores flzg, ki1, .., Trtr] son nulos (o
aproximadamente nulos), entonces f es (aproximadamente) un poli-
nomio de grado r — 1.

5.3.2 Calculo del valor interpolado

La férmula (5.8) se puede reescribir a partir de un punto x, pues no siempre
se debe tomar como valor de referencia x1,

Pa(@) = P () + D™ flea)(@ — 24) (@ — 2sr) -+ (@ = Tppmr). (5.19)

Si se calcula py,—1(z) de manera andloga, queda en funcién de p,,—o(x) y asi
sucesivamente se obtiene:

i—1

pm(x) =Y | D' flar] [ [ (= — zasy) | - (5.20)
=0

7 7=0

El proceso para el calculo es el siguiente:

po(z) = f
pi(x) = po(x) + D' flag)(x — )
po(z) = p1(z) + D? flag)(z — z) ( — Tpp1)
p3(x) = pa(x) + D flag](z — x) (@ — 2pp1) (@ — Tpy2)
(z) = p3(x) + D* flap](z — x) (2 — 2pg1) (& — Tpg2) (2 — Tpy3)
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Se observa que para calcular p;(x) hay multiplicaciones que ya se hicieron
para obtener p;_i(z); entonces, no es necesario repetirlas sino organizar el
proceso de manera mas eficiente.

Y =1, po(z) = fx

1 =10 —xx),  p1(x) =po(x) + D' flzr] m

Y2 =7 (x — Tpg1), pa(z) = pi(x) + D? flzx] 72

V3 = 72(¢ — Thy2), p3(x) = pa(x) + D flap] 73
( (z) (z) [2k] Y4

Y4 =3(x — Tpy3), pa(w) = ps(x) + D* flay,

Unicamente queda por precisar la escogencia del punto inicial o de referencia
xg. Sise desea evaluar p,, (), jcudl debe ser z;? Recordemos que se supone
que los puntos 1, 9, ..., T, estan ordenados y que m, orden del polinomio
de interpolacién, es menor o igual que n — 1. Obviamente, aunque no es
absolutamente indispensable, también se supone que Z ¢ {1, x9, ..., T, }.

Naturalmente se desea que Z € [z}, Zg4m]. Pero no siempre se cumple; esto
sucede cuando T ¢ [r1,x,]. En estos casos se habla de extrapolacién y se
debe escoger x; = 1 si T < x1. En el caso opuesto se toma xp = xp—m.

En los demas casos, se desea que T esté lo “méds cerca” posible del intervalo
[k, Tktm] O del conjunto de puntos Tk, Ti1, Thr2s -y Thtm-

Ejemplo 5.7. Considere los datos del ejemplo anterior para calcular por
interpolaciéon cuadratica y por interpolacién cibica una aproximacién de

£(1.69).

El primer paso consiste en determinar el x;. Para ello iinicamente se tienen
en cuenta los valores x;.

&

AW~ OO

Para el caso de la interpolacién cuadratica, una simple inspeccién visual
determina que hay dos posibilidades para xj. La primera es xp = 0.5,
intervalo [0.5,2]. La segunda es xj = 1, intervalo [1,3]. ;Cual es mejor?
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Para medir la cercania se puede usar la distancia de z al promedio de los
extremos del intervalo (z; + ;12)/2 (el centro del intervalo) o la distancia
de z al promedio de todos los puntos (x; + x;+1 + zi+2)/3. En general

u = H# (5.21)

o = DiEE L S, (522
m+1

|z —ug| = miin{\a_c —ui| 1 T € [T, Tivm] }, (5.23)

|z — v, = miin{|fi —vi| 1 T € [Ti, Tigm]}- (5.24)

Los valores u; y v; son, de alguna forma, indicadores del centro de masa del
intervalo [z;, Zi4+m]. Con frecuencia, los dos criterios, (5.23) y (5.24), definen
el mismo x, pero en algunos casos no es asi. De todas formas son criterios
razonables y para trabajar se escoge un solo criterio, lo cual da buenos
resultados. Se puede preferir la utilizacién de v; que, aunque requiere mas
operaciones, tiene en cuenta todos los x; pertenecientes a [T, Titm)]-

Los resultados numeéricos para la interpolacién cuadratica dan:

€X; U; ]a’;—uz| V; ]i;—vi|
0
) 1.25 0.44 1.1667 0.5233
1 2.00 0.31y/ 2.0000 0.3100+/
2
3
4

Para la interpolacion cubica hay tres posibilidades para zx: 0, 0.5 y 1.

X; U ‘i‘—uzl V; ’f—?}ﬂ
1.00 0.69 0.875 0.815
1.75 0.06+/ 1.625 0.065/
2.50 0.81 2.500 0.810

R R )
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Una vez escogido zj = 1 para obtener la aproximacién cuadratica de f(1.69),
los célculos dan:

Y =1, po(z) =1,

v = 1(1.69 — 1) = 0.69, p1(x) =14 0.4142(0.69) = 1.285798

v2 = 0.69(1.69 — 2) = —0.2139, po(x) = 1.285798 — 0.0482(—0.2139)
p2(x) = 1.296097

Para la interpolacion cubica, x = 0.5:

Y=1, pO(:C):O?O?l)

1 =1(1.69—-0.5)=1.19, p1(x)=0.707140.5858(1.19)
p1(x)=1.404202

v2=1.19(1.69—1)=0.8211, po(z)=1.404202—0.1144(0.8211)
p2(x)=1.310268

v3=0.8211(1.69—2) =—0.254541, p3(x)=1.310268+0.0265(—0.254541)
p3(z)=1.303523. <

El esquema del algoritmo para calcular p,,(Z), a partir de la tabla de difer-
encia divididas, es el siguiente:

determinar k
px = f(zy)
gi=1.0
para j=1,...m
gi =gl (T — Tpqj-1)
px = px + gi * D7 f[xy]
fin-para j

Si x esun vector ordenado de manera creciente, m el grado del polinomio
interpolante y t el valor en el que se desea interpolar, el indice k se puede
obtener en Scilab por 6rdenes semejantes a:

n = length(x);

if t <= x(1)
k=1
else if t >= x(n)
k = n-m;
else
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distmin = 1.0e10;
k = -1;
for i=1:n-m
if ( x(1) <=t & t <= x(i+m) ) | m == 0
vi = mean(x(i:i+m));
di = abs( t - vi );
if di < distmin
distmin = di;
k =1
end
end // if
end // for i
end // else
end // else

Dados los vectores x (ordenado)y y ,elvalor m (grado del polinomio),
si ya se construyé la tabla de diferencias divididas DD y se conoce Kk,
entonces el valor p(t) se puede calcular en Scilab asf:

pt = DD(k,1)
gi=1
for j=1:m
gi = gi*x(t-x(k+j-1))
pt = pt + gi*DD(k, j+1)
end

La escogencia del “mejor” xj para calcular p,,(Z), con m < n — 1, es 1til
cuando se va a evaluar una aproximacién de f en pocos puntos, suficiente-
mente separados entre si. Cuando hay muchos valores z para obtener una
aproximacion de f, puede suceder que dos de los T sean cercanos pero al
obtener el “mejor” xj resulten dos zj diferentes con dos aproximaciones
bastante diferentes, cuando se esperaban dos aproximaciones parecidas. En
la seccién de splines hay un ejemplo detallado.
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5.4 Diferencias finitas

Cuando los puntos (z1, f(x1)), (x2, f(z2)), (3, f(x3)), ..., (zn, f(x)), estdn
igualmente espaciados en x, es decir, existe un h > 0 tal que

ri=x;_1+h, 1=2,...,n
T; :.Tl—i—(i—l)h, 1=1,..,n

entonces se pueden utilizar las diferencias finitas, definidas por

Af = fi (5.25)
Afi = fipn—fi (5.26)
AR = ANMAf) = A fi = A (5.27)

Algunas de las propiedades interesantes de las diferencias finitas son:

AFf = ;(_1)j<§>fi+k—ja (5.28)
five = zk:<§>Nfz (5.29)

Il
=)

J

Las demostraciones se pueden hacer por inducciéon. La primera igualdad
permite calcular AFf; sin tener explicitamente los valores A*F~1 fj- La se-
gunda igualdad permite el proceso inverso al cdlculo de las diferencias finitas
(se obtienen a partir de los valores iniciales fp), es decir, obtener un valor
fm a partir de las diferencias finitas.

Para valores igualmente espaciados, las diferencias finitas y las divididas
estan estrechamente relacionadas.

Dflz] = flas] = fi=A";

D' flzi] = floi,zipa] = fin =i _ Alfi

Tit1 — T4 h
2 _ flwins wige] = flriwia] A
D flzi] = floi, wiy1, Tiva] = P == 50
A™ f;
D" flz;] = flziy o, Titm] = J (5.30)

m! hm
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5.4.1 Tabla de diferencias finitas

La tabla de diferencias finitas tiene una estructura andloga a la tabla de
diferencias divididas. Se usa para ejemplos pequenos hechos a mano.

i  fi Afi A%fi A3

T fi

Afy
Ty fo A?fy

Afy A?fy
T3 f3 A% f,

Afs A fy
Ty fa A? fs

Afy
5[5

La elaboracién de la tabla es muy sencilla. Las dos primeras columnas
corresponden a los datos. A partir de la tercera columna, para calcular
cada elemento se hace la resta de dos elementos consecutivos de la columna
anterior. Por ejemplo, Af; = f1 — f3. Obsérvese que este valor se coloca en
medio de la fila de f3 y de la fila de f;. Por ejemplo, A%f; = Afy — Afy.
De manera semejante, A3 fo = A2 f3 — A%f,,

Ejemplo 5.8. Construir la tabla de diferencias finitas, hasta el orden 3, a
partir de los seis puntos siguientes: (0, 0), (0.5, 0.7071), (1, 1), (1.5, 1.2247),
(2, 1.4142), (2.5, 1.5811).

x fi Afi Af, A3
0.0000
0.7071
5 0.7071 —0.4142
0.2929 0.3460
1 1.0000 —0.0682
0.2247 0.0330
1.5 1.2247 —0.0352
0.1895 0.0126
2 1.4142 —0.0226
0.1669

2.5 1.5811
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El valor 0.1895 es simplemente 1.4142 — 1.2247. El valor 0.0330 es simple-
mente —0.0352 — —0.0682. <

El esquema algoritmico para calcular la tabla de diferencias finitas hasta el
orden m es el siguiente:

para t=1,...,n
A f; = f(z:)
fin-para 1
para j=1,...m
para i=1,..n—j
Alfy =N — AL
fin-para 1
fin-para j

5.4.2 Calculo del valor interpolado

Teniendo en cuenta la relacién entre diferencias divididas y finitas (5.30), la
igualdad (5.20) se puede escribir

m Asz i—1
Pm(x) = Z il b H(x Th+j)
i=0 ’ j=0

El valor i! se puede escribir Hj;%](j +1). Ademds, sea s = (z — x)/h, es

decir, x = x), + sh. Entonces, * — xj4; = 2 + sh — x, — jh = (s — j)h.

m -Ai i—1
NCEEED S § (PR

i=0 | ’ j=0
m _AZ i—1

- > |5 Ie-9)
i=0 | =0
m i—1

- Al 57J
; fkjr:[oj+1

Si a y b son enteros no negativos, a > b, el coeficiente binomial esta definido

() = m

por
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Desarrollando los factoriales y simplificando se tiene

<a> :a(a—l)(a—2)--~(a—b+1) ala—1)(a—2)---(a—b+1)

b 1x2x3x---X%Xb - b!
Esta dltima expresién sirve para cualquier valor real a y cualquier entero no

a
negativo b, con la convenciéon de que <0) = 1. Entonces,

i—1 .
15—
i+l

. S ,
se puede denotar simplemente por < > y asi
i
- S
_ i
Pm(x) = g A’ fi, <z> (5.31)
=0
Este coeficiente <S> guarda propiedades semejantes a las del coeficiente
i

Esto permite su cdlculo de manera recurrente

(o) -

binomial, en particular

[

() = ()

G) = ()
) = ()5
() = ()

S
w
S

Escoger el x; para interpolar por un polinomio de grado m, se hace como en
las diferencias divididas. Como los valores x; estan igualmente espaciados
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los valores, u; y v; coinciden.

Ti+ Tigm .
U = ——, t=1,...,n—m,

2
|z —ur| = min{|lz —u|:i=1,...,n—m}.

Definido el xy, es necesario calcular s:

T — Tk
s = .

El esquema de los calculos es:

Y =1, po()
Y1 =705, p1(x)
Ye=m(s—-1)/2, p2(x)=
13 ="2(s —2)/3, p3(x)
Y4 ="3(s = 3)/4,  pa(x) =p3(x) + A fr 74

Ejemplo 5.9. Calcular p3(1.96) y p2(1.96) a partir de los puntos (0, 0),
(0.5, 0.7071), (1, 1), (1.5, 1.2247), (2, 1.4142), (2.5, 1.5811).

La tabla de diferencias finitas es la misma del ejemplo anterior. Para calcular
p3(1.96) se tiene x; = x2 = 1. Entonces s = (1.96 — 1)/0.5 = 1.92.

Y =1, po(z) = fa=1

v = 1(1.92) = 1.92, pi(z) = 1+ .2247(1.92) = 1.431424

vo = 1.92(1.92 — 1)/2 = .8832, po(z) = 1.431424 — .0352(.8832)
p2(z) = 1.400335

g = 72(1.92 — 2)/3 = —.023552, ps(z) = 1.400335 + .0126(—.023552)
p3(z) = 1.400039

Para calcular py(1.96) se tiene z; = x3 = 1.5. Entonces s = (1.96 —
1.5)/0.5 = 0.92.

Y =1, po(z)

v =1(0.92)=0.92, p1(z) =1.2247 + .1895(.92) =1.39904

12 =0.92(0.92 — 1)/2=—.0368, pa(z)=1.39904 — .0226(—0.0368)
(z)
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3+ .

2 + o [ [ °

L4

0 I I I I I
0 1 2 3 4 5

Figura 5.7: Puntos o datos iniciales

5.5 Trazadores cubicos, interpolacién polinomial
por trozos, splines

Dados n + 1 puntos, al utilizar diferencias divididas o diferencias finitas,
cuando se desea interpolar por un polinomio de grado m en un valor ¢, se
escoge el mejor conjunto de puntos (g, Yx), (Tr+1, Yk+1)s s (Thtms Yk+m)s
para obtener el valor p,,(t). Sin embargo este método presenta un gran
inconveniente cuando hay que interpolar en muchos valores t. Consideremos
los siguientes puntos:

(1,2), (2,2), (3,2), (4,3), (5,2).

Para interpolar por polinomios de orden 2, si t < 2.5 se utilizan los puntos
(1,2), (2,2) y (3,2). Entonces, por ejemplo, p2(2.49) = 2. Si 2.5 <t < 3.5,
se utilizan los puntos (2,2), (3,2) y (4, 3). Después de algunos calculos se ob-
tiene p(2.51) = 1.87505. Para t = 2.501 se obtiene p2(2.501) = 1.8750005.
El limite de py(t), cuando ¢t — 2.5T, es 1.875. Esto nos muestra una discon-
tinuidad. En ¢ = 3.5 también se presenta una discontinuidad.

Estas discontinuidades se pueden evitar utilizando en el intervalo [1, 3] un
polinomio pa(t) y en el intervalo [3, 5] otro polinomio pa(t).
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3 =4

2 + ° ' /-/

1 4+

0 : : : : :
0 1 2 3 4 5

Figura 5.8: Interpolaciéon cuadratica por trozos no continua

3 4+

2 4+

1 4+

0 I I I I I
0 1 2 3 4 5

Figura 5.9: Interpolaciéon cuadratica por trozos continua
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Obviamente ya no hay discontinuidades pero la grafica no es suave, es decir,
la funcién interpolante no es diferenciable.

Los trazadores ctbicos (“splines” cubicos)

remedian este inconveniente. En cada intervalo [z;,x;+1] se utiliza un poli-
nomio cubico y los coeficientes de cada polinomio se escogen para que en los
puntos x; haya continuidad, diferenciabilidad y doble diferenciabilidad.

Dados n + 1 puntos (zo,v0), (z1,y1), (2,Y2), - (Tn,Yn), con
To <1 < T <+ < Ty,
el trazador cibico se define asf:
So(x) si x € [zg,x1]
S(x) = Sl(m) si x € [x1,x9] (5:32)
;S”n,l(x) si x € [xp_1,xy)

En cada uno de los n intervalos, S;(z) es un polinomio ctbico.

Si(z) = aij(x — x3)% + bi(z — ) > + cile —x;) +di, i=0,1,...,n—1.
(5.33)

Conocer S(z) quiere decir conocer 4n coeficientes: a;, b;, ¢;, d;, para i =
0,1,..,n— 1.

Se requiere que S(x) pase por los puntos, y que sea doblemente diferencia-
ble. Los problemas se pueden presentar en los extremos de los intervalos.
Entonces,

S(zi) =vyi, 1=0,...,n
Si(xiy1) = Sit1(xit1), 1=0,...,n—2
Si(zit1) = Sipy(wiv1), i=0,..,n—2
Si (wiv1) = Siy1(xiy1), i=0,..,n—2

Sea h; = xj41 — xj, el tamano del intervalo [z;,x;41]. Las condiciones
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anteriores se convierten en:
Si(x;) = di = y;
Sn—l(xn) = an—lhi_l + bn—lhi_l + Cn—lhn—l + dn—l = Un

aihg) + bih? 4+ cih; +d; = di
3a;h? + 2b;h; + ¢; = ci
6a;h; + 2b; = 2b; 11

1 =0,
1 =0,
1=0,...
1=0,

vy — 1,
vy — 2,

y TV — 27
ey — 2.

Sea d, := y, una variable adicional. Esta variable se utilizarda tnicamente
en las formulas intermedias, pero no aparece en las férmulas finales.

di:yi i:(),...,n,
aih?—l—bih?-FCihi—l-di :d@url iZO,...,TL—l,
3aih?+2bihi+0i = Ci+1 1=0,..,n— 2,
3a;h; + b; = bj+1 1=0,...,n—2.
De (5.37):
_ big1—b;
Y 3k
Reemplazando (5.38) en (5.35):
h 2
E(bﬂ_l —b;) + bihi + cihi + d; = dit1
h2
?Z(bzﬁrl +2b;) + cihi + di = diya

Reemplazando (5.38) en (5.36):
(bi+1 = bi)hi +2bihi + ¢; = ciya
(bit1 + bi)hi + ¢i = civa
Despejando ¢; de (5.39):
¢ = }i(dwl —d;) - %(Qbi + biy1)
Cambiando ¢ por ¢ — 1:

hi—1

1
cio1 = —(di —di—1) — 5

hi—1

(2b;—1 + b;)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)
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Cambiando ¢ por ¢ — 1 en (5.40):
(bi + bi—l)hi—l +c1=c¢ (5.43)
Reemplazando (5.41) y (5.42) en (5.43):

1 hi—l 1 hi
di — di_y) — i1+ bi) = —(di1 — di) — = (2b; + b;
hi—l ( 1) 3 ( 1 + ) hz( +1 ) 3 < + +1)

(b +bi—1)hi—1 +

Las variables d; son en realidad constantes (d; = y;). Dejando al lado
izquierdo las variables b; y al lado derecho los términos independientes, se
tiene:

hi_1 2hi_1 2h; h; 1 1
bi bit by = ——(di1 — di) + —(dis1 — dy).
3 1+< 3 + 3> +3 +1 hifl( 1 )+hi( +1 )

Multiplicando por 3:

3
di1—di) + —(—d; +diy1).

hi—1bi—1 + 2(hi—1 + hi)b; + hibiy1 = "
(5.44)

3
hi—l(

La igualdad anterior es valida para ¢ = 1,...,n — 2. Es decir, hay n — 2
ecuaciones con n incognitas. El sistema se completa segin las condiciones
de frontera. Hay dos clases de condiciones sobre S(z). La primera clase se
conoce con el nombre de condiciones de frontera libre o natural: en los
extremos la curvatura es nula, o sea, S”(x¢) =0y S”(x,) =0,

S// — 07
ot (5.45)
nfl(xn) =0.

En la segunda clase de condiciones de frontera, frontera sujeta, se supone
conocida la pendiente de S(x) en los extremos:

So(zo) = f'(x0),

() = £, (540
Al explicitar las condiciones de frontera libre se tiene:
S (x) = 6ag(x — xq) + 2bg
SZ—I(x) = 6an—1(T — Tp-1) +2bp1
n-1(zn) = 3ap—1hp—1 +bp1 =0 (5.48)
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Ademas del resultado anterior, by = 0, se puede introducir una variable
adicional b, = 0. Esto permite que la ecuacién (5.44) se pueda aplicar para
i = n — 1. Recuérdese que ya se introdujo d, = y, y que para todo i se
tiene d; = y;. Entonces se tiene un sistema de n 4+ 1 ecuaciones con n + 1
incognitas, escrito de la forma

Ab =, (5.49)
donde
1 0 0
ho 2(ho+ h1) h1 0
0 h1 2(h1 + h2) ha
A— 0 0 ho 2(h2 + hg) hs
0 0 hn72 2(hn72 + hnfl)
0 0 0
bo 0
3 3
by %(yo —y1)+ E(_yl + y2)
3 3
by F(yl —y2) + F(_y2 +3)
b= 5 C = 1 2
3 3
bnf n—2— Yn— —In— n
1 hn—2(y 2—Y 1)+hn— (=Yn—1+ Yn)
bn, 0

El sistema (5.49) tiene dos caracteristicas importantes: es tridiagonal, lo cual

facilita su solucién; la matriz A es de diagonal estrictamente dominante, lo

cual garantiza que A es invertible y que la solucién existe y es tnica.

Una vez conocidos los valores by, b1, ..., by—1, by, se puede aplicar (5.41)

para calcular los ¢;:
1

h;
¢ = —Yiy1 — ¥i) — §(2bz‘ + bit1),

" (5.50)




5.5. TRAZADORES CUBICOS, INTERPOLACION POLINOMIAL POR TROZOS, SPLINES203

Como b,, existe y vale 0, la ecuacién (5.38) se puede aplicar ain para i =
n— 1.

a:bgh_b i=0,..,n—1. (5.51)
Obsérvese que para i = n—1, la igualdad a,,—1 = (0—b,—1)/(3h,—1) coincide
con la segunda condicién de frontera (5.48). El orden de aplicacién de las
férmulas es el siguiente:

di = Y, i:O,...,n—l.

Obtener by, by, ..., by, resolviendo (5.49).
En particular bp =0 y b, =0.

e Parai=0,....,n — 1 calcular ¢; segin (5.50).
e Parai=0,..,n — 1 calcular a; segiun (5.51).

Ejemplo 5.10. Construir el trazador ctibico para los puntos (1,2), (2,2),
(3,2), (4,3) vy (5,2).

De manera inmediata dg = 2, di = 2, dy = 2 y d3 = 3. Adicionalmente
d4s = 2. En este ejemplo hg = h; = ho = hg = 1. El sistema que permite
obtener los b; es:

1 0 0 0 Of [bo 0
1 41 0 0] |b 0
01 4 1 0| (b= 3
0 0 1 4 1| |bs —6
00 0 0 1] |bg 0
Al resolver el sistema se obtiene by = 0 (obvio), by = —0.321429, by =

1.285714, by = —1.821429 y by = 0 (también obvio). El célculo de los otros
coeficientes da:

co = 0.107143
c1 = —0.214286
c = 0.75

cs = 0.214286
ap = —0.107143
a1 = 0.535714
as = —1.035714

az = 0.607143.
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3 4+
2 =4
1 4+
0 : : : : :
0 1 2 3 4 5
Figura 5.10: Interpolacién con trazadores ctibicos o splines
Entonces

So(x) = —0.107143(z — 1) 4 0(x — 1)% + 0.107143(z — 1) 4 2
Si(z) = 0.535714(x — 2)3 — 0.321429(x — 2)? — 0.214286(x — 2) + 2
(z)
(x)

Sy(z) = —1.035714(x — 3)® + 1.285714(x — 3)% + 0.75(x — 3) + 2
Ss(z) = 0.607143(x — 4)® — 1.821429(z — 4)% + 0.214286(2 — 4) + 3.

X

5.6 Aproximacién por minimos cuadrados

Cuando hay muchos puntos no es conveniente buscar un tnico polinomio
o una funcién que pase exactamente por todos los puntos. Entonces hay
dos soluciones: la primera, vista anteriormente, es hacer interpolacién por
grupos pequenos de puntos. Para muchos casos es una solucién muy buena.
Sin embargo, en algunas ocasiones se desea una funcién que sirva para todos
los puntos. La segunda solucién consiste en obtener una sola funcién f que,
aunque no pase por todos los puntos, pase relativamente cerca de todos.
Este es el enfoque de la aproximacion por minimos cuadrados.

Se supone que hay m puntos (1,91), (x2,92), ..., (Tm,Ym) y que los z; son

todos diferentes. La funcién f, que se desea construir, debe ser combinacién
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lineal de n funciones llamadas funciones de la base. Supongamos que estas
funciones son ¢1, 2, ..., ©,. Entonces,

f(@) = arp1(x) + azpa(x) + -+ + angn(2).

Como las funciones de la base son conocidas, para conocer f basta conocer
los escalares ai, as, ..., Gy.

Como se supone que hay muchos puntos (m grande) y como se desea que
f sea sencilla, es decir, n es relativamente pequeno, entonces se debe tener
que m > n.

Las funciones de la base deben ser linealmente independientes.
Los escalares aj, ag, ..., a, se escogen de tal manera que f(z;) ~ y;, para
1=1,2,...,m. Entonces,

arp1(z1) + agpa(w1) + - +anen(z1) ~ Y1

arp1(x2) + agpa(wa) + -+ + ann(z2) Yo
a1p1(w3) + agpa(x3) + - - + anpn(r3) ~ Y3

%

a191(Tm) + a2p2(Tm) + - + anpn(Tm) = Ym.

Las m igualdades (aproximadas) anteriores se pueden escribir de manera
matricial:

[ o1(z1)  pa(z1) on(z1) Y1
pr(z2)  p2(x2) - pn(z2) ai Y2
e1(z3)  2(z3) - enlas) ag | | w3
: an, :
L o1(Tm)  w2(Tm) - pn(Tm) | L Ym |
De manera compacta se tiene
Pa=y. (5.52)

La matriz ® es una matriz m x n rectangular alta (m > n), a es un vector
columna n x 1, y es un vector columna m x 1. Son conocidos la matriz
® y el vector columna y. El vector columna a es el vector de incognitas.
Como las funciones de la base son linealmente independientes, entonces las
columnas de ® son linealmente independientes. En consecuencia, (5.52) se
puede resolver por minimos cuadrados:

(P"®)a=D"y. (5.53)
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Recordemos del capitulo 11 que para resolver por minimos cuadrados el
sistema Ax = b, se minimiza ||Az — b||3. Traduciendo esto al problema de
aproximacion por minimos cuadrados, se tiene

m n
min Z Z a;P; (x3) — yi
i=1 \j=1

2

es decir,
min Z (f(xz) - yi)z :
i=1

Esto significa que se estd buscando una funcién f, combinacion lineal de
las funciones de la base, tal que minimiza la suma de los cuadrados de las

distancias entre los puntos (z;, f(x;)) v (2, v:).

Ejemplo 5.11. Dadas las funciones o1(z) = 1, ¢o(z) = z, ¢3(z) = 22,

encontrar la funcién f que aproxima por minimos cuadrados la funcién dada
por los puntos (0,0.55), (1,0.65), (1.5,0.725), (2,0.85), (3,1.35).

Como las funciones de la base son 1, z, 22, en realidad se estd buscando
aproximar por minimos cuadrados por medio de un parabola. El sistema
inicial es

10 0 [ 0.55
1 1 1 al 0.65
1 1.5 2.25 as | =~ | 0.725
1 2 4 as 0.85
1 3 9 | 1.35
Las ecuaciones normales dan:
9 7.5 16.25 ap | 4.1250
7.5 16.25 39.375 asy | = 7.4875
16.25 39.375 103.0625 az | 17.8313
La solucién es:
0.56 3
a=| —0.04 | , f(z) = 0.56 — 0.04x + 0.122.
0.10
[ f(1) ] 0.56 0.55
f;(xQ) 0.62 0.65
f(zg) | =Pa=| 0.725 , y= | 0.725 &
flaq) 0.88 0.85
f(xs) 1.34 1.35
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5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

Ejercicios

Halle, resolviendo el sistema de ecuaciones, el polinomio de interpo-
lacién que pasa por los puntos

(17 _5)7
(2a *4)7
(4, 4)

Halle, por medio de los polinomios de Lagrange, el polinomio de inter-
polacién que pasa por los puntos del ejercicio anterior.

Halle el polinomio de interpolacién que pasa por los puntos

(-1, -5),
(1, =5),
(2, -2),
(4, 40).

Halle el polinomio de interpolacién que pasa por los puntos

(=1, 10
(1,
27
(4, —10

9

o)

—
=~

)

)
);
)
)-

Considere los puntos

(0.10, 11.0000),
(0.13, 8.6923),
(0.16, 7.2500),
(0.20, 6.0000),
(0.26, 4.8462),
(0.40, 3.5000),
(0.32, 4.1250),
(0.50, 3.0000).

Construya la tabla de diferencias dividas hasta el orden 3. Obtenga
p2(0.11), p2(0.08), p2(0.25), p2(0.12), p2(0.33), p2(0.6), p3(0.25),
p3(0.33), p3(0.6).
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5.6 Considere los puntos

(0.05, 21.0000),
(0.10, 11.0000),
(0.15, 7.6667),
(0.20, 6.0000),
(0.25, 5.0000),
(0.30, 4.3333),
(0.35, 3.8571),
(0.40, 3.5000).

Construya la tabla de diferencias divididas hasta el orden 3. Cal-
cule p2(0‘11)a p2(0'08)7 p2(0'25)a p2(0'12)’ p2(0'33)7 p2(0.6), p3(0'25)7
p3(0.33), p3(0.6).

5.7 Considere los mismos puntos del ejercicio anterior. Construya la tabla
de diferencias finitas hasta el orden 3. Halle py(0.11), p2(0.08),
p2(0.25), p2(0.12), p2(0.33), p2(0.6), p3(0.25), p3(0.33), p3(0.6).

5.8 Considere los puntos

0.05, 2.0513),
0.10, 2.1052),
0.15, 2.1618),
0.20, 2.2214),
0.25, 2.2840),
0.30, 2.3499),
0.35,2.4191),
0.40, 2.4918).

o~~~ o~~~

Obtenga la recta de aproximacion por minimos cuadrados.

5.9 Considere los mismos puntos del ejercicio anterior. Obtenga la parabola
de aproximacién por minimos cuadrados.

5.10 Considere los mismos puntos de los dos ejercicios anteriores. Use
otra base y obtenga la correspondiente funcién de aproximacién por
minimos cuadrados.
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Integracion y diferenciacion

6.1 Integracién numérica

Esta técnica sirve para calcular el valor numérico de una integral definida,
es decir, parar obtener el valor

I= /abf(:c)dx.

En la mayoria de los casos no se puede calcular el valor exacto I; simplemente
se calcula I aproximacion de I.

De todas maneras primero se debe tratar de hallar la antiderivada. Cuando
esto sea imposible o muy dificil, entonces se recurre a la integracién numérica.
Por ejemplo, calcular una aproximacién de

05
/ e dx.
0.1

En este capitulo hay ejemplos de integracién numeérica con funciones cuya
antiderivada es muy fécil de obtener y para los que no se debe utilizar la inte-
gracién numérica; se usan solamente para comparar el resultado aproximado
con el valor exacto.

209
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/\\y=ﬂ@

Figura 6.1: Integral definida

6.2 En Scilab

Para obtener una aproximacion del valor de una integral definida, por ejem-

plo,
0.5
/ e dx
0.1

se utiliza intg. Para eso es necesario definir en Scilab la funcién que se va
a integrar. Puede ser, directamente en el ambiente Scilab:

deff(’ [yl = £63(x)’, ’y = exp(-x*x)’)
I = intg(0.1, 0.5, £53)

También se puede definir una funcién en un archivo .sci

function fx = f57(x)
fx = exp(-x*x)
endfunction

y después de cargarla, dar la orden

I = intg(0.1, 0.5, £57)

También se puede utilizar la funcién integrate:

I = integrate(’exp(-x*x)’, ’x’, 0.1, 0.5)
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Aunque Scilab es muy bueno, no es perfecto. La utilizacién de intg o
integrate no funciona bien (versién 5.1) para

2m
/ sen(x) dx .
0

Algunas veces no se conoce una expresiéon de la funcién f, pero se conoce
una tabla de valores (z;, f(x;)), o simplemente una tabla de valores (z;,y;).

Supongamos, asi lo requiere Scilab, que la lista de valores (z1,y1), ..., (Zn, Yn)
estd ordenada de manera creciente de acuerdo a los x;, 0 sea, T1 < 12 <
C < Ty

Para obtener el valor aproximado de la integral, entre x; y z,, de la funciéon
f (representada por los valores (x;,¥;)), es necesario tener dos vectores con
los valor x; y y;, y utilizar la funciéon inttrap, que utiliza la férmula del
trapecio en cada subintervalo.

x = [0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5]°
y = [ 0.9900 0.9778 0.9608 0.9394 0.9139 0.8521 0.7788]"
I = inttrap(x, y)

Para los mismos parametros x , y, se puede utilizar la funcién intsplin
que utiliza trazadores cubicos (splines).

x = [0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5]°
y = [ 0.9900 0.9778 0.9608 0.9394 0.9139 0.8521 0.7788]°
I = intsplin(x, y)

6.3 Foérmula del trapecio

La féormula del trapecio, como también la férmula de Simpson, hace parte
de las férmulas de Newton-Cotes. Sean n + 1 valores igualmente espaciados
a =z, 1, T2, ..., Tp, = b, donde

b—a

zi=a+ih, i=0,1,2,..,n, h= :
n

y supongamos conocidos y; = f(z;). Supongamos ademds que n es un
multiplo de m, n = km. La integral ffon f(x)dx se puede separar en inter-
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N\

) l
/\L |
ToT1 T2 Tm T2m Tn—m T,
a b

Figura 6.2: Divisién en subintervalos

valos méas pequenos:

/xn f(z)dx = o f(z)dz + /mm flz)dz +--- —I-/ f(z)dz.

0

n—m

En el intervalo [xg,z,,| se conocen los puntos (zo,v0), (z1,%1), -y (Tm,
Ym) v se puede construir el polinomio de interpolacién de Lagrange py,(z).
Entonces la integral f;om f(x)dx se aproxima por la integral de py,,

/z:m f(z)dx ~ /z:m pm(z)dz.

Para m = 1 se tiene la formula del trapecio. Su deducciéon es mucho mas

sencilla si se supone que g = 0. Esto equivale a hacer el cambio de variable
r_

=z — x.

T — I Tr — X
p1(z) = Yo
Tro — 1 r1 — X0
(2) x—h+ T
) =
b1 Yo h ylha
1 — Y0
pi(x) =y —i—a:y %
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Yo Y1

Zo h z1

Figura 6.3: Formula del trapecio

Entonces

1 h _
/ p1(2)dz = / (o + 2 L0 gy
o 0 h

h% y1 — yo
— voh 4+ —
= Yo +2 P
—p o 9

/ flw)dz ~h yO;‘yl (6.1)

De la férmula (6.1) o de la gréafica se deduce naturalmente el nombre de
férmula del trapecio.

Ejemplo 6.1.

0.2
1 1
/ edr ~ 0.2(§e0 + 560'2) = 0.22214028. ©
0

Aplicando la férmula del trapecio a cada uno de los intervalos [x;_1,x;] se

tiene:
Tl

f(z)dr =~ h(% + %)

JjO

e n( 4 ),

1

on Yn—1 Yn
dr ~ h .
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Tn
Yn—1 Yn
dr~h(=—4+"4+"+= 4+ -
xof(m)x (T+5+5+5+ 5 +35)
Tn Y0 Y
n
f(:c)dx%h(*%'%+y2+-"+ynf2+yn—1+7): (6.2)

/xnf(:c)dx —I—Z 1‘*’7

Ejemplo 6.2.

0.8
1
/ e*dx ~ 0. 2(2e 4 €02 4 01 4 06 4 5eo-g) = 1.22962334. ©
0

6.3.1 Errores local y global

El error local de la formula del trapecio es el error proveniente de la formula
(6.1).

€loc = Iloc — Do,

€loc = f( Ydx — (70—1-%)
= 1 f(x)dx / 1p1(a:)dx
1 (

= / (/@) - ;m

Utilizando la férmula del error para la interpolacién polinémica 5.6,

€loc = /m:l Gl xo)Z(x — xl)f”(fx)da:, & € [xo, x1].

x))dz.

El teorema del valor medio para integrales dice: Sean f continua en [a,b],
g integrable en [a,b], g no cambia de signo en |a,b], entonces

/ e - £(¢) / @)
b

Teniendo en cuenta que (z — xg)(z — x1) < 0 en el intervalo [zg,z1] ¥
aplicando el teorema del valor medio para integrales, existe z € [zg, 21] tal

que
1 z 1

€loc = f 2( ) / (x —wo)(z — z1)dx, 2 € [T0, 21].
xo

para algin ¢ en [a,b]
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Mediante el cambio de variable t = x — xg, dt = dz,

" h
€loc = f 2(2) /0 t(t - h)dt’ S [:‘L‘Oaxl]’
1" 3
= f 2(2) (—%), z € [aﬁo,l‘l],
€loc = —h3 /(z) , 2 € [xg,x1]. (6.3)

12

La féormula anterior, como muchas de las formulas de error, sirve principal-
mente para obtener cotas del error cometido.
h3

leloc| < EM’ M = max{|f"(2)| : z € [x0, z1]} (6.4)
En el ejemplo 6.1, f"(z) = €%, max{|f"(z)| : z € [0, 0.2]} = 1.22140276,
luego el méximo error que se puede cometer, en valor absoluto, es (0.2)3 x
1.22140276/12 = 8.1427 - 10~%. En este ejemplo, se conoce el valor exacto
I =¢e%2 —1=0.22140276, luego |e| = 7.3752 - 10~%.

En algunos casos, la férmula del error permite afinar un poco maés. Si
f"(x) > 0 (f estrictamente convexa) en [zg, z1] y como I = [ +ej,, entonces
la férmula del trapecio da un valor aproximado pero superior al exacto.

En el mismo ejemplo, f”(z) varfa en el intervalo [1, 1.22140276] cuando
z € [0, 0.2]. Luego
eloc € [—0.00081427, —0.00066667],

entonces
Ie [0.22132601, 0.22147361] .

El error global es el error correspondiente al hacer la aproximacién de la
integral sobre todo el intervalo [z, x,], 0 sea, el error en la férmula 6.2,

Tn
eglob:/ f(x)dx_h(%+y1+y2+"'+yn—2+yn—1+y7n)
zo

- M), 2 € [wio1, xi)
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Sean
M; = min{f"(z) : z € [a,b]}, Mo =max{f"(z):x € [a,b]}.
Entonces
M < f"(z)) < My, Vi
nM; < Zf”(zz‘) < nMy,
i=1
1 n
M, < = "(z) < My.
[ ;f (2i) < M>

Sife C'[Za ) entonces, aplicando el teorema del valor intermedio a f”, existe
€ € [a,b] tal que

1 n
1€)== f"=).
i=1
Entonces

h3
€glob = _Enf”(g) , §€ [av b]
Como h = (b — a)/n, entonces n = (b — a)/h.

2 =)
12

€glob = , £€ [a, b} (65)

6.4 Foérmula de Simpson

Es la férmula de Newton-Cotes para m = 2,

/ flayio = | :2p2<x>dx.

El polinomio de interpolacién pe(x) se construye a partir de los puntos
(x0,90), (x1,91), (z2,y2). Para facilitar la deduccién de la férmula, supong-
amos que ps es el polinomio de interpolacién que pasa por los puntos (0, yo),
(h,y1), (2h,y2). Entonces

(x — h)(xz — 2h) (x —0)(x — 2h) (x —0)(x — h)

p2(x) = yo O—h)0—2h) TV (h—0)(h—2n) + Y2 2h 02 )’
— #(?Jo(m — h)(z = 2h) — 2y1 x(z — 2h) + ya z(x — h)),

1
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2h 3 2
1 /8h 4h
/0 p2(z)dr = o2 ( (Yo —2y1 +y2) + hi( 3yo + 4y1 — y2)
+ 2h2(2h)y0),

[ bt = nko+ L)
0 b2(x)ax = 3y0 391 33/2-

Entonces

/ flx (yo +4y1 +y2) (6.6)

Suponiendo que n es par, al aplicar la férmula anterior a cada uno de los
intervalos [xg, x2], [z2, T4, [T4, T6], ..., [Tn—1,Tn—2], [Tn—2,Zyn], se tiene:

(Yo + 4y1 + 2y + 4ys + - + 4Yp—1 + Yn) (6.7)

k—1

0+4Zy2g 1+2Zy23 + Yn)

Jj=1 Jj=1

oo‘b' w\b

Zo

Ejemplo 6.3.

0.8
0.2
/ v dr ~ 3 (€% 4 4(e? + €%6) 4 2694 4 08) = 1.22555177 .
0

El valor exacto, con 8 cifras decimales, es 1.22554093, entonces el error es
—0.00001084. <

6.4.1 Errores local y global

Para facilitar la deduccién del error local, consideremos la integral entre —h
y h. Sea f € C[{hh}.

e(h) = eroelh /f dm—/_ pa () da,

_ /_hf(:r) di — E(f(—h) +4£(0) + f(h)).
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Sea F tal que F'(z) = f(x), entonces ffh f(z)dx = F(h) — F(=h). Al
derivar con respecto a h se tiene f(h) + f(—h).

() = () + F(—h) — — (F(~h) + 47(0) + f(1)
h

— (= PR+ 1),

3¢/(h) = 2f(h) +2f(=h) — 4f(0) — h(f'(h) = f'(=h)).

3e"(h) = 2f'(h) = 2f'(=h) = f'(h) + f/(=h) = h(f"(R) + f"(=1)),
= f'(h) = f'(=h) = h(f"(h) + " (=)

36”/( ) f//

—

h)+ f(=h) = (f"(h) + f"(=R)) = h(f" () = f"(=h)),

B (R) ~ F(-h),
dww:—§<f%m—fW—mx
oy =~ 2 L)

De los resultados anteriores se ve claramente que e(0) = €'(0) = €”(0) =
e”(0) = 0. Ademés, como f € C*, entonces f” € C'. Por el teorema del
valor medio, existe 8 € [—h, k], = ah, a € [-1,1], tal que

f”,(h) _ fl/l(_h) B ( ) B
o = fW(ah), ac[-1,1].

Entonces
n 2h‘2
¢"(h) = = =D (ah), a€l-1,1]

Sea

ga(h) = fW(ah).
2h?

(k) = = 2 galh).
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Como g4 es continua, ¢ es integrable y no cambia de signo en [0, h], se puede
aplicar el teorema del valor medio para integrales,

h
() =~ () /0 2dt, & e [0,h),

¢ (h) = *g 13 ga(En).

Sea
g3(h) = ga(&s) = fW(B3h), —1<63<1,
entonces

¢ (h) = —g 13 gs (h).

De manera semejante,

h
¢ (h) = /O (1) dt + ¢ (0),

h
ewwz—jét%awﬁ
h
) = —g (&) [ P e,

() =~ gs(6s).
Sea
g2(h) = g3(&3) = fW(Bah), —1<6<1,
() = 55 W g2 (1),

h
e(h):/o e'(t) dt + e(0),

I

e(h) = —1g ; t°g2(t) dt,
h

) = —jg (&) [ 1, @ e,
e(h) = — 55 h* g2(62),

5
()= o fO@n), 1<0 <1,

5
(h) =5 fO¢), —h<z<h
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Volviendo al intervalo [z, 23],

(4)
€loc = —h® fg(SZ)a z € [x0a$2]' (6'8)

La deduccion del error global se hace de manera semejante al error global
en la férmula del trapecio. Sean n = 2k, My = min{f¥(z) : = € [a,b]},
My = max{f¥(z) : z € [a,b]}.

b h k k—1
Eglob = /a f(z)dr — (g( Yo +4Zly2j1 +221y2j - yn))»
j= j=
4) (5.
=D (_ h fg((fj)) » % € [25-2, 2341,
j=1
A
=3 1)
j=1
My < fW(z) < My, Vj
k
kM < fW(z)) < kM,
=1
1J ~
M, < k;f (27) < M3,
Entonces, existe £ € [a, b], tal que

1 k

22 MW(=) = 1),
=1
Jk‘
> () =k fD(9),
=1
Jk
> () =5 FD©),
j=1

K b a (
@,y 2= 4
;f () = =5~ FV(©).
Entonces
_ 4)
egar =t =IO ey (6.9
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La férmula de Simpson es exacta para polinomios de grado inferior o igual
a 3. El error global es del orden de h*.

Pasando de una interpolacién lineal (férmula del trapecio) a una interpo-
lacién cuadrética (férmula de Simpson), el error global pasa de O(h?) a
O(h%), es decir, una mejora notable. Se puede ver que al utilizar interpo-
lacién cibica se obtiene

=3 h 3
/ F()de = & (3o + 91 + 92 +3us) — S FO(2), = € o, ),
zo

llamada segunda férmula de Simpson. Entonces el error local es O(h%) y
el error global es O(h*). La férmula anterior es exacta para polinomios de
grado inferior o igual a 3. En resumen, la interpolacién ctibica no mejora la
calidad de la aproximacion numérica, luego es preferible utilizar la férmula
(6.7), més sencilla y de calidad semejante.

Sin embargo, cuando se tiene una tabla fija con un nimero impar de subin-
tervalos (n impar, nimero par de puntos), se puede aplicar la (primera)
férmula de Simpson sobre el intervalo [zg, z,—3] vy la segunda férmula sobre
el intervalo [z,,_3, zy,)].

6.5 Otras formulas de Newton-Cotes

Las féormulas de Newton-Cotes se pueden clasificar en abiertas y cerradas.
Las férmulas del trapecio y de Simpson son casos particulares de las formulas
cerradas. En ellas se aproxima la integral en el intervalo [xg,x,,] usando
el polinomio de interpolacién, de grado menor o igual a m, construido a

partir de los puntos (2o, v0), (1,%1), ---s (Tm—1,Ym—-1)s (Tm, Ym), igualmente
espaciados en x.
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La siguiente tabla muestra las mas importantes.

m error
h () s
1 i 4 2
h f 4 (2) .5
2 - 4 - h
3 (yo + 4y1 + y2) 9(0)
3h 3f@W(z
3 @(yo + 3y1 + 3y2 + u3) _f80( ) h
2h 89 ()
4 — 2 12 2 -
45(7y0+3 y1 + 12y + 32y3 + Tya) 045 h

En todos los casos, z € [xg, Ty

6.5.1 Formulas de Newton-Cotes abiertas

En estas formulas el polinomio de interpolacién se calcula sin utilizar los
extremos del intervalo de integracién,

Tm+2 Tm42
/ f(x)dx %/ Pm(x)dz,
xo o

donde p,,, polinomio de grado menor o igual a m, se construye utilizando los

puntos (x1,y1), (2,Y2), -y (Tm,Ym)s (Tm+1,Ym+1), igualmente espaciados
en .
m error
"
0 2hy +féz) h3
3h 3f"(=
1 7(91 +y2) +f4() h’
4h 14 fD(z)
2 — (21 — 2 ———h
3 (2y1 — y2 + 2y3) + 4(5)
5h 95 fM(2)
—(11 11 ———h
3 5g (1191 + 92 +ys + 11ya) +—

En todos los casos z € [zg, Tm+2]-

Ejemplo 6.4.

0.8

4% 0.2

/ e’ dr =~ XTO(z 02 — 04 1 206) = 1.22539158..
0
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El valor exacto, con 8 cifras decimales, es 1.22554093, entonces el error es
0.00014935. <

En general, las férmulas cerradas son mas precisas que las abiertas, en-
tonces, siempre que se pueda, es preferible utilizar las formulas cerradas.
Las férmulas abiertas se usan cuando no se conoce el valor de la funcién
f en los extremos del intervalo de integracion; por ejemplo, en la solucién
numérica de algunas ecuaciones diferenciales ordinarias.

6.6 Cuadratura adaptativa

Sea I = f: f(z)dz e I, laaproximacién de I por un método fijo de Newton-
Cotes (trapecio, Simpson,...) utilizando n subintervalos. La férmula que
relaciona I, I, y el error global se puede expresar asi:

I=1I,+ F(b—a)h?f9(€), para algin € € [a, b,

donde F', p y q dependen del método escogido; & depende del método, de la
funcién f, de n y del intervalo. Entonces

=1+ F(b-a) (0 0(e),
b—a)Pt!

— 1, + PO jg)

Sea m = 2n,
b—a)Pt!

[=1,+ P n;;)z’ F90),

Supongamos que
FO) = F9()

Entonces
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I~1I,+2PG~ I, +e,,
I~1,+G=I,+epn,

donde G = F =" f9(C), eny em son los errores. Se puede despejar G:

np2p

I, —1
. Im - In .
= — trapecio
3
I, —1
=" Simpson
15

Con G se obtiene, supuestamente, una mejor aproximacién de I:
I~1I,+G. (6.11)

Los datos para el proceso iterativo para cuadratura adaptativa son: el
método (la férmula de Newton-Cotes), f, a, b, ng, €, Nmax.

Se empieza con un n = ng (debe ser adecuado) y se obtiene I,,. A partir
de ahi se empieza a duplicar el nimero de subintervalos. El calculo de la
nueva aproximacion I, se hace sin repetir evaluaciones de la funcién
f, ya que al duplicar el nimero de subintervalos los valores f(z;) de la etapa
anterior hacen parte de los valores f(x;) de la etapa actual. Se calcula G
aproximacién de e, usando (6.10). Si |G| < €, entonces se supone que el
error es suficientemente pequenio y se toma como valor final I,,, + G. En caso
contrario, se continua duplicando el nimero de subintervalos. De todas estd
previsto un mumero maximo de subintervalos nmax, ya que es posible que
no se obtenga una aproximacién del error suficientemente pequena.

Ejemplo 6.5.
™
I:/ sen(x)dz,
0

utilizando el método del trapecio (ng = 1) y el de Simpson, (ng = 2),
e=10"8
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Método del trapecio:

n

QO D N =

16
32
64
128
256
512
1024
2048
4096
8192
16384

I~

e e e e = N = T e i S e e S )

I,

.0000000000000002
.5707963267948966
.8961188979370398
.9742316019455508
.9935703437723395
.9983933609701441
.9995983886400375
.9998996001842038
.9999749002350531
.9999937250705768
.9999984312683834
.9999996078171378
.9999999019542845
.9999999754885744
.9999999938721373

Método de Simpson:

n

o N

16
32
64
128

I~ 2.0000000040322572 - 0.0000000040331829 = 1.9999999999990743.

NN DNDNDDNDDNDDN

I

.0943951023931953
.0045597549844207
.0002691699483881
.0000165910479355
.0000010333694127
.0000000645300013
.0000000040322572

O O O O O O O OO OO o oo

.5235987755982988
.1084408570473811
.0260375680028370
.0064462472755962
.0016076723992682
.0004016758899645
.0001004038480554
.0000251000169498
.0000062749451746
.0000015687326022
.0000003921829181
.0000000980457155
.0000000245114300
.0000000061278543

1.9999999938721373 + 0.0000000061278543= 1.9999999999999916 .

.0059890231605850
.0002860390024022
.0000168385933635
.0000010371785682
.0000000645892941
.0000000040331829

6.7 Cuadratura de Gauss

En las diferentes formulas de Newton-Cotes, los valores z; deben estar igual-
mente espaciados. Esto se presenta con frecuencia cuando se dispone de una
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tabla de valores (x;, f(x;)). En la cuadratura de Gauss se calcula la integral
en un intervalo fijo [—1, 1] mediante valores precisos pero no igualmente es-
paciados. Es decir, no se debe disponer de una tabla de valores, sino que
debe ser posible evaluar la funcién en valores especificos.

La férmula de cuadratura de Gauss tiene la forma

1 n
/ )oY wi S (6.12)
- =1

Los valores w; se llaman los pesos o ponderaciones y los x; son las abscisas.
Si se desea integrar en otro intervalo,

/a " o) de

es necesario hacer un cambio de variable,

2 b—a b—a
b Ty
/90 a/lso(2a<t+1>+a)da
b
/gp (i 4+1) +a), (6.13)

b
/ SO d sz‘ro gz (6.14)

b—a

5 (@i +1) +a. (6.15)

&=

En la cuadratura de Gauss se desea que la féormula (6.12) sea exacta para los
polinomios de grado menor o igual que m = m,,, y se desea que este valor
my, sea lo mas grande posible. En particular,

/1 f(z)de = zn:wif(mi), si f(x) =1,z,2%, ... 2™,
-1 i=1

La anterior igualdad da lugar a m,, + 1 ecuaciones con 2n incognitas (los w;
y los z;). De donde m,, = 2n — 1, es decir, la férmula (6.12) debe ser exacta
para polinomios de grado menor o igual a 2n — 1.
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Recordemos que

. 0 si k es impar,
/ ¥ de =
-1 2z si k es par
k+1 '

Para n = 1, se debe cumplir

w1 = 2, xr1 = 0. (616)

Para n > 2, se puede suponer, sin perder generalidad, que hay simetria en
los valores x; y en los pesos w;. Mas especificamente, se puede suponer que:

T <22 < ... <ZTp,
Ti = —Tn+l1—i,

W; = Wn41—; -

Para n = 2,

1
w1+w2:/ ldx =2,
~1
1

W11 + Wwoxg = / xdx =0,
-1
1

2
w122 + woxh = / 22 dr = 3
-1

1
w3 4 worh = / 23 dx = 0.
-1

Por suposiciones de simetria,
1 <0< 29,
Ty = —T2,

w1 = wWy.
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Entonces
2w1 = 2,
2
2w a3 = 3
Finalmente,
1
w1 = 1,.7}1 = — g,
1
= 17 = —.
w9 T3 3
Para n = 3,

wi 4wz + w3 = 2,

w121 + waxe + wixs = 0,
2 2 9 2

w1y + wexhy + w3ryz = 3
wlx:{’ + ngg + ngg =0,

wlx‘f + ngg‘ + ngg =5
wlxi’ + warh + ngg =0.

Por suposiciones de simetria,

$1<0:{lf2<$3,

Il = —T3,
W] = Ws3.
Entonces
2w1 + we = 2,
2wzt = %,
2w1x% = %
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Finalmente,
5
w1 = §,$]_
8
w2 = 5,%2
5
w3 = §,$3

La siguiente tabla contiene los valores w;, x;, para valores de n menores o

iguales a 4.

I
=
o

Wi

Ty

2

0

1

£0.577350269189626

WIN| -3

0.5555555555555955
0.888888888888889

£0.774596669241483
0

4 | 0.347854845137454
0.652145154862546

£0.861136311594053
£0.339981043584856

Tablas mas completas se pueden encontrar en [Fro70] o en [AbS74].

Ejemplo 6.6. Calcular una aproximacién de

0.8
/ e’ dx
0.2

por cuadratura de Gauss con n = 3.

0.8—0.2
& = ————2(—0.774596669241483 + 1) + 0.2 = 0.26762099922756
0.8—0.2
=—"5(0+1)+02=05
0.8—0.2
€3 = ————2(0.774596669241483 + 1) 4 0.2 = 0.73237900077244

0.8
0.8—-0.2 (5 8 )
L PP Cebt 2 ol L T 8
/0.26 T 5 <9€ —i-ge +96>

~ 1.00413814737559
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El valor exacto es e’8 — €02 = 1.00413817033230, entonces el error es
0.00000002295671 ~ 2.3 - 1078, Si se emplea la férmula de Simpson, que
también utiliza tres evaluaciones de la funcién, se tiene

0.8
0.3
/ e dv ~ = (%2 4+ 4€%% + %) = 1.00418287694532
0.2

El error es —0.00004470661302 ~ 4.5 - 1072 . <

La férmula del error para 6.12 es:

et g,
T eny 1)((2n)!)3f(2 (©, —1<g<t (6.17)

Para 6.14 el error esta dado por:

B (b _ a)2n+1(n!)4 .
ReTEy (e A (0:1%)

Comparemos el método de Simpson y la férmula de cuadratura de Gauss
con n = 3, para integrar en el intervalo [a,b], con h = (b — a)/2. En los dos
casos es necesario evaluar tres veces la funcion.

h? 4
€Simpson — *%f( )(Z) )

_R)BY e T
eGaussS—W & = 15750f (&)

Se observa que mientras que la féormula de Simpson es exacta para poli-
nomios de grado menor o igual a 3, la férmula de Gauss es exacta hasta
para polinomios de grado 5. Sea 0 < h < 1. No sélo h7 < h, sino que el
coeficiente 1/15750 es mucho menor que 1/90.

En el ejemplo anterior, h = 0.3, y tanto f® como f(® varfan en el intervalo
[1.22, 2.23 .

€Simpson — —2.7- 1075 f(4) (Z) )
€Gauss3 = 1.39 - 10_8f(6) (5) .
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6.7.1 Polinomios de Legendre

Las féormulas de cuadratura vistas son las férmulas de Gauss-Legendre. En
ellas estan involucrados los polinomios ortogonales de Legendre. También
hay cuadratura de Gauss-Laguerre, de Gauss-Hermite y de Gauss-Chebyshev,
relacionadas con los polinomios de Laguerre, de Hermite y de Chebyshev.

Hay varias maneras de definir los polinomios de Legendre; una de ellas es:

Py(z) =1, (6.19)
1 d»
P.(z) = — (22— 1)". 6.20
(1) = 5o T (@® = 1) (6:20)
Por ejemplo,
Py(x) =1,
Pi(x) =z,
1
Py(z) = 5(3962 - 1),
1
Ps(z) = 5(5133 - z),
1
Py(x) = §(35x4 — 302 4 3).

También existe una expresién recursiva:

Py(x) =1, (6.21)
P (z) ==, (6.22)
2n+1 n
Poii(z) = ] x Py(x) — mPn_l(x) : (6.23)
Algunas de las propiedades de los polinomios de Legendre son:

1

. / 2*Py(x)dz =0, k=0,1,2,..,n—1, (6.24)
-1
1

. / P (z)P,(x)de =0, m#n, (6.25)
-1

1 2
. /_ (Po(2))2 dz = : (6.26)
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Las abscisas de las férmulas de cuadratura de Gauss-Legendre son exacta-
mente las raices de P, (z). Ademds,

1 L'p
® W; = y n(x) d]?, (627)
P! (z;) J_1 x —x;
! 2 (6.28)
o w; = : .
C(Ph(i)? 1 —af
6.8 Derivacién numérica
Dados los puntos (xg,vo), (1,Y1), -, (Tn,yn) igualmente espaciados en z,

o sea, x; = xo + th, se desea tener aproximaciones de f'(x;) y f"(x;).

Como se vio anteriormente (5.6),

(@) = pal@) + (@ = z0)(@ —21) -+ (& — ) fOT () /(n+ 1),

Sea ®(z) = (x — xo)(x — x1) -+ (x — z,). Como £ depende de z, se puede
considerar F(x) = f(t1)(&(x))/(n + 1)!. Entonces

f(@) = pn(z) + @(z)F(z)
"(x) = py(2) + ' (2)F(2) + ®(x) F'(2),
f (@) = ply () + @ () F (7)) 4+ (i) F' (23),
f(wi) = py (i) + ' () F(24).
Paran=1
pi(e) =g+ B o) ) = 00,

O(z) = (v —x0)(x —21) , ®(7) =20 —220—h

Entonces

Flao) = YY) o~ 9my — m)F(we) = YY) P ey,

h h 2
) = B4 (90, oy PGy = W) 4 e,
En general,
fag = BRI B ¢ e i) (6.29)
Pl = WU Ry ¢ (o) (6.30)

h 2
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El primer término después del signo igual corresponde al valor aproximado.
El segundo término es el error. Se acostumbra decir que el error es del orden
de h. Esto se escribe

Fla) = WYy o,

h
Para n = 2, sea s = (z — x¢)/h,
s(s —1) A?
p2(r) = yo + sAfo + (2 ) 2f0,
B T — X x—x9 x—1x9—h A%f
p2(x) = yo + . Afo+ . . 5
Afo 21}—2[1}0—h A2f0
/ _
pZ(x)_ h + h2 9
Afo  A?fy
/ = — =
par) ===+ =,
pé(xl) —_ Y2 *3/0‘

2h

)
)
) = 3(z — x0)? — 6h(z — z0) + 2h,
)

!/
P (z
®'(x1) = 3h? — 6h? + 2h* = —h.
Entonces 2
flan) =222 -2 f©), €€ lno,aa).
De manera general,
Yir1 —Yi-1 WP
f(wi) = % - Kf”/(g)a § € [mim1, Tit1], (6.31)
Yi+1 — Yi—
f,(CUz) _ % + O(hQ).

En [YoGT72], pdgina 357, hay una tabla con varias férmulas para diferen-
ciacion numérica. Para la segunda derivada, una férmula muy empleada
es:

i1 =2yt i h?
fia) = PRI - 0@, g€ frnainl, (632)

Yitl — 2 + Yi1
i) = =5 +O(h?).
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La deduccion de las férmulas de derivacién numérica se hizo a partir de
una tabla de valores (z;,¥;), pero para el uso de éstas solamente se requiere
conocer o poder evaluar f en los puntos necesarios. Por esta razén, algunas
veces las férmulas aparecen directamente en funcién de h:

(@) = , +O(h), (6.33)
f@y_ﬂwiwhﬁuxm, (6.34)
f@y_ﬂx+m;f“_hkuxﬁx (6.35)
() = LEFR) = 22(2:6) =D Lo, (6.36)

Ejemplo 6.7. Dada f(z) = \/z, evaluar aproximadamente f’(4) y f”(4),
utilizando h = 0.2.

2.0494 — 2

'(4) ~ —0.24
f(4) 02 0.2470
2 — 1.9494
2.0494 — 1.9494
"(4) ~ = 0.2501
£(4) s 0.250
2.0494 — 2 x 2 + 1.9494
F7(4) ~ 022 + — 0.0313. ©

El error de las dos primeras aproximaciones no es el mismo, pero es del
mismo orden de magnitud O(h). La tercera aproximacién es mejor que
las anteriores; su error es del orden de O(h?). Los valores exactos son
f(4) =0.25, f(4) = —0.03125.

6.8.1 Derivadas parciales
Sea f : R™ — R con derivadas dobles continuas. La férmula (6.35) se puede

generalizar a

af _ 1 _ _ _ _ _
axf (1‘) = %(f(xl, ey Ti—1, T + h,xH_l, ,mn)

—f@hm@Fh@—h@Hhm@@)+om% (6.37)
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También se puede escribir de manera mas compacta

of f(z + het) — f(z — he?)

P (z) = 57 +O(h?) (6.38)

donde
et =(0,...,0,1,0,...,0) € R™.

La férmula (6.36) se puede generalizar a

0%f . f(x+het) —2f(x)+ f(T — he
7.3 (7) = ( ) h(2 )+ ) 4 O(h?) (6.39)
Ejemplo 6.8. Sean f(x1,x2) = e™ sen(x2). Obtenga una aproximacién de
of 0% f
—(2 —5(2 =0.2.
8x2( ,3) yde 8x%( ,3) con h=0
—(2,3) =
81‘2 ( ’ 3) 0.4
= —7.2664401
ﬁ@ 3) ~ f(2.2,3) —2f(2, 3) + f(1.8, 3)
o2 T 0.04
= 1.0462241

6.8.2 En Scilab

Sea f : R — R derivable. La aproximacién de la derivada se obtiene por
medio de derivative(f, x). Sien un archivo se define la funcion

function y = func246(x)
y = sqrt(x)

endfunction

y se carga este archivo en Scilab, entonces la derivada en & = 4 se obtiene
mediante

der = derivative(func246, 4)
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Si se quiere obtener también la segunda derivada:

[der, der2] = derivative(func246, 4)
Sea f: R™ — R, por ejemplo, la definida en la siguiente funcién

function y = func245( x )
y = exp(x(1)) * sin(x(2))
endfunction

Si se carga en Scilab el archivo donde esta esta funcién, entonces para un
vector columna x, la funcién derivative produce un vector fila con el gra-
diente.

X

g

[2 3]’
derivative(func245, x)

Para obtener, adicionalmente, la matriz hessiana:

x = [2 3]’
[g, Al = derivative(func245, x, H_form =’blockmat’)

Sea f: R™ — R™ por ejemplo, la definida en la siguiente funcién

function fx = func247( x )
fx = zeros(3,1)

fx(1) = exp(x(1)) * sin(x(2))

£fx(2) = 3*xx(1) + 4*x(2)

fx(3) = x(1)*x(1) + 5xx(1)*x(2) + 3*x(2)*x(2)
endfunction

Si se carga en Scilab el archivo donde estéd esta funcion, entonces para un
vector columna x, la funcién derivative produce una matriz m x n, la
matriz jacobiana.

[2 3]°
derivative (func247, x)

(S
nn
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6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

Ejercicios

Calcule

1
/ e dx
0.2

utilizando la férmula del trapecio y de Simpson, variando el nimero de
subintervalos. También por medio de la cuadratura de Gauss variando
el nimero puntos. Calcule los errores. Compare.

1 2
/ e ¥ dx
0

utilizando la férmula de Simpson. Utilice seis cifras decimales. Tome
los valores n = 2, 4, 8, 16, 32... hasta que no haya variacién.

Calcule

Haga un programa para calcular fab f(x)dx, siguiendo el esquema del
ejercicio anterior.

Observe, por ejemplo, que para n = 2 se evalia la funcién en a, (a +
b)/2, b. Para n = 4 se evalda la funcién en a, a + (b —a)/4, (a +0)/2,
a+ 3(b—a)/4, b. Haga el programa eficiente para que no evalie la
funcién dos veces en el mismo punto.

Haga un programa para calcular f; f(z)dz , partiendo [a,b] en subin-
tervalos y utilizando en cada subintervalo cuadratura de Gauss.

Considere los puntos

(0.05, 2.0513),
(0.10, 2.1052),
(0.15, 2.1618),
(0.20, 2.2214),
(0.25, 2.2840),
(0.30, 2.3499),
(0.35, 2.4191),
(0.40, 2.4918).

Calcule de la mejor manera posible

0.35 0.40 0.45
/0.05 f(x)d$7 /0.05 f(x)dx7 /0‘05 f(x)d‘x
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6.7 Considere los mismos puntos del ejercicio anterior. Calcule una aprox-
imacién de f/(0.25), f'(0.225), f"(0.30).

6.8 Combine integraciéon numérica y solucién de ecuaciones para resolver

z 2
/)ftﬁ:0l
0
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Ecuaciones diferenciales

Este capitulo se refiere tinicamente a ecuaciones diferenciales ordinarias.
Generalmente una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden con condi-
ciones iniciales, EDO1CI, se escribe de la forma
y' = f(z,y) paraa <2 <,

y(z0) = Yo-
Frecuentemente la condicion inicial estd dada sobre el extremo izquierdo del
intervalo, o sea, a = xg. Un ejemplo de EDO1CI es:

! _ Yy 2

Yy = m+3$ , T E [2,4],

y(2) = 5.

Temas importantisimos como existencia de la solucién, unicidad o estabili-
dad, no seran tratados en este texto. El lector deberd remitirse a un libro
de ecuaciones diferenciales. Aqui se supondrd que las funciones satisfacen
todas las condiciones necesarias (continuidad, diferenciabilidad, condicién
de Lipschitz... ) para que la solucién exista, sea unica...

(7.1)

Como en todos los otros casos de métodos numéricos, la primera opcién para
resolver una EDO1CI es buscar la soluciéon analitica. Si esto no se logra,
entonces se busca la solucién numérica que consiste en encontrar valores
aproximados y1, ¥2, ..., Yn tales que

yi = y(z;), i=1,..,n, dondea=1x9 <z <x2 < ... <2y =b.

En muchos casos los valores x; estan igualmente espaciados, o sea,
b—a
—

r;=a+th, i=0,1,...,n, con h=

239
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En varios de los ejemplos siguientes se aplicaran los métodos numéricos
para ecuaciones diferenciales con solucién analitica conocida. Esto se hace
simplemente para comparar la solucién numérica con la solucién exacta.

7.0.3 En Scilab

Consideremos la siguiente ecuacién diferencial:

;o Tty
Y Y
y(2) = 3.

+ 4+ cos(z),

Antes de utilizar la funcién ode, es necesario crear en Scilab la funcién f y
cargarla. La funcién ode evalda aproximaciones del valor de y en valores
del tercer parametro, un vector fila o columna o un nimero. El resultado es
un vector fila con las aproximaciones de la solucién en los valores deseados
(tercer pardmetro).

Despues de definir y cargar

function Dy = func158(x, y)
Dy = (x +y )/( x*x + y*y ) + 4 + cos(x)
endfunction

se obtiene la solucién aproximada mediante

x0 = 2
yoO =3
t = 2:0.05:3;

yt = ode(y0, x0, t, func158)

Ahora es posible graficar el resultado mediante

plot2d(t, yt)
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7.1 Meétodo de Euler

Se aplica a una EDO1CI como en (7.1) utilizando puntos igualmente espa-
ciados. Su deduccién es muy sencilla.

o~ ylwo + h) —y(wo)
Y (z0) ~ Y :

Por otro lado

y'(z0) = f(x0,%0)-

Entonces

y(zo + h) = yo + hf(xo,yo0)-

Si denotamos por y; la aproximacion de y(zg + h), entonces la férmula del
método de Euler es justamente

y1 = yo + hf(xo,yo)-

Aplicando varias veces el mismo tipo de aproximaciones, se tiene la férmula
general:

Yir1 = Yi + hf(zi,y5). (7.2)

Graficamente esto significa que y(x; + h) = y(x;41) se aproxima por el valor
obtenido a partir de la recta tangente a la curva en el punto (z;,v;).

El valor y; es una aproximacién de y(x1). A partir de y1, no de y(x1),
se hace una aproximacién de y'(x1). Es decir, al suponer que y2 es una
aproximacion de y(z2), se han hecho dos aproximaciones consecutivas y el
error pudo haberse acumulado. De manera andloga, para decir que y3 es una
aproximacién de y(z3), se han hecho tres aproximaciones, una sobre otra.

Sea ¢(t, h) definida para t; <t < to y para valores pequenos de h. Se dice
que

¢(t, h) = O(hP)
si para valores pequenos de h existe una constante c tal que

|Qp(t7 h)| < Chp7 vt € [t17t2]-
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y(.l‘() + h)

Yo = y(zo)

Figura 7.1: Método de Euler

También se acostumbra decir que
©(t,h) ~ ch”.

El error local tiene que ver con el error cometido para calcular y(x;y1)
suponiendo que y; es un valor exacto, es decir, y; = y(x;). El error global
es el error que hay al considerar y,, como aproximacién de y(z,) (n indica
el nimero de intervalos).

Los resultados sobre el error en el método de Euler son:

y1 = y(a1) + O(h?) (7.3)
Yn = y(xn) + O(h) (74)

Ejemplo 7.1. Resolver, por el método de Euler, la ecuacién diferencial

y =222 —dz 4y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1,3], con h = 0.25.

La primera observacion es que esta ecuacion diferencial se puede resolver
analiticamente. Su solucién es y = e* — 222. Luego no deberfa ser resuelta
numéricamente. Sin embargo, el hecho de conocer su solucién exacta permite
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—1 ‘ ‘ ‘
1 2 3

Figura 7.2: Ejemplo del método de Euler

ver el error cometido por el método numérico.
Y1 = Yo + hf(wo,v0)
= 0.7182818 + 0.25f(1, 0.7182818)
= 0.7182818 + 0.25(0.7182818 + 2 x 12— 4 x 1)
= 0.3978523

y2 =y1 + hf(zi,y1)
= 0.3978523 + 0.25f(1.25, 0.3978523)

= 0.3978523 + 0.25(0.3978523 + 2 X 1.25%2 — 4 x 1.25)

= 0.0285654
Yys = ...
B glzi) | y(zi) |
1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3978523 | 0.3653430
1.50 | 0.0285654 | -0.0183109
1.75 | -0.3392933 | -0.3703973
2.00 | -0.6428666 | -0.6109439
2.25 | -0.8035833 | -0.6372642
2.50 | -0.7232291 | -0.3175060
2.75 | -0.2790364 | 0.5176319
3.00 | 0.6824545 | 2.0855369

En los primeros valores se observa que el error es muy pequeno. A partir de
x = 2 se empiezan a distanciar los valores g(z) y y(z). Si se trabaja con h =
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0.1 se obtiene (3) = 1.4327409; con h = 0.01 se obtiene 3(3) = 2.0133187;
con h = 0.001 se obtiene §(3) = 2.0782381. <

El método de Euler se puede escribir en Scilab mediante:

function [Y, X] = Euler(f, x0, yO, xf, n)
// Metodo de Euler para la ecuacion diferencial
//
//y = £(x,y)
// y(x0) = yO
// en intervalo [x0, xf]
//
// n = numero de subintervalos
// Y, X seran vectores fila de n+1 elementos
// Y contendra las aproximaciones de

// y(x0) y(x0+h) y(x0+2h) ... y(xf)

// con h = (xf-x0)/n

// X contendra los valores =x0 x0+h x0+2h ... xf
h = (xf-x0)/n

X = zeros(1,n+1)

Y =X

X(1) = x0

Y(1) = y0

xi = x0

yi = yO

for i=1:n
yi = yi + h*f(xi,yi)
xi = xi+h

Y(i+1) = yi
X(i+1) = xi
end
endfunction

7.2 Método de Heun

Este método es una modificacién o mejora del método de Euler y se utiliza
para el mismo tipo de problemas. También se conoce con el nombre de
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(z1,91)
y(xo+h) Fp-————-

Yo =y(xo) F————=

|
|
|
|
|
I
|
I
|
idy) xo+ h

Figura 7.3: Método de Heun

método del trapecio. En el método de Euler se utiliza la aproximacion

y(x+h) =y(x) + hy'(z).

En el método de Heun se busca cambiar, en la aproximacién anterior, la
derivada en x por un promedio de la derivada en x y en = + h.

Y@ +y@+h)

y(a +h) ~ y(2) .

0 sea,

N f(z,y(@)) + flz+ hy(z + h))
ylx+h) =y(x)+h 5 .

La férmula anterior no se puede aplicar. Sirve para aproximar y(x + h) pero
utiliza y(x + h). Entonces, en el lado derecho, se reemplaza y(x + h) por la
aproximacién dada por el método de Euler

[l y(x) + (@ + b y(x) + hf(z, y(x)))

ylx +h) =y(x)+h 5 .

La anterior aproximacion suele escribirse de la siguiente manera:

Ky = hf(zi,yi)
Ky = hf(xi + h,y; + K1) (7.5)

1
Yirl = Yi + §(K1 + K>).
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Ejemplo 7.2. Resolver, por el método de Heun, la ecuacién diferencial

y =222 —dz 4y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1,3], con h = 0.25.

K1 = hf(zo,10)
—0.25/(1, 0.7182818)
= —0.320430

Ko = hf(zo+ h,yo + K1)
= 0.25f(1.25,0.397852)
= —0.369287

y1=1yo + (K1 + K»2)/2
= 0.3734236

Ky =hf(z1,0)
= 0.25f(1.25, 0.3734236)
= —0.375394
Ky =hf(x1+ h,y1 + K1)
= 0.25f(1.500000, —0.001971)
= —0.375493
y2 =y1 + (K1 + K»2)/2
= —0.0020198
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Figura 7.4: Ejemplo del método de Heun

B glzs) | y(z;) |
1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3734236 | 0.3653430
1.50 | -0.0020198 | -0.0183109
1.75 | -0.3463378 | -0.3703973
2.00 | -0.5804641 | -0.6109439
2.25 | -0.6030946 | -0.6372642
2.50 | -0.2844337 | -0.3175060
2.75 | 0.5418193 | 0.5176319
3.00 | 2.0887372 | 2.0855369

En este ejemplo los resultados son mucho mejores. Por un lado, el método
es mejor, pero, por otro, es natural tener mejores resultados pues hubo
que evaluar 16 veces la funcién f(z,y), 2 veces en cada iteracién. En el
ejemplo del método de Euler hubo simplemente 8 evaluaciones de la funcion
f(z,y). Al aplicar el método de Heun con h = 0.5 (es necesario evaluar 8
veces la funcién) se obtiene §(3) = 2.1488885, resultado no tan bueno como
2.0887372, pero netamente mejor que el obtenido por el método de Euler. Si
se trabaja con h = 0.1 se obtiene §(3) = 2.0841331; con h = 0.01 se obtiene
7(3) = 2.0855081; con h = 0.001 se obtiene §(3) = 2.0855366. <

7.3 Meétodo del punto medio

También este método es una modificacién o mejora del método de Euler y
se utiliza para el mismo tipo de problemas. En el método de Euler se utiliza
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y(zo + h)

Yo = y(zo)

Figura 7.5: Método del punto medio

la aproximacién
y(z +h) =y(@) + hy/(2).

En el método del punto medio se busca cambiar, en la aproximacién anterior,
la derivada en z por la derivada en el punto medio entre x y = + h, o sea,
por la derivada en = + h/2.

y(x +h) ~y(x) +hy (x+ h/2)
0 sea,

yx+h)=y(@)+hf(x+h/2,y(x+h/2))

Como no se conoce y(x + h/2), se reemplaza por la aproximaciéon que daria
el método de Euler con un paso de h/2.

h
Yo+ h/2) ~ yla) + o fla,y)
h
y(z +h) = y(z) + b fle+h/2,y(2) + 5 fz,y))
La anterior aproximacion suele escribirse de la siguiente manera:

Ky = hf(zi,y)
Ky =hf(xi+h/2,y; + K1/2) (7.6)
Yir1 = ¥i + Ka.
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Ejemplo 7.3. Resolver, por el método del punto medio, la ecuacion difer-
encial

y =222 —dz 4y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1, 3], con h = 0.25.

K1 = hf(xo,v0)
= 0.25f(1, 0.7182818)
= —0.320430

Ky =hf(xo+h/2,y0 + K1/2)
= 0.25£(1.125, 0.558067)
= —0.352671

Y1 =yo + Ks
= 0.3656111

Ky =hf(z1,11)
= 0.25f(1.25, 0.3656111)
= —0.377347

Ky =hf(x1+h/2,y1 + K1/2)
= 0.25f(1.375, 0.176937)
= —0.385453

y2 =y1 + Ko
= —0.0198420

K =..
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Figura 7.6: Ejemplo del método del punto medio

3 gz | y(x;) |
1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3656111 | 0.3653430
1.50 | -0.0198420 | -0.0183109
1.75 | -0.3769851 | -0.3703973
2.00 | -0.6275434 | -0.6109439
2.25 | -0.6712275 | -0.6372642
2.50 | -0.3795415 | -0.3175060
2.75 | 0.4121500 | 0.5176319
3.00 | 1.9147859 | 2.0855369

También, en este ejemplo, los resultados son mucho mejores.

De nuevo

hubo que evaluar 16 veces la funcién f(x,y), 2 veces en cada iteracién.
Al aplicar el método del punto medio con h = 0.5 (es necesario evaluar 8
veces la funcién) se obtiene 7(3) = 1.5515985, resultado no tan bueno como
2.0887372, pero netamente mejor que el obtenido por el método de Euler. Si
se trabaja con h = 0.1 se obtiene §(3) = 2.0538177; con h = 0.01 se obtiene
7(3) = 2.0851903; con h = 0.001 se obtiene §(3) = 2.0855334. <

7.4 Método de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta o, mas bien, los métodos de Runge-Kutta se apli-
can a una EDO1CI como en (7.1) utilizando puntos igualmente espaciados.
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La forma general del método RK de orden n es la siguiente:

Ky = hf(zi,y)
Ko = hf(x; + oh, yi + 21 K1)

Ks = hf(x; + agh, yi + 831 K1 + B32K>) -
7.7

K, = hf(lil + anhv Y + ﬂanl + ﬂn2K2 + -+ ﬂn,nflanl)
Yir1 = Vi + RiKi + Ro Ko + ... + R, K.

Se ve claramente que los métodos vistos son de RK: el método de Euler es
uno de RK de orden 1, el método de Heun y el del punto medio son métodos
de RK de orden 2.

Método de Euler:
Ky = hf(zi,y) (7.8)
Vi1 = yi + K.
Método de Heun:
Ky = hf(zi,y)
Ky =hf(zi + h,y;i + K1) (7.9)

1 1
Yit1 = Yi + §K1 + §K2-

Método del punto medio:

Ky = hf(wi, i)
1 1
Ko =hf(z; + Shvit §K1) (7.10)
Yit+1 = yi + 0K + K.
Un método muy popular es el siguiente método RK de orden 4:
Ky = hf(xi,yi)
Ko =hf(zi+Nh/2, yi+ Ki1/2)
Ks =hf(x; +h/2, y; + K2/2) (7.11)
Ky =hf(z;+h, yi+ K3)
Yir1 = ¥i + (K1 + 2K3 + 2K3 + K4) /6.
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Ejemplo 7.4. Resolver, por el método RK4 anterior, la ecuacion diferencial

y =222 —dx 4y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1,3], con h = 0.25.

K1 = hf(xo0,%0)
=0.25f(1, 0.7182818)
= —0.320430

Ko =hf(zo+h/2,y0 + K1/2)
= 0.25f(1.125,0.558067)
= —0.352671

Ks =hf(xo+h/2,y0 + K2/2)
— 0.25£(1.125,0.541946)
= —0.356701

Ky = hf(zo+h,yo+ K3)
=0.25f(1.25,0.361581)
= —0.378355

y1 = yo + (K1 +2K> +2K3 + K4)/6
= 0.3653606

Ky = hf(z1,51)
= 0.25f(1.25, 0.3653606)
= —0.377410

Ko =hf(z1+h/2,51 + K1/2)
— 0.25f(1.375,0.176656)
= —0.385524



7.4. METODO DE RUNGE-KUTTA

-1 ‘

1

Figura 7.7: Ejemplo del método Runge-Kutta 4

2

K3 =hf(x1+h/2,y1 + K2/2)
— 0.25f(1.375,0.172599)
= —0.386538

Ky =hf(x1+ h,y1 + K3)
= 0.25f(1.5,—0.02117)

253

= —0.380294
Yo =y1 + (K1 +2K2 +2K3 + K,) /6
= —0.0182773
B glzs) | y(zi) |

1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3653606 | 0.3653430
1.50 | -0.0182773 | -0.0183109
1.75 | -0.3703514 | -0.3703973
2.00 | -0.6108932 | -0.6109439
2.25 | -0.6372210 | -0.6372642
2.50 | -0.3174905 | -0.3175060
2.75 | 0.5175891 | 0.5176319
3.00 | 2.0853898 | 2.0855369

En este ejemplo, los resultados son atin mejores. Hubo que evaluar 32 veces
la funcién f(x,y), 4 veces en cada iteracién. Si se trabaja con h = 0.1 se
obtiene §(3) = 2.0855314; con h = 0.01 se obtiene 7(3) = 2.0855369; con
h = 0.001 se obtiene y(3) = 2.0855369. <
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El método RK4 se puede escribir en Scilab de la siguiente manera:

function [Y, X] = RK4(f, x0, yO, xf, n)
// Metodo Runge-Kutta 4 para la ecuacion diferencial

//

//y = £(x,y)

// y(x0) = yO

// en intervalo [x0, xf]

//

// n = numero de subintervalos
//

// Y, X seran vectores fila de n+1 elementos
// Y contendra las aproximaciones de

// y(x0) y(x0+h) y(x0+2h) ... y(xf)
// con h = (xf-x0)/n
// X contendra los valores x0 x0+h x0+2h ... xf

h = (xf-x0)/n
X = zeros(1,n+1)

Y =X
X(1) = x0
Y(1) = y0
xi = x0
yi = yO
for i=1:n
K1 = hx*f(xi, yi)

K2 = hxf(xi+h/2, yi+K1/2);

K3 = hx*f(xi+h/2, yi+K2/2);

K4 = hxf(xi+h, yi+K3);

x1i = xi+h

yi = yi + (K1 + 2%xK2 + 2xK3 + K4)/6

Y(i+1) = yi
X(i+1) = xi
end

endfunction
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7.5 Deduccion de RK?2

En secciones anteriores se hizo la deduccién, de manera m&ds o menos in-
tuitiva, de los métodos de Heun y del punto medio. Los dos resultan ser
métodos de RK de orden 2. En esta seccién veremos una deduccién diferente
y general de RK2.

El método RK2 tiene el siguiente esquema:
Kl == h‘f(xuyl)
Ky = hf(xi + ash, yi + fa1 K1)
Yir1 = Yi + R1 K1 + Ro K.

Como hay un solo coeficiente o y un solo coeficiente 3, utilicémoslos sin
subindices:

Ky = hf(xs,y)
Ko = hf(x; + ah, y; + BK1)
Yir1 = Yi + R1K1 + Ra K.

Sea g una funcién de dos variables. Si g es diferenciable en el punto (u,v),
entonces se puede utilizar la siguiente aproximaciéon de primer orden:

g(ti + Au, v+ Av) = g(1, D) +Aug(u %) +Avgg( 7). (7.12)
(Y

La aproximacién de segundo orden para y(z; + h) es:

2

o+ ) = (o) + b/ ) + oy @) OGP (113)
2

y(@i + h) = y(@i) + hy' () + 9" (@), (7.14)

En la aproximacién anterior, podemos tener en cuenta que y(z;) = vy;, ¥
que y'(z;) = f(x;,y;). Ademds,
d
" /
Ti) = — €T;
Y ( Z) dl‘y( ’L)
d

alf(xZa yz) + lf(xhyz) gy( z)

B N
= )+ <xi>8‘§f<wi>-
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Para acortar la escritura utilizaremos la siguiente notacion:

f = f(xla y’b)
0
Je = a*icf(ﬂfuyz‘)
_of

Jy: ayf(l“ivyi)

y = y(x;)

Y =y (x) = flziy) = f
y" =y ().

Entonces

y// = fz+ ffy
h? h?

y(xi+h)%y+hf+?fm+?ffy. (7.15)
Por otro lado, el método RK2 se puede reescribir:
Yit1 = Yi + Rahf(@i,yi) + Rohf (i + ah, yi + BKY).
Utilizando (7.12):
Yit1 = Yi + Rahf(zi, vi)

0 0
+ Roh <f(35ivyi) + Oéhafi(%yz‘) + 5K18£(£Uuyi)> -

Utilizando la notacién se obtiene:
Yir1 =y + Rihf + Roh (f + ahfy + BK1fy)
Yir1 =y + (R1 + Ro)hf + Roh®afy + RohBK1 fy.
Como Kj = hf, entonces
Yir1 =y + (R1 + Ro)hf + Roah®f, + RaBh*f £, (7.16)

Al hacer la igualdad y(x; + h) = y;+1, en las ecuaciones (7.15) y (7.16) se
comparan los coeficientes de hf, de h*f, y de h*f f, vy se deduce:

Ry + Ry =1,
1

RQO[: 57

1
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Entonces
p=a, (7.17)
1
= —- 1
Ry 5 (7.18)
Ri=1-Rs. (7.19)

Sia =1, entonces f =1, Ry = 1/2 y Ry = 1/2, es decir, el método de
Heun. Si o = 1/2, entonces § =1/2, Ry =1y Ry = 0, es decir, el método
del punto medio. Para otros valores de « se tienen otros métodos de RK de
orden 2.

7.6 Control del paso

Hasta ahora se ha supuesto que para hallar la solucién numérica de una
ecuacion diferencial, los puntos estan igualmente espaciados, es decir, x; —
ri—1 = h para i = 1,2,...,n. Esta politica no es, en general, adecuada.
Es preferible utilizar valores de h pequenos cuando es indispensable para
mantener errores relativamente pequenos, y utilizar valores grandes de h
cuando se puede.

Hay varios métodos para el control de h. En uno de ellos, se supone conocido
Y;, una muy buena aproximacién de y(x;), y se aplica un método con un paso
h para obtener § aproximacién de y(z; + h). También se aplica el mismo
método dos veces con el paso h/2 para obtener g, otra aproximacién de
y(z; + h). Con estos dos valores se puede acotar el error y asi saber si es

necesario trabajar con un paso mas pequeno.

En otro enfoque, el que veremos en esta seccién, se aplican dos métodos
diferentes, con el mismo h y con estas dos aproximaciones se acota el error.
Asi se determina la buena o mala calidad de las aproximaciones.

Supongamos que tenemos dos métodos: el método A con error local O(hP)
y el método B con error local O(hP*1) (o con error local O(h?), ¢ > p +
1). Partimos de y;, muy buena aproximacién de y(z;). Aplicando los dos
métodos calculamos y4 y yp, aproximaciones de y(x; + h). El control de
paso tiene dos partes: en la primera se obtiene una aproximacion del posible
error obtenido.

|error| ~ e = (pl(yAvva h’up)
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Si e es menor o igual que un valor € dado, entonces se acepta yp como buena
aproximacién de y(z + h). En caso contrario, es necesario utilizar un valor
de h mas pequeno. En ambos casos el valor de h se puede modificar, bien sea
por necesidad (e > ¢), bien sea porque, siendo h aceptable, es conveniente
modificarlo para el siguiente paso. Para ello se calcula un coeficiente Cy que
sirve para obtener C coeficiente de h

CO - (PQ(yAayBuh)p)
C= (,O(CQ,...)
B = Ch.

Los diferentes algoritmos difieren en la manera de calcular e, Cy y C (las
funciones ®1, 2 y ¢). Més atin, para el mismo método A y el mismo método
B hay diferentes algoritmos.

Un método muy popular es el de Runge-Kutta-Fehlberg, construido a
partir de un método de RK de orden 5 (el método A) y de un método de
RK de orden 6 (el método B). Una de sus ventajas esta dada por el siguiente
hecho: los valores K1, Ko, K3, K4 y K5 son los mismos para los dos métodos.
Teniendo en cuenta la forma general (7.7) del método RK, basta con dar los
valores a; y (3;j. Recuérdese que siempre K1 = hf(z;, yi).
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i Q; Bin Bi2

1 1
92 - -
11
3 3 3 9
8 32 32
, 1201932 7200 7296
13 2197 2197 2197
I CCUNN (7.20)
216 513 4104
o L8 34 185 11
2 27 2565 4104 40
25 1408 2197 1
Ya= vt g gt OR F ogs e+ qipg e 51
16 6656 _ 28561 _ 9 2
=it e Ky 0Ky 4 o Ky —o Ky — K+ — K
YB =Y gt R T 19805 T sea30 T 500 s

Los errores locales son respectivamente O(h%) y O(h®). Realmente hay varias
férmulas RK5 y RKG6; las anteriores estdn en [BuF85] y [EnU96]. Hay otras
férmulas diferentes en [ChC99].

La aproximacion del error esta dada por

lerror| & ¢ = “;yf”' (7.21)

El coeficiente para la modificacion del valor de h estd dado por:
1/4
Co = 0.84 (5) :
e

C = min{Cy, 4},
C = max{C,0.1}.

(7.22)

Las férmulas anteriores buscan que C' no sea muy grande ni muy pequero.
Mas especificamente, C' debe estar en el intervalo [0.1, 4].

En la descripcion del algoritmo usaremos la siguiente notacién de Matlab y
de Scilab. La orden
u = [u; t]
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significa que al vector columna u se le agrega al final el valor t y el resultado
se llama de nuevo u.

METODO RUNGE-KUTTA-FEHLBERG
datos: xg, 4o, b, ho, €, hmin
T =T0, Yy =yo, h=ho
X = [zo], Y = [yo]
mientras r < b

h = min{h,b — x}

hbien =0

mientras hbien =0

calcular y,, yp segin (7.20)

e=|ya—ygl/h

sie<e
r=xz+h, y=yp
bienh =1
X=[X;a], Y=[; y
fin-si

Co = 0.84(c/e)!/*
C = max{Cy,0.1}, C = min{C,4}
h=Ch
si h < hyin ent parar
fin-mientras
fin-mientras

La salida no deseada del algoritmo anterior se produce cuando h se vuelve
demasiado pequeno. Esto se produce en problemas muy dificiles cuando,
para mantener el posible error dentro de lo establecido, ha sido necesario
disminuir mucho el valor de h, por debajo del limite deseado.

En una versién ligeramente maés eficiente, inicialmente no se calcula y4 ni

yp- Se calcula directamente

1 128 2197
— | —K, - K
360 1 4275 0

1 2
e Ky + —Ks5+ —Kg| .

75240 50 55

Cuando el valor de h es adecuado, entonces se calcula yp para poder hacer
la asignacién y = yp.

Ejemplo 7.5. Resolver, por el método RKF con control de paso, la ecuacion
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diferencial

y = 222 — 4a + Y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1,3], con hg = 0.5 y e = 1076.

ya = —0.01834063
yp = —0.01830704
e = 0.00006717

h = 0.5 no sirve.

Co = 0.29341805
C = 0.29341805
h = 0.14670902

ya = 0.51793321

yp = 0.51793329
e = 0.00000057

h = 0.14670902 sirve.

z = 1.14670902
y = 0.51793329
Co = 0.96535578
C = 0.96535578
h = 0.14162640
ya = 0.30712817
yp = 0.30712821
e = 0.00000029

h = 0.14162640 sirve.

r = 1.28833543
y = 0.30712821
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Figura 7.8: Ejemplo del método Runge-Kutta-Fehlberg

x h y(z) | y(z) |
1.0000000 | 0.1467090 | 0.7182818 | 0.7182818
1.1467090 | 0.1416264 | 0.5179333 | 0.5179333
1.2883354 | 0.1622270 | 0.3071282 | 0.3071282
1.4505624 | 0.1686867 | 0.0572501 | 0.0572501
1.6192491 | 0.1333497 | -0.1946380 | -0.1946380
1.7525988 | 0.1329359 | -0.3736279 | -0.3736279
1.8855347 | 0.1191306 | -0.5206051 | -0.5206051
2.0046653 | 0.1092950 | -0.6137572 | -0.6137571
2.1139603 | 0.1024064 | -0.6566848 | -0.6566847
2.2163666 | 0.0971218 | -0.6506243 | -0.6506241
2.3134884 | 0.0928111 | -0.5948276 | -0.5948275
2.4062996 | 0.0891591 | -0.4877186 | -0.4877184
2.4954587 | 0.0859853 | -0.3273334 | -0.3273332
2.5814440 | 0.0831757 | -0.1114979 | -0.1114977
2.6646196 | 0.0806534 | 0.1620898 | 0.1620900
2.7452730 | 0.0783639 | 0.4958158 | 0.4958160
2.8236369 | 0.0762674 | 0.8921268 | 0.8921270
2.8999043 | 0.0743333 | 1.3535162 | 1.3535164
2.9742376 | 0.0257624 | 1.8825153 | 1.8825156
3.0000000 2.0855366 | 2.0855369
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7.7 Orden del método y orden del error

Para algunos de los métodos hasta ahora vistos, todos son métodos de RK,
se ha hablado del orden del método, del orden del error local y del orden
del error global.

El orden del método se refiere al niimero de evaluaciones de la funcién f en
cada iteracion. Asi por ejemplo, el método de Euler es un método de orden
1 y el método de Heun es un método de orden 2.

El orden del error local se refiere al exponente de h en el error tedrico
cometido en cada iteracién. Si la férmula es

y(x+h) =y(z) + Riki + RoKa + - - - + R, K, + O(hP),
se dice que el error local es del orden de AP, o simplemente, el error local es
de orden p.

El orden del error global se refiere al exponente de h en el error obtenido al
aproximar y(b) después de hacer (b — xg)/h iteraciones.

Hemos visto seis métodos, Euler, Heun, punto medio, un RK4, un RK5 y
un RK6. La siguiente tabla presenta los érdenes de los errores.

Método Foérmula | Orden del | Error
método local

Euler (7.2) 1 O(h?)
Heun (7.5) 2 O(h?)
Punto medio (7.6) 2 O(h?)
RK4 (7.11) 4 O(h?)
RK5 (7.20) 5 O(h?)
RK6 (7.20) 6 O(h")

El orden del error global es generalmente igual al orden del error local menos
una unidad. Por ejemplo, el error global en el método de Euler es O(h).

A medida que aumenta el orden del método, aumenta el orden del error, es
decir, el error disminuye. Pero al pasar de RK4 a RK5 el orden del error
no mejora. Por eso es mas interesante usar el RK4 que el RK5 ya que se
hacen solamente 4 evaluaciones y se tiene un error semejante. Ya con RK6
se obtiene un error mas pequeno, pero a costa de dos evaluaciones mas.
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7.7.1 Verificacién numérica del orden del error

Cuando se conoce la solucion exacta de una ecuacion diferencial, en muchos
casos, se puede verificar el orden del error de un método especifico. Mas
aun, se podria obtener el orden del error si éste no se conociera.

Sea O(hP) el error local del método. Se puede hacer la siguiente aproxi-
macion:
error = e & ch?.

Al tomar logaritmo en la aproximacion anterior se obtiene

log(e) ~ log(c) + plog(h)

Para diferentes valores de h se evalia el error cometido y se obtienen asi var-
ios puntos de la forma (log(h;),log(e;) ). Estos puntos deben estar, aproxi-
madamente, sobre una recta. La pendiente de esta recta es precisamente p.
El valor de p se puede obtener graficamente o por minimos cuadrados.

(7.23)

Ejemplo 7.6. Obtener numéricamente el orden del error local del método
de Heun usando la ecuacién diferencial

y =222 —dz 4y
y(1) = 0.7182818,

con h = 0.1, 0.12, 0.14, 0.16, 0.18 y 0.2.

h |xzo+h|g(xo+h)|ylze+ h) e log(h) log(e)
0.10| 1.10 0.584701 | 0.584166 | 0.000535 | -2.302585 | -7.532503
0.12] 1.12 0.556975 | 0.556054 | 0.000921 |-2.120264 | -6.989970
0.14| 1.14 0.529024 | 0.527568 | 0.001456 | -1.966113 | -6.532007
0.16| 1.16 0.500897 | 0.498733 | 0.002164 |-1.832581 | -6.135958
0.18| 1.18 0.472641 | 0.469574 | 0.003067 | -1.714798 | -5.787212
0.20] 1.20 0.444304 | 0.440117 | 0.004187 | -1.609438 | -5.475793

En la siguiente grafica, log(h) en las abscisas y log(e) en las ordenadas, los

puntos estan aproximadamente en una recta.

Al calcular numéricamente los coeficientes de la recta de aproximacién por

minimos cuadrados, se obtiene

log(e) ~ 2.967325 log(h) — 0.698893
e ~ 0.497135h%97,

Estos resultados numéricos concuerdan con el resultado tedrico. <
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—2.5 -2.0 -1.5

Figura 7.9: Orden local
7.8 Meétodos multipaso explicitos

Los métodos RK son considerados como métodos monopaso (unipaso) por
la siguiente razén. El valor y;;1 se calcula tnicamente a partir del punto
(zi,v;). En los métodos multipaso se utilizan otros puntos anteriores, por
ejemplo, para calcular y;+1 se utilizan los puntos (z;—2,yi—2), (Ti—1,¥i—1) ¥
(i, yi)-

Veamos un caso particular. Supongamos que se conocen los valores yg =
y(zo), y1 = y(x1) y y2 = y(z2). Por facilidad para la deduccién, supongamos
que g = h, r1 = h y x9 = 2h.

Sea pa(z) el polinomio de grado menor o igual a 2 que interpola a f en los
valores 0, h y 2h, es decir, el polinomio pasa por los puntos (0, fo), (h, f1)
y (2h, f2), donde f; = f(x;,y;). Este polinomio se puede obtener utilizando
polinomios de Lagrange:

(x — h)(z — 2h)
(0 —h)(0 — 2h)

(x —0)(x —2h)
(h —0)(h —2h)

(z —0)(x —h)
(2h —0)(2h — h)’

p2(x) = fo + f1 + fo

Después de algunas factorizaciones se obtiene:

= 21? ((fO —2f1 + f2)z® 4+ (=3fo + 4f1 — fo)ha + 2h2f0) _

Por otro lado, por el teorema fundamental del calculo integral

[ v@as =) v

z2

p2()
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Si se reemplaza f(z,y) por el polinomio de interpolacién, se tiene:

3h

y(z3) ~ y(a2) + / o)

3h 1 )
o) oo+ [ g (o264 e
(=3fo+4f1 — fo)ha + 2h2f0> dx

1 19 ,
ys =y2 + 2h2<(f0 —2f1 +f2)§h +

(=3fo+4f1 — fz)gh?’ + 2h3f0)

ys =1y2 + %(5f0 —16f1 + 23f2) (7.24)

La anterior igualdad se conoce con el nombre de férmula de Adams-Bash-
forth de orden 2 (se utiliza un polinomio de orden 2). También recibe el
nombre de método multipaso explicito o método multipaso abierto de orden
2.

Si los valores yo, y1 y y2 son exactos, o sea, si yo = y(xo), y1 = y(z1) v
y2 = y(x2), entonces los valores f; son exactos, o sea, f(zi,yi) = f(zi, y(z;))
y el error estd dado por

W(as) = y(ea) + (5o 1601 +23) + DYDY, = € fao, ).
(7.25)

La férmula (7.24) se escribe en el caso general
h
Yirl = Yi + ﬁ(5fi_2 —16f;—1 + 23f;). (7.26)

Para empezar a aplicar esta férmula se requiere conocer los valores f; ante-
riores. Entonces es indispensable utilizar un método RK el ntimero de veces
necesario. El método RK escogido debe ser de mejor calidad que el método
de Adams-Bashforth que estamos utilizando. Para nuestro caso podemos
utilizar RK4.

Ejemplo 7.7. Resolver, por el método de Adams-Bashforth de orden 2, la
ecuacion diferencial

y’ =222 — 4y + Y
y(1) = 0.7182818
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en el intervalo [1, 3], con h = 0.25.

Al aplicar el método RK4 dos veces se obtiene:

y1 = 0.3653606
y2 = —0.0182773.

Entonces

fo= f(zo,y0) = —1.2817182
fi = f(x1,51) = —1.5096394
fo = —1.5182773
ys = y2 + h(5fo — 16 f1 + 23 f2)/12

= —0.3760843
f3 = f(x3,y3) = —1.2510843
ys = —0.6267238

267

L w| gm) [ y(m) |
1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3653606 | 0.3653430
1.50 | -0.0182773 | -0.0183109
1.75 | -0.3760843 | -0.3703973
2.00 | -0.6267238 | -0.6109439
2.25 | -0.6681548 | -0.6372642
2.50 | -0.3706632 | -0.3175060
2.75 | 0.4320786 | 0.5176319
3.00 | 1.9534879 | 2.0855369

En este caso hubo que evaluar 8 veces la funcién para los dos valores de RK4
y en seguida 6 evaluaciones para un total de 14 evaluaciones de la funcién

.o
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-1 \ ‘ ‘
1 2 3

Figura 7.10: Ejemplo del método de Adams-Bashforth 2

MULTIPASO EXPLICITO: ADAMS-BASHFORTH

n error

0| yis1=vi +hf; 3y" (&)R?
h 5,1 3

1| yiy1 =vi + 5(—fi—1 +3fi) Y (E)h
h 3, (4)(c\hd

2 | yiy1 =y + ﬁ(5fi_2 —16f;—1 +23f;) sy (Oh

h
3| vit1 =y + ﬂ(_gfi—ii +37fi—2 —59fi—1 +55f;) | ZLy®)(E)Rn?

h
4| yip1 =y + %(251 fica —1274f; 5 +2616f;_2 | 55y (&RC

—2774fi—1 + 1901 f;)

En la anterior tabla se muestran las principales féormulas. Alli n indica el
grado del polinomio de interpolaciéon usado. En algunos libros, n estd aso-
ciado con nimero de puntos utilizados para la interpolacién (igual al grado
del polinomio méas uno). Obsérvese que la primera férmula es simplemente
el método de Euler.
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7.9 Métodos multipaso implicitos

En estos métodos se utiliza un polinomio de interpolacién, el mismo de los
métodos explicitos, pero el intervalo de integracién varia.

Veamos un caso particular. Supongamos que se conocen los valores yg =
y(x0), y1 = y(z1) y y2 = y(x2). Por facilidad para la deduccién, supongamos
que xg = h, xr1 = h y xo = 2h.

Sea po(z) el polinomio de grado menor o igual a 2 que interpola a f en los
valores 0, h y 2h, es decir, el polinomio pasa por los puntos (0, fo), (h, f1) ¥y
(2h, f2), donde f; = f(x;,y;). Como se vio en la seccién anterior,

p2(z) = 27,112 ((fo—2f1 + f2)z® + (=3fo + 4f1 — f2)hx + 2h* fo) .

El teorema fundamental del calculo integral se usa de la siguiente maneras:

(/“y@Mx:ymg—ymn

xr1
T2

y@azywn+/  (@)dz

z1
2h

y(we) = y(w1) + : f(z,y)dz.

Si se reemplaza f(z,y) por el polinomio de interpolacién se tiene:

h

2
+/ 12((f02f1+f2)332+

2h
y@ﬂ%y@n+/ pa(e)dx
r2) ~ y(r1) 5

y(

>

(=3fo +4f1 — fo)ha + 2h2f0>dw
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y2=uy1+ 2722 <(f0 —-2fi+ f2)§h3+
(=3fo+4f1 — f2)%h3 + 2h3f0>
Y2 =y + T};(—fo + 8f1 + 5f2). (7.27)

La anterior igualdad se conoce con el nombre de formula de Adams-Moul-
ton de orden 2 (se utiliza un polinomio de orden 2). También recibe el
nombre de método multipaso implicito o método multipaso cerrado de orden
2.

Si los valores yg, y1 y y2 son exactos, o sea, si yo = y(xo), y1 = y(z1) v
y2 = y(z2), entonces los valores f; son exactos, o sea, f(zi,yi) = f(zi, y(z;))
y el error estd dado por

h 1
y(x2) = y(21) + S (=fo+8fi +5f) — ﬂy(3)(z)h4, z € [wo, 2]
(7.28)
La férmula (7.27) se escribe en el caso general
h
Yirr = Yi + 15 (= fir + 8fi + 5fit1). (7.29)

Para empezar a aplicar esta férmula es indispensable conocer los valores f;
anteriores. Entonces se requiere utilizar un método RK el nimero de veces
necesario. El método RK escogido debe ser de mejor calidad que el método
de Adams-Bashforth que estamos utilizando. Para nuestro caso podemos
utilizar RK4.

Una dificultad mas grande, y especifica de los métodos implicitos, esta dada
por el siguiente hecho: para calcular y;41 se utiliza f;+1, pero este valor es
justamente f(zit+1,¥it+1). {Como salir de este circulo vicioso? Inicialmente
se calcula y? '\ 1, una primera aproximacion, por el método de Euler. Con este

0

valor se puede calcular f; ; = f(zi1, yzQH) y en seguida y} 4 1- De nuevo se

calcula fil_H = f(@it1, v} 1) ¥ en seguida y? .1 Este proceso iterativo acaba
cuando dos valores consecutivos, yfﬂ y yfjll, son muy parecidos. Este
método recibe también el nombre de método predictor-corrector. La

férmula queda entonces asi:

h
yrl =i + ﬁ(_fi—l +8f; +5f5 ). (7.30)
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El criterio de parada puede ser:

gt — o]
max{1, [yF |} ~

Ejemplo 7.8. Resolver, por el método de Adams-Moulton de orden 2, la
ecuacién diferencial

y =222 —dz 4y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1, 3], con h = 0.25 y £ = 0.0001.

Al aplicar el método RK4 una vez, se obtiene:

y1 = 0.3653606
Entonces

fo = f(zo,y0) = —1.2817182
f1= f(z1,11) = —1.5096394

Aplicando Euler se obtiene una primera aproximacion de yo:

y9 = —0.0120493
9 — —1.5120493

Empiezan las iteraciones:

ys = —0.0170487
fa = —1.5170487
ys = —0.0175694
2 = —1.5175694
ys = —0.0176237 = 1,

Para calcular yy se utilizan los valores:

f1 = —1.5096394
fy = —1.5176237.
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Aplicando Euler se obtiene una primera aproximacién de ys:

yd = —0.3970296

£ = —1.2720296
Empiezan las iteraciones:

ys = —0.3716132

f3 = —1.2466132

ys = —0.3689657

f2 = —1.2439657

ys = —0.3686899

f3 = —1.2436899

ys = —0.3686612 = y3

| @] gl | y(a:) |
1.00 [ 0.7182818 [ 0.7182818
1.25 | 0.3653606 | 0.3653430
1.50 | -0.0176237 | -0.0183109
1.75 | -0.3686612 | -0.3703973
2.00 | -0.6076225 | -0.6109439
2.25 | -0.6315876 | -0.6372642
2.50 | -0.3084043 | -0.3175060
2.75 | 0.5316463 | 0.5176319
3.00 | 2.1065205 | 2.0855369

En este caso hubo que evaluar 4 veces la funcién para el valor de RK4 y en
seguida, en cada uno de los otros 7 intervalos, una evaluacién fija mas las
requeridas al iterar. En este ejemplo hubo, en promedio, 4 por intervalo,
para un total de 32 evaluaciones de f. El valor final yg es méas exacto que
el obtenido por Adams-Bashforth, pero a costa de méds evaluaciones. <

Tedricamente, los dos métodos multipaso de orden 2 tienen un error local del
mismo orden, O(h?), pero el coeficiente en el método multipaso explicito,
3/8, es nueve veces el coeficiente en el error del método implicito, 1/24.
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-1 .

Figura 7.11: Ejemplo del método de Adams-Moulton 2

MULTIPASO IMPLICITO: ADAMS-MOULTON

n error
h i 3
Ly =i + 5 (fi 4 fir) —y"(§)h
h
2 | Yiy1 =Y + E(_fi—l +8fi +5fit1) — 2y (©n?

h
3| Yit1=vi + ﬂ(fzeQ —5fi—1+19fi +9fit1)

720

h
4 | Yir1 = Yi + 557 (—19fi3 + 106 f;_o — 264 f; 1

+646f; + 251 fi1)

La tabla anterior contiene las principales férmulas. Alli n indica el grado
del polinomio de interpolacién usado. Obsérvese que el método de Heun
corresponde a una iteracién (una sola) del método multipaso implicito de

orden 1.




274 7. ECUACIONES DIFERENCIALES
7.10 Sistemas de ecuaciones diferenciales

Un sistema de m ecuaciones diferenciales de primer orden se puede escribir
de la siguiente forma:

dyr

dx - fl(:l:vyl,y%"-vym)
dyz

dz - f2($7y17y27“'7ym)
d

% = fm(xvylay%"wym)

para o < x < b, con las condiciones iniciales

y1(x0) = yf
ya(0) = 9
ym($0) = ygm

Utilicemos la siguiente notacion:

Y= (Y1,92, - Ym)
0 = (9,99, ... u0)
[z, y) = f(x,y1, 92, ...,ym)
= (fr(z, Y1, ym), L2(T, 915 s Ym)s ooos fn (T, 91, 0 Ym) )

De esta manera, el sistema se puede escribir asi:
/
y =flz,y), mo<z<h

y(zo) = 3.

La solucién numérica del sistema de ecuaciones consiste en un conjunto de
o .1 .2 n
vectores y-, Yy, y°, ..., Yy,

yi = (yi’yév "'7y;n)’
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donde cada y; es una aproximacion:
(P
Y5 ~ (k).

Los métodos vistos anteriormente se pueden generalizar de manera inmedi-
ata. Si se trata de los método RK, entonces los K; dejan de ser nimeros
y pasan a ser vectores K’. Para y se utiliza un superindice para indicar
el intervalo, ya que los subindices se usan para las componentes del vector.
Por ejemplo, las formulas de RK4 se convierten en:

= hf(

hf(zi +h/2, ¥ + K'/2)

hf(zi +h/2, y' + K?/2) (7.31)
hf(i+h, y' + K?)

yi“ =y 4 (K' +2K% 4+ 2K3 + K1) /6.

70y

Ejemplo 7.9. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por RK4:

2
= by, 1<a <2
x
r_ 3
Yo = ny
yl(l) = —1
yg(l): 1

con h = 0.2.

La solucidn (exacta) de este sencillo sistema de ecuaciones es:

y1(z) = —x

ya(z) = z 3.
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Para la solucién numérica:

(—0.2, —0.6)
(—0.2136600, —0.3818182)
(—0.1871036, —0.4413223)
(—
(—

0.2026222, —0.2793388)
1.2006916, 0.5790634)

(—0.2001062, —0.2895317)
(—0.2093988, —0.2004450)
(—0.1912561, —0.2210035)
(= )
(=

0.2011961, —0.1534542
1.4011269, 0.3647495)

Lz | @) | () | wilz) | welw) |
1.0 | -1.0 1.0 -1.0 1.0

1.2 | -1.2006916 | 0.5790634 | -1.2 0.5787037
1.4 | -1.4011269 | 0.3647495 -1.4 0.3644315 | ¢
1.6 | -1.6014497 | 0.2443822 -1.6 0.2441406
1.8 | -1.8017156 | 0.1716477 | -1.8 0.1714678
2.0 | -2.0019491 | 0.1251354 | -2.0 0.125

7.10.1 En Scilab

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

2
U = = +$3?J27
x

;o 3

Yo = —§y2
yi(l) =-1
yg(l): 1.

Despues de definir y cargar
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function fxy = func43(x, y)
fxy = zeros(2,1)
fxy(1) = 2xy(1)/x + x"3*y(2)
fxy(2) = -3%y(2)/x
endfunction

se utiliza la misma funcion ode, pero con los parametros de dimension
adecuada.

yo = [-1 1]’
t = (1:0.2:2)°
yt = ode(y0, x0, t, func43)

En este caso, yt es un matriz de dos filas. En la fila i estdn las aproxima-
ciones de los valores de y;(t;).

Escribir una funcién en Scilab para un sistema de ecuaciones diferenciales
es casi igual a la funcién para una ecuacién diferencial. A continuacion una
version del método RK4 para sistemas.

function [Y, X] = RK4Sist(f, x0, y0, xf, n)
// Metodo Runge-Kutta 4 para sistema de ecuaciones diferenciales
//
//y? = £(x,y)
// y(x0) = y0
// en intervalo [x0, xf]
//
// x0 es un numero
// yO es un vector columna, digamos p x 1.
// La funcion f tiene dos parametros,
// x un numero, y un vector columna,
// su resultado es un vector columna.

// n = numero de subintervalos.

//

// Y sera una matriz con p filas, n+l1 columnas.

// X sera un vector fila de n+l1 elementos.

// Cada columna de Y contendra las aproximaciones de
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// y(x0) y(x0+h) y(x0+2h) ... y(xf)
// con h = (xf-x0)/n
// X contendra los valores x0 x0O+h x0+2h ... xf

h = (xf-x0)/n

p = size(y0,1)

disp(p, ’p?)

X = zeros(1,n+1)

Y = zeros(p,n+1)

X(1) = x0

Y(:,1) =y0

xi = x0

yi = y0

for i=1:n
K1 = hx*f(xi, yi)
K2 = h*f(xi+h/2, yi+K1/2);
K3 = hxf(xi+h/2, yi+K2/2);
K4 = hx*f(xi+h, yi+K3);
xi = xi+h
yi = yi + (K1 + 2%K2 + 2xK3 + K4)/6
Y(:,i+1) = yi
X(i+1) = xi

end

endfunction

7.11 Ecuaciones diferenciales de orden
superior

Una ecuacion diferencial ordinaria, de orden m, con condiciones iniciales, se
puede escribir de la siguiente manera:
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y™ = e,y 0"y ™), me <z <b

y(xg) =Y
y' (z0) =y
Yy (x0) = yy

Esta ecuacién diferencial se puede convertir en un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden, mediante el siguiente cambio de variables:

uy =y

Uz = Z/

uz = ?J”

Um = y(mil)

Entonces la ecuacién diferencial se convierte en el siguiente sistema:

Ul = U9
UIQZU3
ug:u4

u;n = f(x7u17u27 ceey Um)

u1(zo) = yo
uz(20) = yj
uz(xo) = y{)'

De forma maés compacta,
u =F(x,u), 1o <z <b

u(xo) = Ko,
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donde ko = [yo Y, Y§ - yém_l)]T. Este sistema se puede resolver por

los métodos para sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden.

Ejemplo 7.10. Resolver la ecuacién diferencial

o)
y// — u, 1 S x S 2’
X
y(1) =3
y'(1) = 10,

por el método RK4, con h = 0.2.

Sean u; =y, us = y/'.

ul = U9
duq — xuo
uhy = PR 1<x<2,
ul(l) =3
U2(1) =10

La solucién exacta es y = 422 — 2. Al aplicar el método RK4 se obtiene:

K'=(2, 0.4)
K? = (2.04, 0.7900826)
K3 = (2.0790083, 0.7678437)
K* = (2.1535687, 1.0270306)
u' = (5.0652642, 10.7571472)
Lz | an(w) | dew) [ y(w) |
1.0] 3.0 10.0 3.0

1.2 | 5.0652642 | 10.757147 | 5.0655556
1.4 | 7.3293797 | 11.928367 | 7.3297959 | ©
1.6 | 9.8488422 | 13.287616 | 9.849375
1.8 | 12.65069 14.742141 | 12.651358
2.0 | 15.749173 | 16.249097 | 15.75
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7.12 Ecuaciones diferenciales con condiciones de
frontera

Una ecuacién diferencial de segundo orden con condiciones de frontera se
puede escribir de la forma

y' = f(z,y,y), a<xz<b,
y(a) = Ya (7.32)
y(b) = Yb-

Esta ecuacién diferencial se puede convertir en un sistema de dos ecuaciones
diferenciales, pero para obtener su solucién numérica se presenta un incon-
veniente: se deberfa conocer el valor y,, = y/(a). Esta dificultad se supera
mediante el método del disparo (shooting).

Como no se conoce ¥, se le asigna un valor aproximado inicial. Puede ser

/%yb_ya
@ b—a

Con este valor inicial se busca la solucién numérica, hasta obtener

§(b) = (b, Ya)-

Este valor deberia ser el valor conocido y. Sino coinciden, es necesario mod-
ificar la suposicién de gy, hasta obtener el resultado deseado. Si g(b,y},) < ys,
entonces se debe aumentar la pendiente inicial del disparo. De manera
andloga, si (b, y.,) > ys, se debe disminuir la pendiente inicial del disparo.
Lo anterior se puede presentar como la solucién de una ecuacion:

¢(Ya) = o — 4(b,y,) = 0.
Esta ecuacion se puede resolver, entre otros métodos, por el de la secante o

el de biseccion.

Para facilitar la presentacién del método se considera el problema P(v),
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donde:

. . s /
v = aproximacion de ¥,
n = numero de intervalos para la soluciéon numérica,

9 = (Jo, U1, -, Un) = solucién numérica del siguiente problema:

Y =flz,y), a<z<b

y(a) = Ya P(v)
y'(a) = v,
@(v) = yp — Gn = yp — (b, v). (7.33)

Se desea encontrar v* tal que ¢(v*) = 0. Entonces la solucién numérica de
P(v*) es la solucién numérica de (7.32). Si se aplica el método de la secante
para resolver la ecuacion ¢(v) = 0, el algoritmo es el siguiente:

METODO DEL DISPARO
datos: f, a, b, y4, yp, €, maxit, &g
e, = max{1, [y} e
vo = (yb - ya)/(b —a)

g = solucién numérica de P(vg)
©0 = Yo = Yn
si |¢o] <er ent parar
v =0 +o/(b—a)
g = solucién numérica de P(vy)
1= Yo = Yn
si |¢1] <& ent parar
para k£ =1,..maxit
d=p1— %o
si |[d] <ey ent parar
vz = v1 — p1(v1 — v0)/6
g = solucién numérica de P(vg)
D2 =Yb — Yn
si |¢2| <& ent parar
Vo = V1, U1 = V2, Y0 = ¥1, 1 = ¥2
fin-para
0JO: no hubo convergencia.




7.12. ECUACIONES DIFERENCIALES CON CONDICIONES DE FRONTERA283

Ejemplo 7.11. Resolver la ecuacion diferencial

y" = 2 cos(2z) 2y 4z y’ 02<x<07
€T
y(0.2) = 0.3894183

y(0.7) = 0.9854497,

con h = 0.1 y utilizando RK4 para la solucién del sistema de ecuaciones
diferenciales asociado.

La primera aproximacién de y'(a) es
vo = (0.9854497 — 0.3894183) /(0.7 — 0.2) = 1.19206278
Al resolver numéricamente el problema P(1.19206278) se obtiene:
U5 = 0.94935663.
El disparo resulté muy bajo.

w0 = 0.03609310
vy = 1.19206278 + 0.03609310/(0.7 — 0.5) = 1.26424897

Al resolver numéricamente el problema P(1.26424897) se obtiene:

ys = 0.95337713
p1 = 0.03207260

Primera iteracion del método de la secante:
ve = 1.84009748
Al resolver numéricamente el problema P(1.84009748) se obtiene:
U5 = 0.98544973
Este disparo fue preciso (no siempre se obtiene la solucién con una sola

iteracién de la secante). El tltimo vector ¢ es la solucién. La solucién
exacta es y = sen(2z).
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L @i | glm) | ylw) |
0.2 | 0.3894183 | 0.3894183
0.3 | 0.5647741 | 0.5646425
0.4 | 0.7174439 | 0.7173561 | <©
0.5 | 0.8415217 | 0.8414710
0.6 | 0.9320614 | 0.9320391
0.7 | 0.9854497 | 0.9854497

7.13 Ecuaciones diferenciales lineales con
condiciones de frontera

Una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con condiciones de frontera
se puede escribir de la forma

p(@)y" +q(@)y" +r(zx)y =s(x), a<z <D,
y(a) = Ya (7.34)
)

Obviamente esta ecuacién se puede resolver por el método del disparo,
pero, dada la linealidad, se puede resolver usando aproximaciones numéricas
(diferencias finitas) para y' y y”.

El intervalo [a, b] se divide en n > 2 subintervalos de tamano h = (b —a)/n.
Los puntos z; estdn igualmente espaciados (x; = a + ih). Se utilizan las
siguientes aproximaciones y la siguiente notacién:

n . Yi-1 = 2Yi T Yit1

T ™ h2
1 —Yi-1 Tt Yin
Yi 2
pi = p(x;)
¢ = q(x;)
ri = 1r(z;)
s = s(x;).
Entonces:
I 2 . . — Ui .
il Yi + Yir1 + q; Yiol ¥ Yir1 +ryi =58, t=1,...,n—1.

! h2 ! 2h
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Es decir, se tiene un sistema de n — 1 ecuaciones con n — 1 incégnitas, y1,
Y2, -oey Yn—1-

op; Yt~ 2yi + yit1 hgi Y= +yir1 | 2hPriy; _ 2h?s;
! 2h2 ! 2h? 2h2 2h2
(2p; — hai)yi—1 + (—4p; + 2h2r)y; + (2p; + hai)yir1 = 2h°s;

Este sistema es tridiagonal.

[di w 17 v ] [ B ]
ll d2 u2 Y2 52
ln—3 dp—2 Up—2 Yn—2 ﬁn—2
L ln—2 dn—l_ LYn—1 | _ﬁn—l_
donde

d; = —4p; + 2h°r;, i=1,.n—1,
u; = 2p; + hq, i=1,...,n—2,
li = 2pit1 — hgita, i=1,..,n—2
B1 = 2h%s1 — (2p1 — haq1)Ya,
B; = 2h%s;, i=2,...n—2,

Bn-1=2h*spn_1 — (2Pn—1 + han-1)ys-
Ejemplo 7.12. Resolver por diferencias finitas la ecuacion diferencial

22y’ + o + 42y = 2cos(2z), 0.2<z<0.7
y(0.2) = 0.3894183
y(0.7) = 0.9854497,

con n =5, es decir, h = 0.1.
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Al calcular los coeficientes del sistema tridiagonal se obtiene:

di = —4py + 2h°r
dy = —4(0.3)* +2(0.1)%4(0.3)? = —0.3528

ur = 2p1 + hqy
uy = 2(0.3)%40.1(1) = 0.28
l1 =2p2 — hge

Iy = 2(0.4)% - 0.1(1) = 0.22

d = (—0.3528, —0.6272, —0.98, —1.4112),
u=(0.28, 0.42, 0.6),

1 =(0.22, 0.4, 0.62),

B = (0.00186, 0.0278683, 0.0216121, —0.7935745).

Su solucidn es

(y1, Y2, 3, y1) = (0.5628333, 0.7158127, 0.8404825, 0.9315998).

L wi | glm) | ylw) |
0.2 | 0.3894183 | 0.3894183
0.3 | 0.5628333 | 0.5646425
0.4 | 0.7158127 | 0.7173561 | ©
0.5 | 0.8404825 | 0.8414710
0.6 | 0.9315998 | 0.9320391
0.7 | 0.9854497 | 0.9854497

Ejercicios

Escoja varias ecuaciones diferenciales (o sistemas de ecuaciones difer-
enciales) de las que conozca la solucién exacta. Fije el intervalo de
trabajo. Determine qué métodos puede utilizar. Aplique varios de
ellos. Compare los resultados. Cambie el tamafio del paso. Compare
de nuevo.

Un procedimiento adecuado para obtener las ecuaciones diferenciales
consiste en partir de la solucién (una funcién cualquiera) y construir
la ecuacién diferencial.
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La aplicacion de los métodos se puede hacer de varias maneras: a
mano con ayuda de una calculadora; parte a mano y parte con ayuda
de software para matematicas como Scilab o Matlab; haciendo un
programa, no necesariamente muy sofisticado, para cada método.

A continuacién se presentan algunos ejemplos sencillos.

.7 e
Su solucién es y = ¥ — — -
x

Y =2y1 +y2+3

Yy =4dyr —y2 + 9
y1(0) = -3
y2(0) = 5.

Su solucién es yi (t) = —e= 2 — 2, yy(t) = 4e= 2 + 1.

(@)

2
"o /
= x(2— m)y
y(1) = -2
y(1) =1
Su solucién es y = —2In(2 — z) — x — 1. Tenga especial cuidado con el

intervalo de trabajo.

"

y'+y" +y +y=de”

y(0) =1
y'(0) =2
y"(0) =1
y///(o) — O

Su solucién es y = e” + sen(x).
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7.5
y//y _ 6290 _ sen2(x)
y(0) =1
y(m) =e".
Su solucién es y = e* + sen(x).
7.6

v +e "y +y=2e"+1+ e " cos(x)
y(0) =1

e

y(m) = €™

Su solucién es y = e* + sen(x).
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Ecuaciones diferenciales
parciales

8.1 (Generalidades
Sea u = u(x,y) una funcién de dos variables con derivadas parciales de orden
dos. Una ecuacién diferencial se llama cuasi-lineal si es de la forma
Augy + Bua:y + Cuyy = 90(:1:7 Y, u, Uy, Uy)y
dosnde A, B y C son constantes. Hay tres tipos de ecuaciones cuasi-lineales.

eliptica si B2 —4AC <0,
parabélica si B?> — 4AC =0,
hiperbdlica si B2 —4AC > 0.

Un ejemplo tipico de una ecuacion eliptica es la ecuacién de Poisson
V23U = Ugy + Uy = f(,9).
Un caso particular es la ecuacién de Laplace
Uy + Uyy = 0.

Un ejemplo tipico de una ecuacién parabdlica es la ecuacion unidimensional
del calor
U = gy

289
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Un ejemplo tipico de una ecuacion hiperbdlica es la ecuacién de onda

2
Ut — C Ugy-

Hay dos grupos importantes de métodos numéricos para EDP: diferencias
finitas y elementos finitos. En el primero las derivadas parciales se aprox-
iman por medio de diferencias finitas. Las tres secciones siguientes tratan
sobre métodos de diferencias finitas.

8.2 Elipticas: ecuacién de Poisson

Consideraremos un caso particular cuando el dominio es un rectangulo,

Q={(z,y):a<z<b, c<y<d},
0Q) = frontera de €.

La ecuacién de Poisson con condiciones de frontera de Dirichlet es la si-
guiente:

Au(z,y) = f(z,y) en
u(z,y) = g(z,y) en Q. (8.1)

Hay condiciones de frontera que utilizan derivadas con respecto al vector
normal en la frontera. Estas condiciones se llaman condiciones de Neumann.

Resolver numéricamente la ecuacién diferencial consiste en obtener aproxi-
maciones de u(x;,y;), donde los puntos (z;,y;) estdn en Q. De manera més
precisa, sean

Ng €74, Ny > 1,
Ny € Z, ny > 1,

b—a
hy = ———
T nz‘i‘l,

d—
py = 4=

ny +1

T =a+thy, 1=1,..., ng,
yj =c+ghy, j=1,..,ny,

wij R ul(xi,y;), i=1,.ng, j=1,..n.
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d ;
Ui jy1
Yny 1 fei S S
Yj
hy
Ui,jfl
yl ..............................................
C
hy
——
a X T2 ZT; wnx b

Figura 8.1: Division del rectangulo

Usando la aproximacién

se obtiene

Au(z;, y;) =
Sea n) = hg/hy.
Au(xg,y;) =~

Au(x;,y;) =~

(p”(t) ~ p(t+h)— 29}’;275) +(t—h)

Uitl,j — 2Uij + Uim1j | Ui+l — 2Uij + Uij1

8.2
Witd,j = 2Wij £ Uil o Wil = 2Uij + Uijo
2 ! 2
Uigg + Uity + NP1 + 0P -1 — (24 20%)uy (8.3)
2 : :
En el caso particular cuando h = h, = h,
Wil + Uim1,j + Ui 41U j—1 — iy (8.4)

h2

Al aplicar la aproximacién (8.3) en (8.1), y cambiando el signo aproximacién
por el signo de igualdad, se obtiene

Uil — Uio1g — N i1 — 7 w1+ (24 207 ugg = —hlfi;,  (8.5)



292 8. ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

donde fi; = f(z4,y;) son valores conocidos. Al considerar los n,n, puntos

de la malla se obtiene un sistema de n,n, ecuaciones con n;n, incégnitas.
Para simplificar la notacién, sean

n = Ny
m = ny

N =nm

h = hy

h

"y

p=1

o=2+2
aj = g(a, y;)
Bi = g(b,y;)

Yi = g(wi, )

6; = g(zi, d)

Entonces
Uit — Ui~ PUijr1 — Puig—1 + ougg = —h2 fi (8.6)

Utilizaremos el siguiente orden para los puntos: primero los puntos de la
primera fila (la fila horizontal inferior), en seguida los puntos de la segunda
fila, ..., y finalmente los puntos de la fila superior. En cada fila el orden es
el usual, de izquierda a derecha.

En este orden se plantean la ecuaciones: la ecuacién en (z1,y1), en (x2,y1),
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ey en (Tp,y1), en (x1,y2), ... Para las variables utilizaremos el mismo orden

§1 = u1

§2 = ug

En = Un1

En+1 = u12

En+2 = u22

§on = Un2

EN = Unm

Con el anterior orden para las variables la igualdad (8.6) se reescribe asi:
—PUi i1 — Ui+ O — U1 — pui i1 = —hPfij
El sistema de N ecuaciones con N incégnitas se escribe simplemente:
A = . (8.7)

En alguno de los siguientes cuatro casos: ¢ = 1,1 =mn, j =1y j = m,
alguno(s) de los valores uy; corresponde al valor de u en la frontera. En este
caso se utilizan las condiciones de frontera, es decir, los valores de g en el
punto de frontera especifico. Como son valores conocidos, entonces pasan al
lado derecho de la igualdad. A continuacion estan algunas de las igualdades.

Al plantear la ecuacién en el punto (z1,y1) se obtiene:

2
—pu10 — Uo1 + ouLl — u21 — pui2 = —h” fi1.

Es necesario cambiar u1g por el valor conocido 71 y cambiar ug; por el valor
conocido ay. Utilizando la notacién & se obtiene:

081 — & — pnt1 = —h2f11 + py1 + 0.
En el punto (z2,y1) se obtiene:

—pugo — U1y + oug — uzy — pugy = h* — for
—&1 +0& — & — plnta = —h for + po.
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En el punto (z3,y1) se obtiene:
—pusy — U1 + ouzy — Ugy — pusy = —h’ fa1
—& + 083 — &4 — phnys = —h° f31 + py3.
En el punto (z,,,y1) se obtiene:
—PURO — Un—11 + TUni — Upt1,1 — PUng = —h> fn1
—&no1 + & — pan = —h* fa1 + pn + B1.
En el punto (z1,y2) se obtiene:
—pu11 — g2 + outz — Uz — purg = —h’ fio
—p€1 + 0&ni1 — Enva — Plans1 = —h fi2 + ao.
En el punto (z3,y2) se obtiene:
—pusy — ug2 + ougy — Usz — pusg = —h’ fao
—p&3 — Ento + 0&ni3 — Enva — plants = —h* faz.

Sin=mn, =3y m=mny =4, la matriz A tiene la siguiente forma:

c -1 0 -p 0 0 0 0 0 0 0 0
1 ¢ -1 0 -p 0 0 O O O 0 O

0 -1 ¢ 0 0 —-p 0 0 0 0 0 0

—p 0 0 o -1 0 -p 0 0 0 0 O

0 —p 0 -1 o -1 0 —p 0 0 0 0

A_]| 0 0= 0 -1 o 0 0 - 0 0 0
0 0 0-p 0 0 o -1 0 —p 0 0

0 0 0 0 —p 0 -1 o -1 0 —p 0

0O 0 0 0 0 —-—p 0 -1 o 0 0 —p

O 0 0 0 0 0 —-p 0 0 o -1 0

O 0 0 0 0 0 0 —p 0 -1 o -1

0 0 0 0 0 0 0 0 -p 0 -1 o]

Se puede observar que A es una matriz simétrica, tridiagonal por bloques,
de tamano m x m bloques, donde cada bloque es de tamafno n X n.

D —pl, 0
—pl, D —pl,
A - 0 —pl, D

D —pl,
—pl, D
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D es una matriz simétrica tridiagonal de tamafno n x n.

c -1 0

-1 o -1

D 0 -1 o
o -1
-1 o

A es de diagonal positiva dominante. En la mayoria de las filas

n
Z \aij\ =242p=ay.
j=1
J#
En algunas filas

n
Z \aij] < Qg4
j=1
J#i
Para resolver A( = v se puede utilizar el método de Gauss si m y n son
pequenos. Si IV es muy grande no se puede almacenar completamente A
como matriz densa y, ademas, el tiempo de calculo se vuelve muy grande.
Hay varios métodos que pueden ser mas eficientes para N grande, algunos
son especificos para la ecuacién de Poisson en un rectangulo. Por ejemplo se
puede utilizar el método de Gauss Seidel o el de sobrerrelajacién. Estos dos
métodos se pueden implementar sin almacenar los elementos no nulos de A.
Conociendo m, n, o y p se tiene toda la informacién sobre A. También se
pueden utilizar métodos basados en la FFT (Fast Fourier Transform). Otros

métodos son: el de reduccién ciclica, el método FACR (Fourier Analysis
Cyclic Reduction) y el método de doble barrido de Cholesky.

Ejemplo 8.1. Resolver la ecuacién diferencial

Au=6x+12y, 1<x<13, 2<y<7
u(a,y) =14 2¢°
u(b,y) = 2197 + 2¢°
=16 + 2°

)
u(zx,c)
u(z,d)

conng =3y ny =4
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Entonces h, =3, hy =1, p=19, 0 = 20,
v =235 2529 10531 —519 —810 1353 —505 —918 1367 6319 8235 16615]".
Al resolver el sistema 12 x 12 se obtiene

w=[118 397 1054 192 471 1128 314 593 1250 496 775 1432]".

La ecuacién diferencial es muy sencilla, su solucién es u(x,y) = o3 + 2y3.
En este caso, la soluciéon numérica obtenida es exacta. <

8.3 Parabdlicas: ecuacion del calor

La ecuacién unidimensional del calor es:

ou ~ ,0%
a(m,t)—c W(az,t), O0<z<L, 0<t, (8.8)

con las condiciones

u(0,t) =wv(t), t>0 (8.9)
u(L,t) =w(t), t>0 (8.10)
u(z,0) = f(z), 0<x<L. (8.11)

La funcién u(x, t) indica la temperatura de una barra uniforme, en la posicién
x y en el tiempo t. Generalmente las funciones v(t) y w(t) son constantes, es
decir, se supone que la temperatura en los extremos de la barra es constante
para todo tiempo t.

De manera analoga a las ecuaciones elipticas, se coloca en la regién
Q =0, L[x]0, +o00[
una malla determinada por los valores

x;=1hg, 1=0,1,2,....m
ti=jhy, 7=0,1,2,..

donde
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° . ° °
t3 . . . .
Uu13
to ° ° ° °
Ui2
t1 ° o ) °
Uil U1 Um—1,1
0
0 A D) Im-1 L

Figura 8.2: Malla para la ecuacién del calor

El objetivo es encontrar valores u;;, aproximaciones de los valores u(x;, ;).
Como se conoce la funcién u en la frontera de 2, entonces se conocen los
valores:

U0; U105 -+, Um0 t=0,
UL, U2y +-+y UQgy +-- SL’ZO,
U1y Um2s -y Urnjs o z=1L.

Los valores buscados son:

ULL, U215 +-+y Um—1,1, t=1
U2, U2y +evy Um—1,2, t=1t
U3, U2,y +evy Um—1,3, t=1t3

Cada uno de los paquetes anteriores tiene m — 1 valores correspondientes a
un tiempo fijo ¢;.

Aunque el problema estd plantedao para 0 < t < +o00, obviamente no se
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puede ir hasta infinito. Entonces se toma un valor 1" adecuado y

0<t<T (8.12)
T

hy = — 8.13

t= (8.13)

ti=jh, j=0,1,2..n. (8.14)

8.3.1 Meétodo explicito

La segunda derivada 0%u/dz? se aproxima como en el caso eliptico, la
derivada du/0t se aproxima hacia adelante:

&u Uil — 2Ug5 + Ui—1,5
@(%tj) ~ h2] ’ (8.15)
x
o e
%(%’Jj) ~ u”%tuw (8.16)
Remplazando en (8.8) se obtiene
Wighl — Uij _ gWitlj — 2Uij + U1
=c
hy h2
C2ht 2C2ht Cth
Ui j+1 = T% Ui+ | 1— T% Wij + 12 Wit1,j
Ui+l = QU1 + BUij + @iyl (8.17)
Czht
Q= 2 (8.18)
B=1-2a (8.19)

En la férmula (8.15) el error es del orden de O(h2), en (8.16) el error es del
orden de O(h;). El error en (8.17) es del orden de (h; + h2).

Los valores usados en (8.17) forman la “molécula”:
Ui, j+1

|

Wi-1j  Uij  Uitly
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Para calcular los valores wui1, ua1, ..., um—1,1 Se necesitan valores uyg, pero
estos son conocidos por corresponder a la condicién (8.11). Entonces los
valores u11, 21, ..., Um—1,1, Se calculan sin ningin problema.

Para calcular los valores w2, ugg, ..., um—1,2 se necesitan los valores ug, u11,
U215 +ory Um—1,1, Um1. El primero y el tltimo estdn dados por las condiciones
(8.9) y (8.10); los otros se acaban de calcular. Después, de manera semejante,
se calculan los valores u;3 y asi sucesivamente.

Ejemplo 8.2. Aplicar las férmulas anteriores a la ecuacién diferencial

ou 2 9%u T
" t)= — —(x.t — t<2
at(m,) 98x2(x’ )s 0<a:<3, 0<t<
con las condiciones
u(0,t) =5, t>0
T
—.t) =25 t>0
’LL3,) 9 -

(
u(z,0) = sen(3z) +5, 0<z<
con m =10 y n = 50.
La solucién exacta de la ecuacién diferencial es
u(z,t) = e *sen(3z) + 5.

Al aplicar las férmulas se obtiene:
hy = /30 = 0.1047198
hy = 0.04

a = 0.8105695

8= —0.6211389

Para empezar, los valores ugg, %10, %20, --., 10,0 son: 5, 5.309017, 5.5877853,
5.809017, 5.9510565, 6, 5.9510565, 5.809017, 5.5877853, 5.309017, 5.

Para t = t1 = 0.04 son datos: ug1 = 5, u10,0 = 5.
u11 = augo + Buip + augp
u11 = 5.2844983
ug1 = auip + Bugo + ausp
ug1 = 5.5411479
ug1 = augy + Bugy + o0
ug1 = 5.2844983
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Para t = t5 = 0.08

u12 = aug + Pui + augg
Ui = 5.261925

En la tabla siguiente aparecen los valores exactos u(z;,2) y los valores
obtenidos u; 5.

.0000000 5.0000000
.0056598 9.2699374
.0107657 - 3.1030622
.0148177 16.178842
.0174192 - 8.1110307
.0183156 18.817809
.0174192 - 8.1110307
.0148177 16.178842
.0107657 - 3.1030622
.0056598 9.2699374
.0000000 5.0000000

g o100 oo oo oo OO

Se observa que los resultados obtenidos por las formulas no son buenos. Pero
si se utiliza n = 100 si lo son. En la tabla siguiente estan los valores teéricos,
los obtenidos con n = 100 y los errores:

5.000000 5.000000 0.000000
5.005660 5.005394 0.000266
5.010766 5.010261 0.000505
5.014818 5.014123 0.000695
5.017419 5.016602 0.000817
5.018316 5.017456 0.000859
5.017419 5.016602 0.000817
5.014818 5.014123 0.000695
5.010766 5.010261 0.000505
5.005660 5.005394 0.000266
5.000000 5.000000 0.000000

El ejemplo anterior muestra resultados malos con n = 50 y bastante buenos
con n = 100. Esto tiene una razén: el método con las férmulas (8.17) es a
veces estable, a veces inestable (los errores de redondeo o truncamiento se



8.3. PARABOLICAS: ECUACION DEL CALOR 301

propagan exponencialmente). Este método es condicionalmente estable (ver
[BuF85]). Si
02 ht
h3

< - (8.20)

N | =

el método es estable.

Facilmente se comprueba que, en el ejemplo anterior,

62 ht
hi
62 ht
h2

T

= 0.8105695 sin =50

= 0.4052847 sin =100

8.3.2 Meétodo implicito

La derivada Ou/0t se aproxima hacia atrés:
du Uiyj — Uij—1

2
0 ’LL(:U t') Uil — 2uij + Ui—1,5
2\ ) 2
Oz h2

(8.22)

Remplazando en (8.8) se obtiene

Uij = Wij—1 _ 2Witly — 2Uij + Ui-1,

he h2

Si queremos calcular los valores wuy;, para t = t;, y conocemos los valores
para t = t;_1, entonces agrupamos asi:

hy hy hy -
T2 Mg I e T T i = Uit
De manera méas compacta:
—QU—1 5 + YU — QU415 = Ui -1 (8.23)
2
C ht
o= — 8.24

v =1+ 20 (8.25)
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La férmula (8.23), al igual que en el método explicito, tiene un error de
orden O(h; + h2).

Los valores usados en (8.23) forman la “molécula”:

Ui-1,5  Uij  Uitly
C o)

o

Al utilizar (8.23) para los m — 1 puntos (x1,t;), (z2,%5), ..., (Tm-1,1;), se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

v —a 0 0 .. 0 U1 i U1, j—1 + Qug;

— Yy — 0 0 U2; U251

0 — Yy — 0 Uus; _ u3,j—1 (8 26)
L0 0 —a 7] [um-1;]  [Um—1,j-1 + QU |

Este sistema tridiagonal se puede resolver por cualquier método, pero es mas
eficiente resolverlo por un método especifico para sistemas tridiagonales, ver
seccion (2.13). Ademds, como la matriz del sistema es la misma para todas
las iteraciones, entonces la factorizacion LU tridiagonal es la misma para
todas las iteraciones y se calcula inicamente una vez. Asi, en cada iteracién
se resuelve el sistema conociendo ya la factorizaciéon LU.

Los valores ug; y um; estdan dados por los valores v(t;) y w(t;) provenientes
de las condiciones de frontera.

Ejemplo 8.3. Aplicar este método a la misma ecuacién diferencial

ou 2 9%u

a W =g g

T
t — t <2
5 (x,t), 0<:1:<3, 0<t<

con las condiciones

u(0,1)
u(3,1)
u(z,0) = sen(3z) +5, 0<zx<

(e}

5, t>0
)

—

)
)

t>0

wl
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con m =10 y n = 50.

Al aplicar las férmulas se obtiene:

hy = m/30 = 0.1047198

he = 0.04
a = 0.8105695
v = 2.6211389

Para empezar, los valores o, u10, %20, -.., U10,0 son: 5, 5.309017, 5.5877853,
5.809017, 5.9510565, 6, 5.9510565, 5.809017, 5.5877853, 5.309017, 5.

Los valores v y 7 definen la matriz del sistema (8.26) para todas las ite-
raciones. Para t = t; = 0.04, los términos independientes son: 9.3618643,
5.5877853, 5.809017, 5.9510565, 6, 5.9510565, 5.809017, 5.5877853, 9.3618643 .

La solucién del sistema es : 5.2863007, 5.5445763, 5.749545, 5.8811429,
5.9264885, 5.8811429, 5.749545, 5.5445763, 5.2863007 . Estos valores cor-
responden a uq1, U1, ..., UY]-

La siguiente tabla muestra, para t = 2, los valores tedricos, los valores
obtenidos por el método y las diferencias:

5.000000 5.000000 0.000000
5.005660 5.006792 -0.001132
5.010766 5.012919  -0.002153
5.014818 5.017781  -0.002963
5.017419 5.020903 -0.003484
5.018316 5.021979 -0.003663
5.017419 5.020903 -0.003484
5.014818 5.017781  -0.002963
5.010766 5.012919  -0.002153
5.005660 5.006792 -0.001132
5.000000 5.000000 0.000000

Si se considera n = 100, los valores para t = 2 son:

5.000000 5.000000 0.000000
5.005660 5.006315 -0.000655
5.010766 5.012011 -0.001245
5.014818 5.016532 -0.001714
5.017419 5.019434 -0.002015
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5.018316 5.020434 -0.002119
5.017419 5.019434 -0.002015
5.014818 5.016532 -0.001714
5.010766 5.012011 -0.001245
5.005660 5.006315 -0.000655
5.000000 5.000000 0.000000

8.3.3 Método de Crank-Nicolson

De acuerdo con las férmulas (6.29) y (6.30) el valor

Uij — Uij—1

0= »

: L, ou .
se puede considerar como la aproximacién de E(%tj) o bien como la

ou
aproximacion de a(xz, j—1). Es decir,

ou Uj5 — U 5—1 ht 82

;55(3%,tj—1):= ““?ﬁ““*‘* 9 8t2(lﬁaf)a §e ﬁj‘lvtjh
ou o uij — ui,j,l ht 82u
E(ﬂﬂz,%) =T t3 ﬁ($17C)7 C € [tj-1,t5].

En ambos casos el error es del orden de O(ht). El mismo valor ¢ puede ser
interpretado de una tercera manera usando (6.32):

ou wij —uij—1  hE Bu

Bt(x“j 1+ hi/2) = T—ﬂ@( T), T € [tj-1,tj],

El valor t;_1 + h;/2, que serd denotado por t;_; 9, es el punto medio entre
tj—1ytj. Al plantear la ecuacién diferencial en el punto (x;,%;_/2) tenemos:

ou d%u
E(%ﬁ ti—1/2) = CQ@(%" ti—1/2)

ou 2u
Ahora remplazaremos 57 Por oy @(xz, ti—1/2) por el promedio de apro-
2
ximaciones de —— en dos puntos vecinos:
Ox
Uij — Wi j—1 2 [(0%u 9%u
%:5 <8 2(.%,“75] 1) 8 Q(xz,t])
wij —uij1 € (i1 — 2ui o1 + i1 e 2uij + Uiy1
hy 2 h2 h2
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Esta férmula tiene un error de orden O(h?+h2). Ahora agruparemos dejando
a izquierda los valores buscados, ¢t = t;, y a derecha los que se suponen
conocidos, t = t;_1:

—PUi—1j + UG — PU1; = PUi—1j—1 + PUj—1 + pUir1j—1  (8.27)

2
h
a= % (8.28)
«
p=1+a (8.30)
p=1—« (8.31)

La “molécula” correspondiente a (8.27) es:

1

Ui—1,j-1 Wij—1 Wi+l,j-1

Al utilizar (8.27) para ¢ = 1,2,...,m — 1 se obtiene el sistema tridiagonal,
que se puede resolver de manera eficiente:

[ n —p 0 0 .. 0 Uij

—p pu —p 0 .0 U;

0O —p pu —p ... 0 ugj | _
L0 0 =P 1] Lwm—1,4]

[ puoj—1 + wuy -1+ puz -1 + puo;
pULj—1 + PU2—1 + pU3 ;-1

pU2,j—1 + QU3 -1 + PUgj—1 (8.32)

| PUm—25—1 F PUR-1j-1+ PUmj—1 + PUmj |

Ejemplo 8.4. Resolver la misma ecuacién diferencial de los dos ejemplos
anteriores por el método de Crank-Nicolson, con m = 10, T' = 2, n = 50.
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hy = 0.1047198

hy = 0.04
o = 0.8105695
p = 0.405284
1 = 1.8105695
o = 0.1894305

Para empezar, los valores ugo, 110, %20, ..., 410,0 son: 5, 5.309017, 5.5877853,
5.809017, 5.9510565, 6, 5.9510565, 5.809017, 5.5877853, 5.309017, 5.

Los valores p y p definen la matriz del sistema (8.32) para todas las ite-
raciones. Para t = t; = 0.04, los términos independientes son: 7.3231813,
5.5644666, 5.7769216, 5.9133261, 5.9603279, 5.9133261, 5.7769216,
5.5644666, 7.3231813.

La solucion del sistema es : 5.2854339, 5.5429275, 5.7472756, 5.8784752,
5.9236835, 5.8784752, 5.7472756, 5.5429275, 5.2854339.

Estos valores corresponden a w11, us1, ..., Ug1.

La siguiente tabla muestra, para ¢t = 2, los valores tedricos, los valores
obtenidos por el método y las diferencias:

5.000000 5.000000 0.000000
5.005660 5.005836 -0.000176
5.010766 5.011101  -0.000336
5.014818 5.015280 -0.000462
5.017419 5.017962  -0.000543
5.018316 5.018887 -0.000571
5.017419 5.017962  -0.000543
5.014818 5.015280 -0.000462
5.010766 5.011101  -0.000336
5.005660 5.005836 -0.000176
5.000000 5.000000 0.000000

Si se considera n = 100, los valores para t = 2 son:

5.000000 5.000000 0.000000
5.005660 5.005845 -0.000186
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5.010766 5.011119  -0.000353
5.014818 5.015304 -0.000486
5.017419 5.017990 -0.000571
5.018316 5.018916  -0.000601
5.017419 5.017990 -0.000571
5.014818 5.015304 -0.000486
5.010766 5.011119  -0.000353
5.005660 5.005845 -0.000186
5.000000 5.000000 0.000000

Los resultados obtenidos por el método de Crank-Nicolson con n = 50 son
mejores que los obtenidos con el método implicito. Los resultados obtenidos
con el método de Crank-Nicolson con n = 100 (hZ = 0.0004, h2 = 0.0109662,
h? +h2 = 0.0113662), no mejoran (empeoran ligeramente) los obtenidos con
n = 50 (h? = 0.0016, h2 = 0.0109662, h? + h2 = 0.0125662). En este caso
el orden del error depende fundamentalmente de h,. Si se utiliza el método
de Crank-Nicolson con m = 20 y n = 50 (h? = 0.0016, h2 = 0.0027416,
h? + h2 = 0.0043416) los resultados mejoran notablemente:

5.000000 5.000000 0.000000
5.002865 5.002883 -0.000018
5.005660 5.005694 -0.000035
5.008315 5.008366 -0.000051
5.010766 5.010831 -0.000066
5.012951 5.013030 -0.000079
5.014818 5.014908 -0.000091
5.016319 5.016419 -0.000100
5.017419 5.017526  -0.000107
5.018090 5.018201 -0.000111
5.018316 5.018428 -0.000112
5.018090 5.018201 -0.000111
5.017419 5.017526  -0.000107
5.016319 5.016419 -0.000100
5.014818 5.014908 -0.000091
5.012951 5.013030 -0.000079
5.010766 5.010831 -0.000066
5.008315 5.008366 -0.000051
5.005660 5.005694 -0.000035
5.002865 5.002883 -0.000018
5.000000 5.000000 0.000000
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8.4 Hiperbdlicas: ecuacion de onda

Consideramos la siguiente ecuacion

2 2
;&xn—égzwo O<z<L, 0<t, (8.33)

con las condiciones

u(0,t) =a, t>0, (8.34)
u(L,t)=0b, t=>0, (8.35)
u(z,0) = f(z), 0<z<L, (8.36)
au(w,0)== g(z), 0<z<L. (8.37)

Esta ecuacién describe el movimiento en el tiempo de una cuerda vibrante,
de longitud L, fija en los extremos y de la que se conoce la posicion inicial
y la velocidad inicial. Generalmente los valores constantes a y b son iguales
y nulos.

8.4.1 Método explicito

La region es la misma de la ecuacién del calor y se divide exactamente de
la misma forma. Sea T un tiempo adecuado:

zi=ihy, i=0,1,2,...m
ti=jh, 7=01,2..n

Se desea conocer los valores u;;, buenas aproximaciones de u(z;,t;). Se
utiliza la ecuacién diferencial en el punto (x;,t;):

0%u 2 0%u

72 (xi,t5) = 9 2(avl,t ) (8.38)
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Aproximando las segundas derivadas por diferencias finitas en el punto
(x;,t;) se obtiene:

i1 = 2Uij + i1 o Uizlg — 2+ Vi1
2 2 '
h3 h2

Si se suponen conocidos los valores para t = t; y para t = t;_1, entonces se
puede obtener w; jy1:

Ui j+1 = Puij + o(Wim1j + Wit15) — Ui j—1 (8.39)
c® h?

a= h?ct (8.40)

B=2-2a (8.41)

La molécula es:

Usj j—1

La férmula (8.39), con error de orden O(h2+h?), se puede aplicar facilmente,
salvo para la obtencién de los valores u;; ya que seria necesario conocer los
valores u; 1. Aproximaciones de estos valores se obtienen utilizando las
condiciones (8.37) sobre la velocidad inicial, mediante la siguiente aproxi-
macién cuyo error es del orden de O(h?),

gi = glmi) ~ Uil — Ui —1
T 1) )
2h;
u;—1 = i1 — 2ht gi, (8.42)

Remplazando en (8.39) para j = 0 y teniendo en cuenta que uxy = fr =

f(xk)a
uin = Bfi + afic1 + fix1) — (uin — 2hegs)
2ui1 = Bfi + o fic1 + fiy1) + 2hsg;

a .
Uil = gfi + E(fi—l + fix1) +hegi, i=1,2,...,m—1 (8.43)

Una vez calculados los valores u;; por medio de (8.43), se utiliza (8.39) para
Jj=1,2,...,n, teniendo en cuenta que ug; = a y Um; = b.
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Ejemplo 8.5. Resolver la ecuacién diferencial

82 92
6—;;(:1:,15) :38—;2"(:3,t), O<z<2 0<t,

con las condiciones

u(0,t) =0, t>0,
w(2,t) =0, t>0,

1
U(SL‘,O):ZI'(Q—I‘), 0<z<2,
ou

utilizando T'= 12, m = 10, n = 300.

Se puede comprobar que la solucién exacta de esta ecuacion diferencial es

u(x,t) = ZAk cos <k7;0t> sen <k‘772x> ,

k=1
4(1 - (=DM
A = [EFEEE
c=/3.
Para la solucién numérica
h, =0.2
h; = 0.04
a=0.12
6 =1.76

Los valores inciales u;g son: 0, 0.09, 0.16, 0.21, 0.24, 0.25, 0.24, 0.21, 0.16,
0.09, 0.

Para calcular los valores u;; se utiliza (8.43) y se obtiene: 0, 0.0888, 0.1588,
0.2088, 0.2388, 0.2488, 0.2388, 0.2088, 0.1588, 0.0888, 0.

Los demds valores u; se calculan usando (8.39). Asi los valores u;o son: 0,
0.085344, 0.1552, 0.2052, 0.2352, 0.2452, 0.2352, 0.2052, 0.1552, 0.085344,
0.
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A continuacién aparecen: los valores x;, los valores u(x;, 12) exactos y los
valores aproximados obtenidos por el método:

S N N L e el ol ol e

.00
.20
.40
.60
.80
.00
.20
.40
.60
.80
.00

.000000
.0215639
.043078
.064617
.086097
.096097
.086097
.064617
.043078
.0215639
.000000

O O OO O O OO O o o

.000000
.032374
.057421
.073748
.080376
.080269
.080376
.073748
.057421
.032374
.000000

O O O O O O O O O o o

Este método presenta problemas de inestabilidad. Se puede garantizar la
estabilidad (no la exactitud) si

hy
— < 1. 8.44
¢ (3.44)

x

En el ejemplo anterior chy/h, = 0.3464. Si se hubiera aplicado el método
con n = 100, chy/h, = 1.0392, los resultados serian:

.00
.20
.40
.60
.80
.00
.20
.40
.60
.80
.00

N, R, RP,r PP OOOOO

O O O O O O OO o oo

.000000
.021539
.043078
.064617
.086097
.096097 -
.086097
.064617
.043078
.021539
.000000

0.
-3366402376293274.
6403277832890416.
-88133556840944206.
10360721173025462.
10893906929301864 .
10360721173025462.
-8813355840944206.
6403277832890416.
-3366402376293274.

0.

8.4.2 Meétodo implicito

Consideremos la ecuacién diferencial en el punto (z;,t;),

0%u 282

8t2 (xht) 8 2($Z,t),
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pero cambiando la doble derivada parcial con respecto a x, en el punto
(xi,t;), por el promedio de la derivada en los puntos vecinos (xj, tj—1) y

(Tistj41):

d%u

atQ ('ri? t]) =

2
2

9%u d%u

<am2(wutj—1) + 3:52(%‘»%1))

Ahora utilizamos aproximacién por diferencias finitas:

Wij—1 = 245+ i1 € (Uim1jo1 = 21+ Uit -1
=— +
2 h?2
Ui—1,j+1 — 2Ui 41 + Uig1,j+1

hi

)

Ahora dejamos a la izquierda los valores desconocidos y a la derecha los que

son conocidos:

2ui g1 — i+ 2w g1 = a(Uio1j-1 = 2051 + Uit1,j-1

—QU—1 j+1 YU 41 — QU1 j+1

Aplicando la igualdad (8.45) en los puntos (x1,t;), (z2,t;),

+Ui—1+1 — 2Ui 41 + Uig1 1)

= duij —yuij-1
j ¥

+ o(wi—1,j—1 + Wit1,5-1)

(8.45)

2h2
a= Ch—; (8.46)
v =2+ 2« (8.47)

oy (Tm—1,t5), se

obtiene el siguiente sistema tridiagonal, de tamano (m — 1) x (m — 1):

duy; —yur j—1 + ala+uz;-1)
dugj — yug,j—1 + aluy j—1 + us 1)

Qm—2j — Yum—2j—1 + a(Um—3 -1 + Um—1,—1)
W15 — Ym—1,j—1 + @(Um—2j-1 + D)

—a - -
Y Ul,5+1
—« —«
v u2,j+1
0 —a v -« . B
Um—2,5+1
L 0 0 0 —a oy | LUm—1j+1]

(8.48)
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Este sistema tridiagonal se puede resolver eficientemente. Para empezar,
también es necesario calcular los valores w;; por medio de (8.43). Después
es necesario resolver n — 1 veces el sistema (8.48). Este método implicito no
es inestable.

Ejercicios

2 2
8.1 Considere la ecuacion diferencial —g(x, t) = a—Z(x, t),paral0 <z <1

y 0 < t con las condiciones u(0,t) = u(1,t) =0, wu(z,0) = sen(nz),

0
a—?(:}:, 0) = 0. La solucién exacta es u(x, t) = sen(mwz) cos(nt). Obtenga

la solucién aproximada para t = 3 con m = 10, n = 60 y con n = 20.
Compare con la solucién exacta.
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Valores propios

9.1 Preliminares

Sea A € R™ ™ una matriz cuadrada real, un niimero A, real o complejo, es
un valor propio de A si existe un vector columna real o complejo no nulo
v € C™! tal que

Av = Av.

En ese caso se dice que v es un vector propio asociado al valor propio .
Facilmente se comprueba que si o # 0, entonces también av es un vec-
tor propio asociado a A. Generalmente se usan mas los vectores propios
normalizados, es decir, [|v||2 = 1.

Ejemplo 9.1. Sea

Como )
8 2 1|19 90
1L 731 |7=1]70},
1 1 6] (4 40

entonces 10 es un valor propio de A y [9 7 4]" es un vector propio de
A asociado a 10. El vector columna [0.7448453 0.5793241 0.3310424]" es
un vector propio normalizado asociado a 10.

Con frecuencia se utiliza otra caracterizacién de los valores propios.

314
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Av =l
Av— v =0
Av—Alv =0
(A= X)v=0

Como v # 0 es solucién de un sistema homogéneo, entonces A no puede ser
invertible, es decir

det(A —AI) =0. (9.1)
Como A es real, se puede demostrar que p(\) = det(A— AI) es un polinomio
real de grado n:

P(A) =pa(N) = ag + ard + aa)® + -+ + ap A" (9.2)

Este polinomio se llama el polinomio caracteristico de A (algunas veces se
considera que el polinomio caracteristico es det(Al — A)). Entonces, para
matrices pequenas, se pueden calcular los valores propios, obteniendo las
raices del polinomio caracteristico de A.

Ejemplo 9.2.
1 -2
=i
1—-X =2
det(A—)\I)—det[ 3 4_)\}
=(1-=-XN(4—-X)+38
=\ — 5\ +10

A =2.5+iV15/2
Ao =2.5—1iV15/2

Denotaremos con espec(A) el conjunto de valores propios de A y A o \;
serd un valor propio cualquiera. Para el complejo z = a + b, el mddulo,

norma o tamano sera
o = Vo + 4,

que coincide con valor absoluto para niimeros reales.

A continuacién algunas definiciones y resultados sobre valores propios. Estos
resultados no estan necesariamente en el orden conceptual ni en orden para
una posible demostracién. Ademaés uno puede ser corolario de otro o pueden
corresponder al mismo concepto dicho de otra forma.
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a. Dos matrices A y B son semejantes si existe una matriz C' tal que

A=C"'BC.

b. A es ortogonal si A~ = AT,

c. Se denota con A* o A la matriz transjugada de A, es decir,
A* = ()T = AT,

d. A es hermitiana (o hermitica) si A = A*.

e. A es unitaria si A~ = A*.

f. Una matriz A es diagonalizable si es semejante una matriz diagonal, es
decir, existe B invertible y D diagonal tales que

D =B 'AB.

Resultados:

n

2. Z i = traza(A)
i=1

3. ] =det(4)

i=1
4. Hay n valores propios, reales o complejos, y pueden estar repetidos.
5. Si n es impar, hay por lo menos un valor propio real.
6. El nimero de valores propios estrictamente complejos (no reales) es
par.
7. Sean A1, A2, ..., A\, valores propios distintos de A y v!, v?, ..., vF

vectores propios asociados correspondientes, entonces estos vectores
propios son linealmente independientes.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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. Teorema de Cayley-Hamilton. Si p es el polinomio caracteristico de

A, entonces p(A) = 0.

. Si Ay B son semejantes, A = C~1BC, entonces espec(A4) = espec(B).

Teorema de Schur. Toda matriz A es semejante a una matriz triangular
superior (cuyos elementos diagonales son los valores propios de A).
Dicho de otra forma, existe U invertible y T' triangular superior tales
que T = U~'AU. Esta matriz U es unitaria.

Si U es unitaria, en particular ortogonal, ||Uz||2 = ||x||2. Asi, se dice
que las matrices unitarias conservan la norma euclidiana.

Si A es simétrica, todos los valores propios son reales.

Si A es diagonal, triangular superior o triangular inferior, entonces los
valores propios son los elementos diagonales.

Teorema espectral. Si A es simétrica, entonces xisten vectores propios

v, v2, ..., v™ ortonormales. Si Q = [vl v? v"}, entonces () es

ortogonal y QT AQ es una matriz diagonal (con los valores propios de
A en la diagonal).

Sea A simétrica. La matriz es definida positiva sssi los valores propios
son positivos.

Sea A simétrica. La matriz es semidefinida positiva sssi los valores
propios son no negativos.

Si A no es invertible, A = 0 es un valor propio.

Si A es invertible, A € espec(A4) sssi 1/) € espec(A~1).
A € espec(A) sssi A —t € espec(A —tI).

Para cualquier norma matricial generada || ||,

AL < I Al

Si A es ortogonal, |\| = 1, para cualquier valor propio real o complejo.
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9.1.1 En Scilab

Los valores propios se calculan por medio de la funcién spec (en Matlab
se usa eig). Si se ha definido una matriz cuadrada a, entonces la orden

spec(a)

da como resultado un vector columna con los n valores propios. La orden

[V, L] = spec(a)

produce una matriz L diagonal, cuyos elementos diagonales son los valores
propios y una matriz V cuyas columnas son vectores propios normalizados
asociados correspondientes.

9.2 Meétodo de la potencia

Este método se puede aplicar para hallar A\;, el valor propio dominante de
una matriz diagonalizable A, cuando éste existe, o sea, si

Al > o] = [Ag] =+ = Al

Una primera versién del método de la potencia es muy sencilla. Dado un z°

inicial

2 = Ak k=0,1,2, .. (9.3)

Sea {v!, v?, ..., v} una base formada por vectores propios asociados a los
valores propios A1, Mg, ..., A, respectivamente. Entonces 20 # 0 se puede
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expresar como combinacion de los vectores propios

= aqol + agv® + ... + a,o”

1 A$O
1 A(alvl + agv® 4 ..+ anpv™)

x
T
X
2! = a1 Av' + as Av? + ... + a, Av™
T
T

D — ai ot + asdov? + ... + aph,o”
2 _ gyt
= A(al)\lvl + aghov?® 4 ..+ apApv™)
22 = ar M Avt + asda Av? + .+ ap A, A"
e = al)\%vl + 042)\%1)2 + .+ an)\iv”

2 = o Mt + anXEu? 4 4 ap A

n k
k k(.1 Q; >\¢> i
¥ = o A ’U—l—E — | —] v
11( i:2a1<)\1 )

Esta tltima factorizacién estd bien definida si a; # 0, o sea, si 2

ortogonal a v!. Como |\;/\1| < 1, entonces para valores grandes de k

no es

a* ~ a Mol

De manera analoga

2Pt~ al)\lf+1v1.

Entonces
oFtl &~ /\lxk.

Al tomar acéC , una componente no nula de z¥,

k1

J ~
kRt
J

X
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Ejemplo 9.3. Partiendo de 2° = (1,1, 1), hallar el valor propio dominante
de

-1 -2 -3
A=|-4 -5 —6
—7 -8 -8

A continuacién estan los valores k, ¥, %, ok, o /zk=1.

-6.000000 -15.000000 -23.000000 -6.00000000
105.000000 237.000000 346.000000 -17.50000000
-1617.000000 -3681.000000 -5399.000000 -15.40000000
25176.000000  57267.000000  83959.000000 -15.56957328
.9156870e+05 -8.907930e+05 -1.306040e+06 -15.55397998
6.091293e+06 1.385655e+07  2.031577e+07 -15.55540148
-9.475172e+07 -2.155426e+08 -3.160177e+08 -15.556527176
1.473890e+09  3.352826e+09  4.915744e+09 -15.55528360
-2.292677e+10 -5.215415e+10 -7.646579e+10 -15.55528252

© 00 N O O WN -
|
w

10  3.566324e+11 8.112726e+11 1.189447e+12 -15.55528262
11 -5.547518e+12 -1.261957e+13 -1.850218e+13 -15.55528261
12 8.629321e+13 1.963010e+14  2.878067e+14 -15.55528261

El mecanismo anterior puede conducir hasta una buena aproximacién de Aq,
pero tiene un inconveniente: ||z¥|| — co. La solucién es normalizar. Sea

ZO = I‘O.
2P =AY k=1,2,3, .. (9.4)
k
k z
" = . 9.5
TEQE (9:5)

Ejemplo 9.4. Usar las férmulas anteriores, partiendo de z° = (1,1,1), para
hallar el valor propio dominante de

-1 -2 -3
A=|-4 -5 —6
-7 -8 =8

A continuacién estdn los valores k, x]f, xlg, xlg, z’f/x’fflz

1 -0.213470 -0.533676 -0.818303 -6.00000000
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2 0.242870 0.548191 0.800313 -17.50000000
3 -0.240212 -0.546829 -0.802045 -15.40000000
4 0.240454 0.546954 0.801887 -15.56957328
5 -0.240432 -0.546942 -0.801902 -15.55397998
6 0.240434 0.546943 0.801900 -15.55540148
7 -0.240434 -0.546943 -0.801901 -15.55527176
8 0.240434 0.546943 0.801901 -15.55528360
9 -0.240434 -0.546943 -0.801901 -15.55528252
10 0.240434 0.546943 0.801901 -15.55528262
11 -0.240434 -0.546943 -0.801901 -15.55528261
12 0.240434 0.546943 0.801901 -15.55528261

El siguiente esquema, ademas de incluir la normalizacién, tiene una manera
mas eficiente de aproximar .

Algoritmo de la potencia

para k=1,...maxit

2P = Azt
k

ok = 7Zk

(B

A= gk ok

si [\F— M1 < ¢ parar

fin-para

El proceso se detiene satisfactoriamente cuando dos aproximaciones, )\’f y
)\’ffl, son muy parecidas. La salida no deseada se tiene cuando se llega al
numero maximo de iteraciones.

La rapidez de la convergencia estd ligada al valor |A;/Az|. Si este valor
es cercano a 1, la convergencia es lenta. Si es mucho mayor que 1, la
convergencia es rapida.

Ejemplo 9.5. Hallar el valor propio dominante de

-1 -2 -3
A=|-4 -5 —6
-7 -8 -8

artiendo de 2% = (1,1, 1).
p

Los siguientes valores corresponden a k, zlf, 25, zé.f, x’f, xé, xlg, )\'f:
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1 -6.000000 -15.000000 -23.000000

-0.213470 -0.533676 -0.818303 28.10693865
2 3.735732 8.432082 12.310128

0.242870 0.548191 0.800313 15.38164285
3 -3.740191 -8.514312 -12.488120

-0.240212 -0.546829 -0.802045 15.57034584
4 3.740005 8.507264 12.472478

0.240454 0.546954 0.801887 15.55390218
5 -3.740024 -8.507910 -12.473909

-0.240432 -0.546942 -0.801902 15.55540852
6 3.740022 8.507851 12.473779

0.240434 0.546943 0.801900 15.55527112
7 -3.740022 -8.507857 -12.473791

-0.240434 -0.546943 -0.801901 15.55528366
8 3.740022 8.507856 12.473790

0.240434 0.546943 0.801901 15.55528251
9 -3.740022 -8.507856 -12.473790

-0.240434 -0.546943 -0.801901 15.55528262
10 3.740022 8.507856 12.473790

0.240434 0.546943 0.801901 15.55528261
11 -3.740022 -8.507856 -12.473790

-0.240434 -0.546943 -0.801901 15.555628261

El dltimo z* obtenido es una buena aproximacién de un vector propio nor-
malizado asociado a A1. <

9.3 Meétodo de la potencia inversa

Este método se puede aplicar para hallar A, el valor propio menos domi-
nante de una matriz diagonalizable e invertible A, cuando éste existe, o sea,
si

A1l = [Ao| = [Az] = - > [An] > 0.

Si A es invertible y tiene valores propios A1, Aa,..., A,, entonces los valores

propios de A~! son
1 1 1

X’ E’ ceey )\7”.
El valor propio dominante de A~! es justamente 1/\,. Entonces se puede
aplicar el método de la potencia a A~!. En lugar de escribir explicitamente
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2k = A~12*=1 es preferible presentarlo como la solucién del sistema AzF =
k—1
v

Potencia inversa

para k=1,...maxit

resolver AzF = k1
k
ak = 7'1
|12%1]2
alf = gkt k

si |of — o1 < ¢, parar

fin-para

Cuando se obtenga la convergencia, A, ~ 1/ Uf .

Ejemplo 9.6. Aplicar, partiendo de 2° = (1,1, 1), el método de la potencia
inversa para obtener el valor propio A, de la matriz

-1 -2 -3
A=1|-4 -5 —6
-7 -8 =8
1 1.000000 -1.000000 0.000000
0.707107 -0.707107 0.000000  1.41421356
2 3.771236 -5.421152 2.121320
0.543702 -0.781572 0.3056832  6.93621735
3 3.839896 -5.810817 2.412678
0.520948 -0.788337 0.327321  7.37098425
4 3.818745 -5.807259 2.424942
0.518766 -0.788900 0.329422  7.36121039
5 3.8165631 -5.806630 2.425988
0.518557 -0.788954 0.329622  7.35991006
6 3.816317 -5.806567 2.426087
0.518537 -0.788959 0.329641  7.35978177
7 3.816297 -5.806561 2.426096
0.518535 -0.788960 0.329643  7.35976946
8 3.816295 -5.806560 2.426097
0.518535 -0.788960 0.329643  7.35976828
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9 3.816294 -5.806560 2.426097

0.5185635 -0.788960 0.329643  7.35976817
10 3.816294 -5.806560 2.426097

0.5185635 -0.788960 0.329643  7.35976816
11 3.816294 -5.806560 2.426097

0.5185635 -0.788960 0.329643  7.35976815
12 3.816294 -5.806560 2.426097

0.5185635 -0.788960 0.329643  7.35976815

Entonces A, ~ 1/7.35976815 = 0.135873845

9.4 Factorizacion QR

Sea A € R™*™, Una factorizacién QR de A consiste en encontrar matrices
@ v R tales que

e A=QR.

e () € R™*™ eg ortogonal.

e R € R™*"™ es triangular superior ( r;; =0sii>j ).
El proceso de factorizacién QR, por medio de diferentes clases de matrices
ortogonales, va obteniendo ceros en lugares adecuados. Supongamos que
por medio de ) ortogonal, la matriz Q1 A tiene ceros en sitios adecuados.

Ahora, con Q9 ortogonal, se busca que al hacer el producto Q201 A haya
ceros en otros sitios, sin perder los que ya tenia (1 A. Finalmente se obtiene

QrQr—1---Q2Q1A = R triangular superior.

Como las matrices () son ortogonales, entonces

QIQy - Qr 1QrQrQr_1- - QQ1A=0Q1Q3---Q; 1Q;R
A=Q1Q3--Q, 1Q/ R

A=QR

En los programas, generalmente se empieza con A y sobre ella se va ree-
scribiendo el producto Q1 A, después QQ2Q1A. Al final se tendrd, en donde
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estaba A, la matriz R. Por otro lado, se puede empezar con () = I, y encima
se va reescribiendo el producto IQ)7, después Q7Q5. Finalmente en () se
tendrd el producto Q7 Q5 --- Qr_,Q;r .

9.4.1 Matrices de Householder

Sea v € R™! v # 0, u = v/||v|| (vector columna de norma 1). Una matriz
de Householder es una matriz de la forma

2
H=H,=H@w) =1, - —uvv" =1, —2uu’.
vTv

A veces, al mismo tiempo que se obtiene el vector v deseado, se calcula el

numero
3 2
vty
entonces es comun expresar H en funcién de v y de 3, aunque 3 no es
ncesario. Simplemente, desde el punto de vista de eficiencia, si se conoce

no es interesante volverlo a calcular (son 2n — 1 “flops”).
H=H,p)=1I1,—pvv".

La matriz H tiene dos caracteristicas importantes, es simétrica y ortogonal.

Ademas, si z € R™*! se puede escoger v para que

Hvx€<el>.

En Algebra Lineal, dados z!', 22, ... zF vectores del espacio vectorial en

consideracién, < z',z2,...,2" > denota el subespacio generado por estos
vectores, es decir, el conjunto de todas las combinaciones lineales de estos

vectores:
<zl 2?2k >= gzt + Xz + - 4+ M2® 0 N €R).

Entonces,
Hyx = ael.

Sea U = {¢ € R™! : vT¢ = 0}, o sea, el hiperplano perpendicular a v y que
pasa por el origen. Dicho de otra forma, U es el complemento ortogonal del
subespacio generado por v, U = < v >,
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Sea x € R™*! oy = Hx, p= (x+1y)/2, o sea, el punto medio del segmento
que une a x con y. Se puede verificar que

v'p=0,0sea, peU.

Si

se puede verificar que

T

p z=0.

Como p + z = z, entonces se deduce que p es la proyeccién de x sobre U, y
como p es el punto medio entre x y y, entonces y es el punto simétrico de x
con respecto a hiperplano U o la reflexién de z con respecto a U.

Como H es ortogonal, entonces ||y|| = ||z||. Si se desea que y = ae!,
entonces

y = *|lz[[e" .
Sea £ € U, o sea, v"¢ = 0. Fécilmente se comprueba que
(z—y)'¢=0.

Si = y, entonces x = +||z|| e!. Basta con tomar H = I, y asi, Hx = \el.
Si x # y, se puede tomar

v=xF HCL’||€1

Ejemplo 9.7.
-2 3 -5 —-2/3 -1/3 2/3
z=| -1, y=101|, v=|-11|, H=| —-1/3 14/15 2/15
2 0 2 2/3  2/15 11/15
O también,
-2 -3 1 2/3 1/3 —=2/3
z=|-11], y= 0, v=| -1, H= 1/3 2/3  2/3

2 0 2 —-2/3 2/3 —1/3
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Es usual escoger v tal que v1 = 1, asi sélo se requiere almacenar los valores vo,
v3, ..., Uy. Generalmente estos valores se pueden almacenar donde estaban
T2, 3, Tn. Ademds, no es necesario construir explicitamente H, basta con
conocer v y 3.

Denotaremos por H () la matriz que proyecta x sobre el subespacio < e! >.

La siguiente funcién, ver [Par80] y [GoVa96], presenta una manera eficiente
de calcular v y 8 a partir de un vector columna z. Estad escrita en seu-
docédigo utilizando parcialmente notacién de Scilab.

[v, (] =vHouse(z)
n = dim (z)
t=az(2:n)Tx(2:n)

v=_1; z(2:n)]
sit=0
6=0
sino
v=+/z%+1
si T1 < 0
V1 =21 — UV
sino
v = —t/(a:l + V)
fin-si
B =20f/(t +17)
v="uv/v
fin-si

fin vHouse

En resumen, dado x =€ R",

[v, 8] = vHouse(x)
H(x)=H(v,3)=1-pvv".

Ejemplo 9.8.

z=| -1, v= 1/5 |, pB=
p —2/5

w| Ut
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9.4.2 DMatrices de Givens

Esta es otra clase de matrices ortogonales. Sea # un angulo y

La matriz de Givens, en R™*", es simplemente un rotacién definida en el
plano de las variables i y k:

10 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 c s 0l 4
G =G(i,k,c,s,n) =

0 0 —S c 0|k

0 0 0 0 1]

El producto y = GTx se calcula muy facilmente:
cxr; —8xp Sl j =1,
Yyi = sTi+cry sij=k,

xj en los demas casos.

Si se desea que yi = 0, basta con tomar

T
c= ,
2 2
Ty + xy,
— T
S =
2 2
Ty + oy,

En la practica, es mejor utilizar la siguiente versién para el célculo de c y s
(ver [GoVa96]),
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[c, s] =csGivens(a,b)

sib=0
c=1
s=0
sino
si |b] > |al
t=—a/b
s=1/V1+1t?
c=st
sino
t=-b/a
c=1/V1+1t?
s=ct
fin-si
fin-si

fin csGivens
Por medio de esta funcion
T
c s al _|r
RN
Ejemplo 9.9. Para el vector

¢ = 0.5547002

a 2 . . .
[ } = [_3] por medio de la funcién se obtiene s — 0.8320503

= 1P

9.4.3 Factorizacion QR con matrices de Householder

y asi

Para facilitar la presentacién del algoritmo, usaremos la siguiente notacion.
Si H € RP*P es una matriz de Householder, con p < n,

H sip=n
0 =HnH) = llnp

0 )<
si n
0 H P
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La matriz H € R™*" también es ortogonal.

En lo que sigue se supondra que A siempre indica la matriz obtenida al hacer
los productos efectuados hasta este momento, o sea, Q- - - Q2Q1 Ainicial -

Inicialmente se supone que ) = I, y se buscan ceros por debajo de aji, o
sea, se construye Q1 = Hy € R™*™ tal que HiA(:,1) = aje! € R™*1

[v, ] = vHouse(A(1:m, 1))

Hl = H(”?ﬁ)
A=HA
Q= QH| = QH;.

En seguida, se trabaja tinicamente con las filas 2,..., m de A. Se construye
Hy € R(m=Dx(m=1) ta] que Hy A(2:m,2) = ae! € RM=DX1 ¢ gea,

[v, 8] = vHouse(A(2:m, 2))

Hy = H(v,p)
Hy = H(m, Hy)
A= HyA
Q= QH,

En general,
[v, 8] = vHouse(A(k:m, k))
Hk = H(Ua /8)
A=HyA
Q = QI
Como se supone que en la iteracion k, las columnas 1, ..., k—1 de A son nulas

debajo de la diagonal, entonces no es necesario recalcularlas. La presentacion
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formal anterior es exacta pero ineficiente, es mejor

[v, B8] = vHouse(A(k:m, k))
Hy, = H(Uaﬁ)
A(k:m, ) = HA(k:m, )
Q(:,k:m)=Q(:,k:m)Hy,

A continuacion hay dos presentaciones de la factorizacién QR por medio de
matrices de Householder, la primera version es mas ficil de presentar.

[@Q, R] = QR_House (A)
[m,n] = tamano(A)

m
para k= 1:min(m,n)

fin QR_House
Esta segunda versién es mucho maés eficiente.

[@Q, R] = QR_House (A)
[m, n] = tamano(A)
=1,
para k= 1:min(m,n)
[v, B] = vHouse(A(k:m, k)
H = H(v,8)
A(k:m,k:n) = H A(k:m, k:n)
Q(:ykim)=Q(:,k:m)H
fin-para
R=A
fin QR_House
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Ejemplo 9.10. Obtener la factorizacion QR de

2 3 4
5 4 3
A=| 2 1 o0
-1 -2 -3
—4 -5 —4

utizando matrices de Householder.

k=1
beta = 0.717157

v : 1 -0.98598563 -0.39439425 0.19719713

9. VALORES PROPIOS

0.78878851
.1414214  -0.
.1394394 0
.0557758 0
.9721121 -0
.1115515 0
.1414214 -0
.1394394 0
.0557758 0
.9721121 -0
.1115515 0

5656854

.BB877577
.2231031
.1115515
.55637938

.5656854
.BB7757T
.2231031
.1115515
.55637938

H =
0.2828427 0.7071068 0.2828427
0.7071068 0.3028029  -0.2788789
0.2828427 -0.2788789 0.8884485

-0.1414214 0.1394394 0.0557758
-0.5656854 0.5577577 0.2231031

A =
7.0710678 7.0710678 5.939697
0 -0.0140144 1.0874867
0 -0.6056057 -0.7650053
0 -1.1971971  -2.6174973
0 -1.7887885  -2.4699893

Q =
0.2828427 0.7071068 0.2828427
0.7071068 0.3028029 -0.2788789
0.2828427  -0.2788789 0.8884485
-0.1414214 0.1394394 0.0557758
-0.5656854 0.5577577 0.2231031

k=2

beta = 1.006267

v i1 0.26914826  0.53206814  0.79498802
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-0.0062674  -0.2708351 -0.5354028
-0.2708351 0.9271052  -0.1441027
-0.5354028 -0.1441027 0.7151292
-0.7999705  -0.2153107 -0.4256388

-0.7999705
-0.2153107
-0.4256388

0.3640330

-0.2797022
-0.2596204
-0.0337898

0.6599727
-0.6462647

333

-0.7722974
-0.0384964

0.0892790
-0.5779337
-0.2451463

A =
7.0710678 7.0710678 5.939697
0 2.236068 3.5777088
0 0 -0.0947664
0 0 -1.2925295
0 0 -0.4902926

Q =
0.2828427 0.4472136 0.2128929
0.7071068  -0.4472136  -0.4807445
0.2828427 -0.4472136 0.8431415
-0.1414214  -0.4472136 -0.1021209
-0.5656854  -0.4472136 -0.0473832

k=3

beta = 1.068392

v 1 0.87309062  0.33118770

H =
-0.0683918 -0.9328028 -0.3538382
-0.9328028 0.1855786  -0.3089328
-0.3538382 -0.3089328 0.8828131

A =
7.0710678 .0710678 .939697
0 .236068 .5777088
0 .3856406
0
0

O O O N N
QO O, WO,

Q =
0.2828427 0.4472136 0.5196152
0.7071068  -0.4472136 0.2886751
0.2828427  -0.4472136  -0.0577350

-0.1414214  -0.4472136  -0.4041452

-0.0119059
0.4121526
-0.8203366
0.3962781

-0.6707147

0.2163259
-0.2090802
-0.6779604
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-0.5656854 -0.4472136 0.6928203 0 0
Observaciones:

e No es necesario calcular explicitamente las matrices H (en el ejemplo
anterior aparecen, pero simplemente de manera ilustrativa). Basta con
conocer 3y v.

e Es necesario implementar eficientemente el producto HyA(k:m, :) a
partir de la informacién: A(k:m, :), 8 y v.

e De manera andloga, es necesario implementar eficientemente el pro-
ducto Q(:,k : m)Hy a partir de la informacién: Q(:,k:m), B y
.

9.4.4 Factorizacién QR con matrices de Givens

Al utilizar matrices ortogonales de Givens, también se busca, columna por
columna, anular los elementos debajo de la diagonal. Con matrices de House-
holder, se utilizaba una matriz para cada columna. Con matrices de Givens,
en la columna £, se utiliza una matriz para anular a,, j , después otra matriz
para anular a,,—i i , después otra matriz para anular a,,—2 y , finalmente,
otra matriz para anular ajyix .

[@Q, R] = QR_Givens(A)
[m,n] = tamano(A)
Q=1In
para k= 1:min(m,n)
para i=m:—1:k+1
¢, s] = csGivens(aj—1 %, k)
G=G(i—1,i,¢,s,m)

A=G"A
Q=QC
fin-para
fin-para

R=A
fin QR_Givens
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Ejemplo 9.11. Obtener la factorizacién QR de

utizando matrices de Givens.

1
5

-0.242536

O O OO Il OPDNOONI ©O O OO I

4

O O O~ O

.1231056

O O O~ O

-0.436436

O O O O+

O O O~ O

O O »r OO

S

3
4
1

5.

2 3 4
5 4 3
A=1] 2 1 0
-1 -2 -3
—4 -5 —4
= 0.970143
0 0
0 0
0 0
-0.2425356  0.9701425
-0.9701425  -0.2425356
4
3
0
3357838  4.6081769

-0.7276069 -1.940285

0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 -0.2425356 0.9701425
0 -0.9701425  -0.2425356
s = 0.899735
0 0 0
0 0 0
-0.4364358 0.8997354 0
-0.8997354  -0.4364358 0
0 0 1

335
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A =
2 3
5 4
-4.5825757  -5.2372294
0 -1.4289915
0 -0.7276069
Q =
1 0 0
0 1 0
0 0 -0.4364358
0 0 0.2182179
0 0 0.8728716
k =3
i=4
c = -0.612372 s = 0.790569
A =
-7.0710678 -7.0710678
0 -2.236068
0 0
0 0
0 0
Q =
-0.2828427 -0.4472136
-0.7071068 0.4472136
-0.2828427 0.4472136
0.1414214 0.4472136
0.5656854 0.4472136

4

3
-4.1461399
-2.0111733
-1.940285

0
0
0.8997354
0.1058512
0.4234049

-5.939697
-3.5777088
-1.3856406

-0.5196152
-0.2886751
0.0577350
0.4041452
-0.6928203

9. VALORES PROPIOS

o O O

0.9701425
-0.2425356

0.6708204 0
-0.2236068 0.4082483
0.2236068 -0.8164966
0.6708204 0.4082483
0 0

Para que la (o una) factorizaciéon QR de A sea eficiente hay que tener en
cuenta, entre otros, los siguietes detalles:

e No es necesario calcular explicitamente las matrices G (en el ejemplo
anterior aparecen, pero simplemente de manera ilustrativa). Basta con
conocer ¢, s, e i. Obsérvese que siempre se trata de las filas i — 1 e 1.

e Es necesario implementar eficientemente el producto GT A a partir de

la informacién: A, ¢ y s.
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e De manera analoga, es necesario implementar eficientemente el pro-
ducto QG a partir de la informacién: Q, c¢ y s.

En general para efectuar, sobre B, el producto G(i,j,¢,s,m)" B basta con
hacer:

B(Z )

B(i,:) =c¢B(i, :) —sB(j, :)
B(j, 1) x—i—cB(j,.)

En el proceso de factorizacion QR, si se estd buscando un cero en la posicion
(i, k) de la matriz A, se modifican unicamente, la filas i — 1 e 4, pero se debe
tener en cuenta que las columnas 1, ..., kK — 1 son nulas por debajo de la
diagonal. Entonces se reduce el niimero de operaciones.

ai—1k = CAi—1k — S Qik
a;r =0
t=AG—-1,k+1:n)
Al —1,k+1:n)=ct—sA(i,k+1:n)
A(i,k+1:n)=st+cA(i,k+1:n)

En general para efectuar, sobre B, el producto B G(i,j,c,s,m) basta con
hacer:

X
B(:,i)=c ( i) +sB(:,])
B(:,j)=—-sx+cB(:,7)
9.4.5 Solucién por minimos cuadrados

Una de las aplicaciones importantes de la factorizacion QR es la solucién
de sistemas de ecuaciones lineales por minimos cuadrados. El método mas
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popular para minimos cuadrados es el de las ecuaciones normales. Sin em-
bargo, en los casos, cuando el condicionamiento de A es muy grande com-
parado comparado con el residuo minimo [GoVa96], el método QR resulta
mas preciso y estable.

Una propiedad importantisima de las matrices ortogonales es que preservan
la norma euclidiana. Si ) es ortogonal, entonces

Q]| = [|]-

Esto quiere decir que obtener el minimo de || Az —b||3 es equivalente a buscar
el minimo de ||PAz — Pb||3 para cualquier matriz ortogonal P. Si QR = A
es la factorizacién QR de A, entonces, se desea minimizar

1QT Az — Q0|3 = ||Q"QRx — Q7b||2 = || Rz — Q"b| 3.

S|

con U € RP*" “triangular” superior, cuya tltima fila no es nula, d € RP*!,
r € R™*! p4 g = m. Entonces

Sea A € R™*" ¢ =Q"b,

Ry o— [Ux—d}
—r

Az = bl[3 = [[Uz — d||3 + ||7]I3.

Basta con buscar x solucién de Uz = d. Si el sistema anterior tiene
solucion, entonces
- 2 _ 2
min ||Az — bl[5 = [|r[[5-
zeR?
Si U es cuadrada (€ R™™™) e invertible, la solucién es unica.

Ejemplo 9.12. Resolver por minimos cuadrados el sistema Ax = b, donde

2 3 4 29.1
5 4 3 33.9
A=| 2 1 0|, b= 7.0
-1 -2 -3 —20.1

-4 -5 -4 -38.9
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Q =
-0.2828427 -0.4472136 -0.5196152 0.6708204 0
-0.7071068 0.4472136  -0.2886751 -0.2236068 0.4082483
-0.2828427 0.4472136 0.0577350 0.2236068 -0.8164966
0.1414214 0.4472136 0.4041452 0.6708204 0.4082483
0.5656854 0.4472136  -0.6928203 0 0
R =
-7.0710678 -7.0710678  -5.939697
0 -2.236068 -3.5777088
0 0 -1.3856406
0 0 0
0 0 0
c : -59.029274 -21.108482 -5.6753531 0.0223607 -0.0816497
U =
-7.0710678 -7.0710678  -5.939697
0 -2.236068 -3.5777088
0 0 -1.3856406
d : -59.029274 -21.108482 -5.6753531
r : 0.0223607 -0.0816497
X 2.0208333 2.8866667 4.09568333

Asf, ||r||2 = 0.0071667 .

9.5 Método QR para valores propios de matrices
simétricas

El método mas popular para obtener los valores propios de una matriz
simétrica (todos reales) es el método QR. Es posiblemente el mas eficente
para casos generales. El proceso tiene dos pasos:

1. Obtener, por matrices ortogonales, una matriz 71" tridiagonal simétrica
semejante a A, o sea encontrar () ortogonal tal que
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QAQ" =T tridiagonal simétrica.

2. Obtener los valores propios de 7.

9.5.1 Tridiagonalizacién por matrices de Householder para
matrices simétricas

Sea A € R™" simétrica, H = H(n, H(A(2 : n,1)). Es claro que HA es
nula, en la columna 1, por debajo de la subdiagonal. Se puede observar, y
también demostrar, que HAH , ademas de ser nula en la primera columna
por debajo de la subdiagonal, también es nula en la primera fila a la derecha
de la superdiagonal, y obviamente también es simétrica....

Ejemplo 9.13.

A =
2 3 4 5
3 -1 0 1
4 0 -2 8
5 1 8 10
H =
1 0 0 0
0 0.4242641 0.5656854 0.7071068
0 0.5656854 0.4441896 -0.6947630
0 0.7071068 -0.6947630 0.1315463
HA =
2 3 4 5
7.0710678 0.2828427 4.5254834 12.020815
0 -1.2604484  -6.4464829 -2.8284271
0 -0.5755605 2.4418963  -3.5355339
HAH =
2 7.0710678 0 0
7.0710678 11.18 -6.1814444  -1.3628445
0 -6.1814444 -1.6113918 3.2154369

0 -1.3628445 3.2154369  -2.5686082
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Este proceso se realiza en la otras columnas y filas y se obtiene una matriz
tridiagonal, simétrica, semejante a A. Como es costumbre, los productos
realizados se reescriben sobre A.

A = triHouse(A)
n = dim (A)
para k=1:n-—2
x=Ak+1:nk)

H = H(x)

H=H(n, H)

A=HAH
fin-para

fin triHouse

Ejemplo 9.14.

A =
2. 3. 4. 5
3. - 1. 0. 1
4. 0. - 2. 8.
5. 1. 8. 10.
k=1
H =
0.4242641 0.5656854 0.7071068
0.5656854 0.4441896 - 0.6947630
0.7071068 0.6947630 0.1315463
2. 7.0710678 0. 0.
7.0710678 11.18 - 6.1814444 - 1.3628445
0. 6.1814444 - 1.6113918 3.2154369
0. 1.3628445 3.2154369 - 2.5686082
2

H =
- 0.9765473 - 0.2153028
.2153028 0.9765473
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A =
2. 7.0710678 0. 0.
7.0710678 11.18 6.3298973 0.

0. 6.3298973 - 0.3036510 - 2.7160739
0. 0. - 2.7160739 - 3.876349

Tal como esta descrito el algoritmo, se supone que se hace explicitamente
el producto HAH. En realidad se puede hacer de manera mds eficiente,
teniendo en cuenta que una parte de Hes la identidad, _que se conoce el
nuevo valor de ayy1, que debajo habra ceros, y que HAH también es
simétrica.

A = triHouse(A)

n = dim (A)
para k=1:n—2
=Ak+1:n,k)

[v, B] = vHouse(x)
p=FAk+1:nk+1:n)v
—(8/2) (o) v
Aht1 = Gk t1 = ||2]]
Ak +2:n,k) =0
Alk,k+2:n)=0
Ak+1:nk+1:n)=Ak+1:nk+1:n)—vw" —wo"
fin-para
fin triHouse

9.5.2 Tridiagonalizacién por matrices de Givens para matri-
ces simétricas

Con los conceptos e ideas de la factorizacion QR por medio de matrices
de Givens y de la tridiagonalizacién con matrices de Householder, resulta
naturalmente el proceso de tridiagonalizaciéon con matrices de Givens.

Primero se busca “tridiagonalizar” la primera columna y primera fila, o
sea, se buscan ceros por debajo de la subdiagonal y a la derecha de la
superdiagonal. Para ello se busca un cero en la posicién (n, 1), después en
la posicién (n — 1,1), asi sucesivamente hasta la posicién (3,1). Al mismo
tiempo se hace lo andlogo con la primera fila.

Después se trabaja con segunda columna y segunda fila, y asi sucesivamente,
hasta la columna y fila n — 2.
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A = triGivens(A)
n = dim (A)
para k=1:n—-2
para i=n:—1:k+2
[c, s] = csGivens(a;—1k , Qi)
G=G(G—1,i,¢,8,n)
A=G"AG
fin-para
fin-para
fin triHouse

Ejemplo 9.15.

A =
2 3 4
3 -1 0 1
4 -2
5 1 8 10

c = -0.624695 s = 0.780869

A =
2 3 -6.4031242 0
3 -1 -0.7808688 -0.6246950
-6.4031242 -0.7808688 13.121951 4.097561
0 -0.6246950 4.097561 -5.12195612
=3
= 0.424264 s = 0.9055639
A =
2 7.0710678 0 0
7.0710678 11.18 -4.9257204  -3.9755349
0 -4.9257204 0.9419512 1.1727625
0 -3.9755349 1.1727625  -5.1219512
= 2
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c = 0.778168 s = -0.628057

A =
2 7.0710678 0 0
7.0710678 11.18 -6.3298973 0
0 -6.3298973 -0.3036510 -2.7160739
0 0 -2. -3.876349

No sobra recordar que el producto G* AG debe ser hecho de manera eficiente,
realizando Uinicamente las operaciones necesarias.

9.5.3 Valores propios de matrices tridiagonales simétricas

Sea T' una matriz tridiagonal simétrica. En lo que sigue en esta seccién, se
supone que T es tridiagonal simétrica.

La matriz T puede ser el resultado del proceso de tridiagonalizacién de
Householder o de Givens.

La matriz T se llama no reducida, [GoV96] pag. 416, si todos lo elementos
subdiagonales (y los superdiagonales) son no nulos. Una matriz es reducida
si algtin elemento subdiagonal o (superdiagonal) es nulo.

Ejemplo 9.16. Una matriz no reducida y dos reducidas:

2 300 0 0] 2300 0 0 2300 0 0
34500 0 3450 0 0 34500 0
0567 0 0 0567 0 0 0560 0 0
0078 9 0/ (0078 0 0| {00038 0 0
0009 10 11 0000 10 11 0000 10 11
0000 11 12] 0000 11 12| [0 0 0 0 11 12]

T siempre se puede expresar como una matriz diagonal por bloques, donde
cada bloque es de tamafno es 1 X 1 o de mayor tamano pero tridiagonal no
reducido.

En el primer caso del ejemplo anterior hay un solo bloque, en el segundo
hay dos. En el tercer caso hay tres bloques, uno de ellos es 1 x 1.

Para encontrar los valores propios de T basta con encontrar los de cada
bloque tridiagonal simétrico no reducido, agregando los bloques 1 x 1 que
son valores propios de T'.
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El objetivo, a partir de ahora, es encontar los valores propios de 1" no re-
ducida. Sea T' = QR la factorizacién QR de A y sea T = RQ

Q' QR=Q'T
R=Q'T
TH = RQ =Q"TQ.

Luego T'" es simétrica y semejante a T. Ademds se puede demostrar que
también es tridiagonal.

Ejemplo 9.17.

T =
2 3 0 0
3 4 5 0
0 5 6 7
0 0 7 8
R =
-3.6055513 -4.9923018 -4.1602515 0
0 -5.0076864 -5.8371805 -6.9892556
0 0 -7.6563459  -7.4712474
0 0 0 2.8863072
Q =
-0.5547002 -0.0460830 0.3365427 0.7595545
-0.8320503 0.0307220 -0.2243618 -0.5063697
0 -0.9984651 -0.0224362 -0.0506370
0 0 -0.9142743 0.4050957
T+ =
6.1538462 4.1666469 0 0
4.1666469 5.6743747 7.644594 0
0 7.644594 7.0025484 -2.6388764
0 0 -2.6388764 1.1692308

Un proceso, un poco lento, para hallar los valores propios de T, consiste
en hacer T'= T y repetir varias veces. Se puede demostrar que la matriz
que se va obteniendo tiende a ser reducida. Dicho en palabras populares, la
tridiagonal se va adelgazando en alguna parte.
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repetir
QR =T factorizaciéon QR de T
T = RQ

fin-repetir

Ejemplo 9.18. Aplicar el proceso anterior hasta que T sea reducida. En
este ejemplo se supone que T es reducida cuando para algin elemento sub-
diagonal |t;11,| < 10710,

T =
2 3 0 0
3 4 5 0
0 5 6 7
0 0 7 8
k=1
T+ =
9.8718663  -4.486006 0 0
-4.486006 10.134151  -4.5625729 0
0 -4.5625729  -1.1770851  -0.7764250
0 0 -0.7764250 1.1710681
k=2
T+ =
13.296028 -3.5861468 0
-3.5861468 8.2428763 1.7266634 0
0 1.7266634 -2.7961816 0.3062809
0 0 0.3062809 1.2572771
k =10
T+ =
15.191934  -0.0059687 0 0
-0.0059687 6.6303783 0.0035727 0
0 0.0035727  -3.100073 0.0002528
0 0 0.0002528 1.2777606
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k = 20
T+ =
15.191938 -0.0000015 0 0
-0.0000015 6.6303755 0.0000018 0
0 0.0000018  -3.1000743 3.577E-08
0 0 3.577E-08 1.2777606

k = 27; matriz reducida:

T+ =
15.191938 -4.514E-09 0 0
-4.514E-09 6.6303755 -8.713E-09 0
0 -8.713E-09 -3.1000743  -7.230E-11
0 0 -7.229E-11 1.2777606

Denotemos por espec(A) el conjunto de valores propios de A. Cuando se hace
un desplazamiento en los elementos diagonales de una matriz, los valores
propios quedan desplazados igualmente, o sea,

A € espec(A) sssi A — s € espec(A — sI).
Hacer un desplazamiento adecuado en T puede acelerar notablemente la
convergencia.

Ejemplo 9.19. Aplicar el mismo proceso a T' — sI, con s = 1, hasta que
para algin elemento |tj41,] < 10710,

T =
2 3 0 0
3 4 5 0
0 5 6 7
0 0 7 8

T-s1I-=
1 3 0 0
3 3 5 0
0 5 5 7
0 0 7 7
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k = 9, matriz reducida:

T+ =
14.191935 -0.0052796 0 0
-0.0052796 5.5882374 0.6389663 0
0 0.6389663 -4.057933 -8.844E-12
0] 0 -8.844E-12 0.2777606
T+s I
15.191935 -0.0052796 0 0
-0.0052796 6.5882374 0.6389663 0
0 0.6389663 -3.057933 -8.844E-12
0 0 -8.844E-12 1.2777606

Aunque hay varias maneras de calcular desplazamientos, uno de los méas
utilizados es el desplazamiento de Wilkinson

d= tn—l,n—l — tan

p = tpn + d — signo(d)y/d? + 2

n,n—1
n,n—1

d + signo(d)/d? + 2

n,n—1

=tpn —
Para una matriz T € R™*" tridiagonal, simétrica y no reducida, el proceso
que se aplica es el siguiente:

mientras T sea no reducida
calculo de p

T=T-—ul

QR =T factorizaciéon QR de T
T = RQ

T=T+4 ul

para i=1:n—1
si |ait1] < e (|ai] + laip1iv1])

air1; =0
a;iv1 =10
fin-si
fin-para

fin-mientras
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En [GoVa96], p. 420, se encuentra una descripcion eficiente de la parte
principal de este proceso, desde el calculo de p hasta T =T + ul.

Ejemplo 9.20. Hallar, por el proceso descrito anteriormente, una matriz
tridiagonal semejante a la siguiente matriz tridiagonal:

8 3 0 O
3 6 -4 0
0 -4 —-10 —6
0 0 -6 0

T:

Con un proposito simplemente informativo, los valores propios obtenidos
por la funcién spec son

—13.50417, 1.9698954, 5.0194039, 10.51487

k=1

mu = 2.8102497

T -mu I
5.1897503 3 0 0
3 3.1897503 -4 0
0 -4 -12.81025 -6
0 0 -6 -2.8102497

T+ = RQ
7.2885019 2.0988427 0 0
2.0988427 -9.5701241 8.9042431 0
0 8.9042431 -4.1976395 -0.6390185
0 0 -0.6390185 -0.7617370

T+ mulI

10.098752 2.0988427 0 0
2.0988427  -6.7598744 8.9042431 0
0 8.9042431  -1.3873898 -0.6390185
0 0 -0.6390185 2.0485127
k=2
mu = 2.1635102
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T -mu I
7.9352413 2.0988427
2.0988427 -8.9233846
0 8.9042431
0 0

T+ = RQ
7.8706324 -3.26714
-3.26714 -14.885642
0 -2.4468061
0 0

T+ mu I
10.034143 -3.26714
-3.26714 -12.722132
0 -2.4468061
0 0

k=3

mu = 1.9698396

T -mu I
8.064303 -3.26714
-3.26714 -14.691972
0 -2.4468061
0 0

T+ = RQ
7.1298463 5.6488809
5.6488809 -14.048752
0 0.5009906
0 0

T+ mu I
9.0996859 5.6488809
5.6488809 -12.078913
0 0.5009906
0] 0

0

.9042431
.5509
.6390185

.4468061
.5541744
.0357613

.4468061
.7176845
.0357613

-2.4468061
2.7478449
0.0357613

O w O o

o o1 O O

.5009906
.0394919
.0000006

.5009906
.0093315
.0000006

o O O

= O O O

0
0

9. VALORES PROPIOS

.6390185
.1149975

.0357613
.1932052

.0357613
.970305

0.0357613
0.0004654

= O O O

.0000006
.0000557

.0000006
.9698954
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k=4
mu = 1.9698954
T -mu I
7.1297905 5.6488809 0 0
5.6488809 -14.048808 0.5009906 0
0 0.5009906 3.0394362 0.0000006
0 0 0.0000006 1.379E-13
T+ = RQ
4.4614948 -9.0220625 0 0
-9.0220625 -11.390431 -0.1052167 0
-0.1052167 3.049355 -2.585E-17
0 0 1.656E-22 7.811E-16
T+ mu I
6.4313901 -9.0220625 0 0
-9.0220625 -9.4205358 -0.1052167 0
0 -0.1052167 5.0192503 -2.585E-17
0 0 1.656E-22 1.9698954

T reducida
6.4313901 -9.0220625 0 0
-9.0220625 -9.4205358 -0.1052167 0
0 0.1052167 5.0192503 0
1.

0 0 0 9698954

En una matriz simétrica tridiagonal se busca desde la esquina S.E. hacia
la esquina N.QO., el primer bloque de tamano superior a uno que sea no
reducido. A este bloque se le aplica el procedimiento anterior (hasta que el
bloque sea reducido). El proceso general acaba cuando la matriz resultante
es diagonal.

Ejemplo 9.21. Obtener los valores propios de la siguiente matriz tridiago-
nal simétrica:
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—2 8§ 0 0 0 0
8 -2 0 0 0 0
A— 0 0 8 3 0 0
0 0 3 6 —4 0
0 0O 0 -4 —-10 -6
| O 0 0 0 -6 0]
i1 i2 : 3 6
T inicial
8 3 0 0
3 6 -4 0
0 -4 -10 -6
0 0 -6 0
mu = 2.810250
T final
10.098752 2.0988427 0 0
2.0988427 -6.7598744 8.9042431 0
0 8.9042431 -1.3873898 -0.6390185
0 0 -0.6390185 2.0485127
il i2 : 3 6
T inicial
10.098752 2.0988427 0 0
2.0988427 -6.7598744 8.9042431 0
0 8.9042431 -1.3873898 -0.6390185
0] 0 -0.6390185 2.0485127
mu = 2.163510
T final
10.034143 -3.26714 0 0
-3.26714 -12.722132 -2.4468061 0
0 -2.4468061 4.7176845 0.0357613
0 0 0.0357613 1.970305

il i2 : 3 6
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T inicial
10.034143
-3.26714

N o o

mu

T final
9.0996859
5.6488809
0
0

il i2 : 3

T inicial

9.0996859
5.6488809

N o o

mu

T final
6.4313901
-9.0220625
0
0

O O O O ™
O O O O

i1l i2 : 3

T inicial
6.4313901

1.969840

1.969895

-3.26714

-12.722132

-2.4468061
0

5.6488809

-12.078913
0.5009906
0

5.6488809

-12.078913
0.5009906
0

-9.0220625

-9.4205358

-0.1052167
0

0

0

6.4313901
-9.0220625

0

0

-9.0220625

-2.4468061
4.7176845
0.0357613

.5009906
.0093315
.0000006

o 01 O O

.5009906
.0093315
.0000006

O 01 O O

-0.1052167
5.0192503
-1.058E-22

0

0
-9.0220625
-9.4205358
-0.1052167

0

0

.0357613
.970305

= O O O

.0000006
.9698954

= O O O

.0000006
.9698954

= O O O

.383E-17
.9698954

= 00 O O

0

0

0
-0.1052167

5.0192503

0

= O O O O O

.9698954
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mu

T

il

mu

T

i1

mu

T

-9.0220625 -9.4205358
0 -0.1052167
= 5.020017

final

-6.2865541 11.012094
11.012094 3.2972548
0 -0.0000058

i2 3 5

inicial

-6.2865541 11.012094
11.012094 3.2972548
0 -0.0000058
= 5.019404

final

-12.629095 -4.5002992

-4.5002992 9.6397959
0 2.079E-17

-2 8 0
8 -2 0
0 0 -12.629095
0 0 -4.5002992
0 0 0
0 0 0

i2 3 4

inicial

-12.629095 -4.5002992

-4.5002992 9.6397959
= 10.514870

final

-13.50417 -2.914E-16
3.384E-16 10.51487

.1052167
5.0192503

.0000058
5.0194039

.0000058
5.0194039

N

.B7BE-17
5.0194039

0

0
-4.5002992

9.6397959

0

0

O 01 O O OO

.0194039

=, O O O O O

9. VALORES PROPIOS

.9698954
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A =
-2 8 0 0 0 0
8 -2 0 0 0 0
0 0 -13.50417 0 0 0
0 0 0 10.51487 0 0
0 0 0 0 5.0194039 0
0 0 0 0 0 1.9698954
i1l i2 : 1 2
T inicial
-2 8
8 -2
mu = -10.000000
T final
6 -8.782E-17
-1.735E-18 -10
A =
6 0 0 0 0 0
0 -10 0 0 0 0
0 0 -13.50417 0 0 0
0 0 0 10.51487 0 0
0 0 0 0] 5.0194039 0
0 0 0 0 0 1.9698954

En los resultados anteriores, il e i2 indican la fila inicial y final de
la primera submatriz no reducida que se encuentra y con la que se va a
trabajar.
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spline, 197
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