CHAPITRE 6

STABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES

1-INTRODUCTION :
L’étude de la stabilité est d’une importance capitale dans l’étude des systèmes et des systèmes asservis. Voici une définition intuitive. Un système est stable si, légèrement perturbé de sa position d’équilibre, il y revient.  Il est instable, s’il s’en éloigne.

 Un exemple simple qui permet de saisir la notion de stabilité est le pendule inversé par comparaison au pendule non inversé.  Un pendule inversé est instable car dès qu’il est légèrement perturbé de sa position, il la quitte sans y revenir.  Un pendule non inversé, s’il est perturbé revient à sa position d’équilibre.
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 Figure 6.1 : Schéma du pendule inversé et non inversé.

· Voici quelques définitions de la stabilité : Un système est stable si pour une entrée constante, la sortie reste constante quelles que soient les perturbations.  Un système est stable si à une entrée bornée correspond une sortie bornée.  Une définition équivalente est qu’un système est stable si la réponse libre du système tend vers zéro à l’infini.

2-STABILITE A PARTIR DE LA REPONSE TEMPORELLE :
Pour se rapprocher mathématiquement de la définition intuitive de la stabilité vue précédemment, on peut illustrer l’idée de système légèrement perturbé puis d’observer s’il revient avec le temps à sa position d’équilibre.  De part sa brièveté, l’impulsion de Dirac peut simuler une perturbation agissant sur un système durant un laps de temps infinitésimal.

    a) Exemple d’un système stable du premier ordre

Soit un système de fonction de transfert correspondant, par exemple, à un système électrique comme celui de la Figure 1 :
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Figure 6.2: schéma d’un circuit électrique

L’équation différentielle qui relie l’entrée u (t) à la sortie i (t) est :  
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Ce système peut être représenté par sa fonction de transfert : 
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On sait que l’entrée impulsion de Dirac est : 
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· par la résolution de l’équation différentielle ou par inversion de la fonction de transfert, la réponse impulsionnelle est : i (t) =
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, on peut présenter graphiquement cette solution pour R=2 et L=1.  Reprenons le tracé de cette fonction :
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Figure 6.3: réponse impulsionnelle d’un système du premier ordre stable

Est-ce que le système, perturbé par une impulsion de Dirac, revient à sa position d’équilibre ?  On constate qu’après un certain temps (environ 2 secondes), il revient à sa position d’équilibre. Mathématique cela signifie que lorsque t( l’infini ; y (t) (0 ce qui signifie que le système revient à sa position initiale d’équilibre.   L’étude de la stabilité consiste à analyser le comportement asymptotique de la réponse du système considéré.

b) Exemple d’un système instable du premier ordre :
Si nous considérons un autre système de fonction de transfert   
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 ; la réponse à l’impulsion de Dirac est  
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 .  la représentation graphique de cette courbe montre que, contrairement au premier système, ce dernier est instable car, légèrement perturbé,  il s’éloigne de sa position d’équilibre ;  lorsque t( l’infini ; 
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Figure 6.4: réponse impulsionnelle d’un système du premier ordre instable

L’effet du signe des pôles de la fonction de transfert sur la stabilité

A partir des deux exemples simples précédents, on constate que la stabilité d’un système est déterminée par le signe des pôles de la fonction de transfert du système étudié.  On rappellera que les pôles sont les solutions du dénominateur de la fonction de transfert du système considéré.  Dans le premier exemple, le pole est un nombre réel négatif s=-2, le système est stable.  Le fait que le pole soit réel négatif  conduit l’exponentielle à s’annuler avec l’écoulement du temps.  Dans le deuxième cas, le pole est un nombre réel positif s=+2, le système est instable car l’exponentielle diverge.

Autres Exemples

Exemple d’un système du second ordre stable

Soit le système 
[image: image13.wmf])
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; les pôles sont s=-2 et s=-1.  On constate que tous les pôles sont à parties réelles négatives. La solution à l’impulsion de Dirac est : 
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Il s’agit d’un système stable.  

Exemple d’un système du second ordre instable

Soit le système  
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 ; les pôles sont s=+2 et s=-1.  On constate qu’il y’a un pôle à partie réelle positive. La solution à l’impulsion de Dirac est   
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Il s’agit d’un système instable.  Le pole à partie réelle positive induit l’instabilité du système (divergence).

Exemple d’un système du second ordre stable mais oscillant

Soit le système      
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 ; les pôles sont 
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.  On constate qu’il y’a deux pôles complexes conjugués à partie réelle négative.  La réponse à l’impulsion de Dirac est  
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, le système revient à sa position de repos en manifestant une oscillation amortie. Les parties imaginaires des pôles sont responsables de l’oscillation. La partie réelle négative est responsable de la décroissance.
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Figure 6.5: réponse impulsionnelle d’un système du second ordre oscillatoire amorti

Il s’agit d’un système stable mais qui contient un effet oscillant amorti.  Cet effet oscillatoire peur devenir gênant s’il dure trop longtemps pour certains systèmes.  Les oscillations peuvent aussi créer des dépassements dont les niveaux peuvent être inacceptables pour certains systèmes et certaines applications.

Exemple d’un système du second ordre oscillant

Soit le système     
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On peut le mettre sous la forme :   
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Dans cette forme, on met en évidence deux pôles complexes conjugués à parties réelles nulles.  la solution à l’impulsion de Dirac est  
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Le système présente un effet d’oscillation permanente qui n’est pas amortie.  On dit qu’il est à la limite de la stabilité ou qu’il est juste oscillant.  Cette situation est la limite entre la stabilité et l’instabilité.       
Exemple d’un système du second ordre instable et oscillant

Soit le système   
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 ; On peut le mettre sous la forme : 


[image: image26.wmf]j
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Les pôles sont complexes conjugués à parties réelles positives (s1=0.05+0.3j) et (s2=0.05-0.3j). La solution à l’impulsion de Dirac est  
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Le système est instable tout en présentant un effet d’oscillation (divergence oscillatoire).
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Figure 6.6: réponse impulsionnelle d’un système du second ordre oscillatoire non amorti (instable)
De tous les exemples considérés, on peut conclure que le signe des parties réelles des pôles est responsable de la stabilité ou de l’instabilité.  Les parties imaginaires sont responsables d’oscillations.
3-CONDITIONS GENERALES DE STABILITE

Pour qu’un système linéaire soit stable, il faut que tous les pôles de sa fonction de transfert soient à parties réelles négatives.

Critères de stabilité

Dans le cas ou les pôles peuvent être mis sous la forme d’un produit de facteurs, la conclusion concernant la stabilité du système est immédiate par simple examen des signes des parties réelles des pôles.  Mais dans le cas ou l’expression du dénominateur de la fonction de transfert est une expression algébrique polynomiale du type : 
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  il n’est plus évident de juger la stabilité d’un système d’un simple regard.  Dans ce cas, le critère de Routh, permet par simple examen des coefficients d’une équation algébrique, de savoir si toutes ses racines sont ou non à parties réelles négatives.  Il permet donc de juger la stabilité.

Condition nécessaire
Pour que le système soit stable, il faut que tous les coefficients de l’équation caractéristique soient du même signe que An. Cette condition est une condition suffisante pour les systèmes du premier et du second ordre.

CRITERE DE ROUTH

Soit donné une équation caractéristique d’une FT d’un système 
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 dont on veut étudier la stabilité.  L’utilisation du critère de Routh commence par la construction du tableau suivant (tableau de Routh).  Ce tableau est construit avec les coefficients du polynôme de l’équation caractéristique (voir Tableau 6.1).  

--On commence par construire les deux premières lignes de ce tableau en permutant les coefficients Bi de l’équation caractéristique  entre la première ligne et la deuxième en commençant en plaçant le coefficient Bn    comme premier terme dans la première ligne.

--On calcule les éléments qui remplissent les autres lignes du tableau selon une règle similaire à celle du calcul des déterminants des matrices.  
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Tableau 6.1 : construction du tableau de Routh
Le coefficient 
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est appelé le pivot de la troisième ligne.  

Les coefficients de la troisième ligne sont calculés comme suit
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La quatrième ligne s’obtient comme la troisième en multipliant en diagonale les termes de la deuxième et de la troisième ligne. 

[image: image50.png]


, et ainsi de suite : [image: image51.png]



   On continue le remplissage de nouvelles lignes jusqu’à extinction des éléments.  La première colonne est appelée colonne des pivots. Le coefficient 
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est appelé le pivot de la troisième ligne et le terme c1 est le pivot de la quatrième ligne.

   Lorsque le tableau est achevé, on peut l’exploiter pour juger de la stabilité du système donné en analysant tout simplement les signes des éléments de la première colonne.

a) Si tous les termes de la première colonne du tableau de Routh sont positifs (de même signe),  alors, l’équation caractéristique ne possède que des racines à partie réelle négative et le système de fonction de transfert T(s) est stable.

Dans ce cas, la réponse transitoire du système est composée d’exponentielles amorties, la réponse tend vers zéro pour t tendant vers l’infini, le système revient à sa position d’équilibre, le système est stable.

b) S’il y’a n changements de signe dans la première colonne, l’équation caractéristique possède n racines à parties réelles positives.  Le système est instable.

Un seul pole à partie réelle positive est suffisant pour produire une divergence exponentielle, responsable de l’instabilité.

c) Si tous les coefficients d’une ligne sont nuls, l’équation caractéristique possède alors des racines imaginaires pures conjuguées.  Le système de fonction de transfert T(s) contient une oscillation. Deux situations peuvent arriver :

· s’il n’a pas de changement de signe dans la première colonne, le système est un système oscillant pur. 

· s’il y’a au moins un changement de signe, alors le système est instable mais contient une oscillation.

Mais, pour décider de quelle situation il s’agit, il faut pouvoir continuer l’analyse de la première colonne du tableau de Routh.

Le tableau se présente sous la forme :
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Table 6.2 : cas de tous les coefficients nuls d’une ligne 

Les racines à partie réelle nulle sont les zéros du polynôme de degré m dont les coefficients sont les termes   
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On peut continuer le remplissage de ce tableau en reconstituant la ligne des zéros à l’aide du polynôme  
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 .  Pour cela, on dérive ce polynôme par rapport à la variable s, d’ou :
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Si on veut déterminer dans ce cas le signe des autres racines de l’équation caractéristique, il faut continuer le tableau de Routh en remplaçant les coefficients nuls de la ligne 
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 par les coefficients du polynôme dérivé ;  c-à-d  par les coefficients 
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  Table 6.3 : cas de tous les coefficients nuls d’une ligne 

Cas particulier: Si on trouve un pivot nul, les termes de la même ligne n’étant pas tous nuls, on peut continuer le tableau en remplaçant le pivot par 
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Exemple 

Soit un système de FT:  
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L’équation caractéristique est :   s3  +3s2  +3s +1 +k =0    avec k>0

On construit le tableau de Routh pour pouvoir juger de la stabilité de ce système.
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 EMBED Equation.3  [image: image71.wmf]  


On applique le critère de Routh pour juger de la stabilité du système.

a---Si k < 8, la première colonne du tableau de Routh aura des coefficients tous positifs (de même signe). Le système est stable.

b---Si k > 8, tous les termes de la première colonne ne sont pas de même signe. Le système est instable. Il y’a deux changements de signe, d’ou présence de deux pôles instables (à partie réelle positive)

c---Si k = 8, Il y’a une ligne de coefficients tous nuls.  C’est la preuve qu’il y’a des racines imaginaires conjuguées.  Ces racines sont solutions du polynôme précédant la ligne des zéros. Le polynôme est : 

                       3s2+ (1+8)=0

Les racines sont solutions de ce polynôme   s1=j
[image: image72.wmf]3

 et  s2= -j
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.  Le système contient donc une oscillation.  

Stabilité avec Matlab :
      On peut utiliser Matlab qui donne toutes les racines du polynôme caractéristique de la fonction de transfert.  

      Soit l’exemple suivant de la FT : 
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Le polynôme caractéristique est :     s4 + 3 s3 + 5 s2 + 6 s +7.  

       Pour déterminer les racines de ce polynôme, Matlab dispose de la commande "roots". Il suffit de taper sous Matlab,  

    c =[1 3 5 6 7]

     roots(c)

Cette fonction (roots) détermine les racines du polynôme donné.  Les racines sont présentées ligne par ligne, partie réelle suivie par la partie imaginaire.

Réponse: 

  -1.5724 + 0.9586i

  -1.5724 - 0.9586i

   0.0724 + 1.4349i

   0.0724 - 1.4349i

       Le système examiné est instable car il a deux racines à parties réelles positives: s1 = 0.0724 + 1.4349i  et s2 = 0.0724 - 1.4349i. Il contient aussi une oscillation due aux racines complexes conjuguées.

4-DEGRE DE STABILITE

Les critères algébriques permettent de juger de la stabilité d’un système mais ne permettent pas de juger du degré de sa stabilité.  Cette question est pourtant très importante pour les systèmes physiques qui peuvent se situer très proche de la zone d’instabilité.  Si les paramètres du système viennent à varier sous l’effet des conditions extérieures : température, humidité, etc. et si le système est perturbé,  est ce qu’il ne perdra pas sa stabilité ?  Il existe toujours des erreurs de modélisation qui peuvent se répercuter sur les valeurs des pôles et affecter la stabilité.  Il existe des retards plus ou moins importants et souvent négligés qui peuvent affecter la stabilité du système. Il est important donc de définir un degré ou une marge de stabilité pour un système.

Lieu des pôles et des zéros

Pour un système donné, la stabilité dépend des pôles de sa FT.  Ceci peut être représenté dans le plan complexe.  Dans ce plan, on représente les pôles par des croix et les zéros par des ronds.  On sait alors que les pôles instables sont situés à droite du plan alors que les pôles stables sont situés à gauche du plan.   De même, on peut constater qualitativement que plus proche est la localisation d’un pôle à partie réelle négative(stable)  par rapport à l’axe imaginaire,  moins bonne est la stabilité du système.   Inversement, plus loin, il se situe par rapport à l’axe imaginaire et meilleur est la stabilité.

Le comportement d’un système est régit par ses pôles et ses zéros. 

Notion de Modes : Un pole réel ou un couple de pôles imaginaires conjugués d’une FT constitue un mode pour ce système.  Un pole réel produit une réponse non oscillatoire que l’on nomme mode non oscillatoire.  Un couple de pôles imaginaires conjugués produit une réponse oscillatoire que l’on nomme mode oscillatoire.

Voici quelques exemples de configurations de pôles et de zéros de quelques FT.
       Figure 6.7 : système stable ;  Figure 6.8 : système instable oscillant ;  
        Figure 6.9 : système stable avec oscillation amortie. 
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   En effet, pour un système stable, la qualité de sa stabilité dépend de la distance entre l’axe imaginaire et les pôles les plus proches ce cet axe ainsi que des perturbations qui peuvent les affecter. 

   La marge de gain et la marge de phase fournissent une mesure du degré de stabilité d’un système asservi.  Cette question sera discutée dans le chapitre qui traitera de la stabilité des systèmes asservis.
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