Chapitre 3

LES ALTERNATIVES ET 

LA POLITIQUE OPTIMALE

3.1- Notion d’alternative

L’étude à priori des récompenses attendues quand le système Markovien effectue n transitions à l’aide de la formule récursive permet au joueur, à l’investisseur, etc.. de prendre les décisions qui conviennent.  Afin d’aborder de façon encore plus réaliste l’étude des cas concrets qui sont, en général, complexes ; nous allons introduire la notion d’alternative et ensuite la notion de stratégie.

Soit une machine qui fabrique chaque jour une pièce donnée sous la surveillance d’un ouvrier non spécialisé.  Cette pièce, une fois fabriquée,  peut être de bonne qualité ou de mauvaise qualité.  Afin de caractériser ce processus de fabrication, une longue observation des résultas montre que ce processus peut admettre pour matrice de transition P1.  On reprendra les mêmes matrices que celles données par Howard pour simplement pouvoir comparer les résultas avec ceux de son  livre. Soit :
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L’ouvrier est payé selon la matrice de récompense suivante :
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Le patron essaye naturellement de trouver des solutions pour améliorer la rentabilité de son produit.   Par exemple, il se demande si ce n’est pas plus économique de remplacer l’ouvrier simple par un ouvrier spécialisé.  Naturellement, cette nouvelle option modifierait la matrice stochastique ainsi que la matrice de récompense puisque l’ouvrier spécialisé exige un payement supérieur à celui de l’ouvrier simple.  Le patron estime que s’il fait appel à l’ouvrier spécialisé, le processus sera décrit par  P2 et R2 :
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Le patron dispose maintenant de deux choix possibles: utiliser l’ouvrier simple ou un ouvrier spécialisé.  Il dispose de deux alternatives.  Mais quel est le choix le plus avantageux de ces deux alternatives et pour quelles étapes?

3.2-Deroulement du processus avec alternatives

De façon générale, chaque alternative (k) se caractérise par sa matrice de transition P(k) et par la matrice de récompense associée R(k).  On notera de façon générale les matrices associées à l’alternative k par la notation suivante qui correspond à un processus à deux états :
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 Si nous prenons le cas simple d’un système à deux états avec deux alternatives possibles comme le suggère l’exemple que l’on vient de proposer, alors l’évolution des possibilités d’état est représentée sur le schémas ci-après si l’on démarre de l’état 1 (Figure 1).
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Figure 1

3.3-Choix de la meilleure alternative et Expression de Bellman

Appliquons cela à l’exemple de la machine qui fabrique les pièces. Graphiquement, le problème se présente comme suit.

En partant  à l’étape n=0 de l’état 1 (bonne pièce) ;  le patron peut avoir, à l’étape suivante, une bonne pièce ou une mauvaise pièce avec des probabilités de transition et des récompenses associées en choisissant l’une ou l’autre des deux alternatives.  Un raisonnement analogue peut être effectué si au départ la pièce est mauvaise.

En effet, pour effectuer une transition c-à-d à chaque fabrication d’une pièce, le patron  a le choix entre les deux alternatives. A chaque étape, quelle est la décision la plus avantageuse ? La réponse à cette question  peut être obtenue en comparant les récompenses attendues pour chaque alternative et cela d’étape en étape à l’aide de l’expression de Bellman L’expression de Bellman permet de déterminer la meilleure alternative à l’étape (n+1) par comparaison des récompenses données par chaque alternative :
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      avec n=0,1,2,…

La programmation informatique  d’une telle expression étant très simple ; on présentera en annexe le programme qui permet le calcul des valeurs  
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 ainsi que la détermination de la meilleure alternative à chaque étape.

3.4-Application Numérique

On montre comment utiliser l’expression de Bellman pour déterminer la meilleure alternative à chaque nouvelle étape. Supposant qu’au jour de départ (n=0), les récompenses soient toutes nulles quelque soit l’état de départ (pièce bonne ou mauvaise) ; il vient : 
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  pour la première alternative.
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 pour la deuxième alternative.

On cherche à connaître les récompenses attendues  à l’étape suivante  (n=1) ; on considérera les matrices de la machine avec un ouvrier simple et un ouvrier spécialisé: 
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Pour la première alternative ( k=1, ouvrier simple), si on part d’un état de pièce bonne au départ, on aura après une transition, la récompense attendue suivante :
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-Si on part avec une mauvaise pièce,  on aura après une transition, la récompense attendue : 
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En reprenant des calculs similaires dans le cas ou on considère l’alternative 2 (utilisation d’un ouvrier spécialisé), on obtient après la transition si on part avec une bonne pièce, la récompense :
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-Si on part avec une mauvaise pièce, après une transition, on aura la récompense (perte) :
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Le tableau suivant résume pour chacune des deux alternatives, les récompenses attendues à la première transition :

	Alternative 1

(Ouvrier Simple)
	Alternative 2

(Ouvrier Spécialisé)

	V11(1)=6
	V12(1)=4

	V21(1)=-3
	V22(1)=-5


Au vu des résultats du tableau, il apparaît clairement que l’action à entreprendre conduit à choisir l’alternative qui maximise la récompense attendue.  Si on part de l’état 1, c-à-d  on part avec une bonne pièce, on choisira l’alternative qui donne :

                     Max(6, 4)=6 , on choisira donc l’alternative k=1.

Il apparaît aussi que si on part de l’état 2, c-à-d  on part avec une mauvaise pièce, on choisira l’alternative qui donne :

                     Max(-3, -5)=-3 , on choisira donc l’alternative k=1.

En conclusion, pour n=1, il est avantageux de choisir l’alternative 1 que l’on parte de l’état 1 ou de l’état 2. 


Pour estimer les récompenses à l’étape n=2, on réutilise l’expression de Bellman mais avec les meilleures résultas obtenus à l’étape 1.
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cela donne pour k=1 

Si on part de l’état 1, la valeur suivante :

           
[image: image21.wmf](

)

[

]

5

.

7

1

)

2

(

1

1

1

=

+

=

å

=

j

k

ij

N

j

k

ij

v

r

p

v


Si on part de l’état 2, la valeur suivante :
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et pour k=2 

Si on part de l’état 1, la valeur suivante :
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Si on part de l’état 2, la valeur suivante :
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En appliquant l’expression de Bellman, on trouve que :

       Max(7.5 ; 8.2)=8.2, en partant de l’état 1, la meilleure alternative est la seconde (k=2).

De même ; Max(-2.4 ; -1.7)= -1.7 ; le meilleure alternative en partant de l’état 2 est également la seconde (k=2).

  En réinjectant ces valeurs dans l’expression de Bellman, on peut itérativement déterminer les récompenses à l’étape 3, 4,…On obtient le tableau suivant dans lequel on indique également les meilleures alternatives d1(n) et d2(n).

	n
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	V1(n)
	0
	6
	8.2
	10.22
	12.222
	---

	V2(n)
	0
	-3
	-1.7
	0.23
	  2.223
	---

	  d1(n)
	--
	1
	2
	2
	2
	--

	  d2(n)
	--
	1
	2
	2
	2
	--


3.5-Notion de Politique Optimale

Si on analyse le tableau ci-dessus, on constate qu’on peut associer un vecteur décision à chaque étape d1(n).  Ce vecteur contient les meilleures alternatives à prendre à chaque étape du processus.  Par exemple, à l’étape une, ce vecteur est : 
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 à l’étape 2, il est : 
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  et pour l’étape 3, on a 
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La suite de vecteurs d1(n) constitue la politique optimale pour ce processus. Elle indique la suite des alternatives à suivre en vue de maximiser les récompenses à chaque étape.

3.6-Processus de Markov à horizon lointain
La méthode qui a été décrite auparavant s’appelle la méthode value-itération car les valeurs 
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sont déterminées en fonction des valeurs précédentes de façon itérative.   La méthode proposée s’adapte bien au cas ou l’étude concerne un horizon à court terme car on peut calculer les valeurs désirées.  Si l’horizon devient lointain, cette méthode ne s’adapte plus tellement car il faudrait énormément de temps de calcul. Pour effectuer une étude à long terme, il faudrait développer une autre méthode que l’on verra au chapitre suivant.
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