Chapitre 2
PROCESSUS DE MARKOV 

AVEC RECOMPENSE

2.1-Processus de Markov avec récompense

Dans les exemples précédents, il a vu qu’un processus de Markov se caractérise par un espace d’états et par les transitions qu’on peut effectuer  entre ces états.  De plus, une caractéristique essentielle des processus de Markov est telle que le système, après un grand nombre de transitions, tend vers des probabilités d’états limites qui sont indépendantes des états de départ.  C’est cette dernière raison qui fait que les processus de Markov soient considérés comme étant sans mémoire ou à mémoire limitée.

Afin de modéliser un grand nombre de problèmes pratiques très intéressants, il est utile d’associer à toute transition d’un état i vers un état j d’un système Markovien, un coût qui peut être positif (récompense ou gain) ou négatif (pénalité ou perte).

Commençons par un exemple pratique d’un joueur dont l’issue du jeu pour chaque partie est un gain ou une perte. Le joueur peut se trouver après chaque partie du jeu dans l’état perdant ou gagnant.  Bien entendu, dans un jeu, le joueur reçoit une somme d’argent (gain) s’il gagne la partie mais dépense une somme d’argent s’il perd la partie.  Pour modéliser cette situation, on associe à chaque transition qui est caractérisée par la probabilité pij , un coût ou récompense pour la transition rij.  Les coûts de transition sont représentés par une matrice de coût R associée à la matrice de transition P.  Remarquons que ce coût peut être de l’argent, de l’énergie, de la pression, etc.  Evidement, ce coût, peut être positif en cas de gain ou négatif en cas de perte.

Ainsi, un processus de Markov, dans son déroulement, peut générer une séquence de récompenses liées aux transitions qu’effectue le système.

Pour un tel processus, une question fondamentale serait d’essayer de prédire l’issue du jeu.  Le joueur va t’il perdre ou gagner après n parties du jeu ?  Comment estimer la perte ou la récompense attendu après n transitions ?

2.2-Estimation du gain dans un processus Markovien

Une étude approfondie de cette question montre qu’il est possible d’évaluer le gain attendu après n parties (n transitions) du système pour se retrouver dans un état i.  Ce gain attendu correspond mathématiquement à l’espérance mathématique qui peut s’exprimer par  l’expression récurrente suivante :
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Dans cette expression, 
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 sont les récompenses attendus respectivement à la transition (n-1) et à la transition n si on se trouve dans l’état i. On remarque que le calcul de la récompense attendue à l’étape n peut se faire si on dispose de la matrice de transition P, de la matrice de coût R et du gain attendu  à l’étape (n-1).
 Cette expression peut se décomposer en deux parties comme suit :
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En notant le premier terme par:
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L’expression (A) peut se mettre sous la forme : 
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Exemple

Si N=2, on a :
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en développant, on a :
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puis, sous forme matricielle :
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qui s’écrit de façon condensée :
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2.3-Estimation du gain dans un processus Markovien

Soit un processus de Markov à deux états et donné par la matrice de transition P et la matrice de récompense  R.
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Pour pouvoir évaluer la récompense totale, il faut initialiser le processus itératif en se donnant les récompenses de départ 
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Supposons que le processus démarre à la condition : 
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 C’est-à-dire : 
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On donne une représentation graphique de l’évolution de ce processus au démarrage (Figure 1) si on part de l’état1. A chaque transition, on associe deux nombres : 
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représente la probabilité de transition de l’état i vers l’état j et le second nombre 
[image: image21.wmf]ij

r

représente la récompense associée à cette transition. Si on part de l’état 1, on peut rester dans le même état à l’étape suivante avec la probabilité 0.5 auquel cas on gagne 9 DA.  Si on part de l’état 1, on peut transiter vers l’état 2  à l’étape suivante avec la probabilité 0.5 auquel cas on gagne 3 DA.
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Figure 1

Dans ce cas, le calcul de  
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qui représente la récompense attendu après une transition si on part de l’état 1 est donné par l’expression (A):
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[image: image25.wmf])
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 est la somme des récompenses pondérées par les probabilités de transition.

De même, on donne une représentation graphique de ce processus au démarrage (Figure 2) en partant de l’état 2. A chaque transition, on associe également deux nombres : 
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.  Si on part de l’état 2, on peut rester dans le même état à l’étape suivante avec la probabilité 0.6 auquel cas on perd 7 DA.  Si on part de l’état 2, on peut aussi transiter vers l’état 1  à l’étape suivante avec la probabilité 0.4 auquel cas on gagne 3 DA.
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Figure 2

Le calcul de  
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1

(

2

v

 représente la récompense attendue après une transition si on part de l’état 2. Il est donné par l’expression  suivante déduite de l’expression (A) :
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Grâce à la l’expression (A), on peut calculer les gains 
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et suivre  l’évolution des transitions ainsi que l’espérance de la récompense attendue  d’étape en étape.

Pour l’exemple en cours, de proche en proche, on peut à l’aide de  l’expression récurrente (A) , calculer les récompenses attendues à chaque étape n.  Le tableau T1 suivant donne les récompenses attendus de n=0 jusqu’à  n=5 en partant de l’état 1 et de l’état 2.

	n
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	V1(n)
	0
	6
	7.5
	8.55
	9.555
	10.5556

	V2(n)
	0
	-3
	-2.4
	-1.44
	-0.444
	0.5556


Tableau T1

Au vu de ces résultats, on constate que pour éviter de perdre, il faut au moins jouer  5 parties dans la cas ou on part de l’état 2.

Sachant calculer les récompenses d’étape en étape, il serait intéressant de pouvoir estimer l’issue économique du jeu après un grand nombre de transitions.
2.4 Processus de Markov à horizon lointain

La méthode qui a été décrite auparavant s’appelle la méthode value-itération car les valeurs 
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sont déterminées en fonction des valeurs précédentes de façon itérative.   Cette méthode s’adapte bien dans le cas d’une étude à court terme car on peut calculer les valeurs itérativement.  Mais si l’horizon devient lointain, cette méthode ne s’adapte plus tellement car il faudrait un temps illimité pour calculer 
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Cependant, on sait que pour un processus Markovien, il est possible de déterminer les probabilités limites à l’horizon infini, il est donc intéressant de chercher à trouver si possible les récompenses pour cet horizon là.

Dans ce but, on introduira la transformée en z qui est utile pour l’analyse des systèmes discrets et itératifs. L’utilisation de cette transformée permettra d’analyser les récompenses à court et à très long terme.

2.5 TRANSFORMEE EN Z 

a)-Définition De La Transformée En z

Pour les suites discrètes 
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 il existe une transformation appelée transformée en z. Cette transformation s’applique aux équations récurrentes. Elle est définie par :        
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On définit pour les suites F(z), un anneau de convergence :  
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Figure 3 : anneau de convergence

b)-Propriétés de F (z) : 

1)- Linéarité :  
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2)- Translation temporelle :            

       Cas du retard :      
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      Démonstration :  
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      Comme :   
[image: image41.wmf]0

0

)

(

p

m

pour

mT

f

=

  on obtient : 

                             
[image: image42.wmf][

]

)

(

.

)

(

)

(

0

z

F

z

z

mT

f

z

kT

t

f

Z

k

m

m

k

-

¥

=

-

-

=

×

=

-

å


     Cas de l’avance :     
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      En effet : 
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3)-  Théorème de la valeur initiale : 
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4)- valeur finale :
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5)- théorème de sommation : 
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Pour la démonstration, posons : 
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 d’ou :            
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6)-Tableau de quelques transformées en z

On donnera les transformées en z que l’on utilisera dans les équations récurrentes.

	Fonction Récursive
	   Transformée en z

	   f(k)
	    f(z)

	   f(k-1)
	   z.f(z)

	   f(k+1)
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Tableau 2

En particulier, on a :
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2.6 Application de la transformée en z

Utilisons la transformée en z pour analyser le comportement de notre système Markovien.  

Application aux probabilités d’état

Pour cela considérons la relation récurrente (1) qui permet de déterminer les probabilités d’état pour se retrouver à l’état (n+1) en fonction des probabilités des états précédents. 
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   avec   n = 0,1,2,…

Par application de la transformée en z à l’expression (1), on obtient des deux cotés:
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  correspond :    
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L’équation (1)  se transforme en l’équation suivante :
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Après réarrangement ;   on obtient la relation suivante :
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dans laquelle I est la matrice identité.

Exemple d’application (extrait de la référence 1)

Soit  la matrice de transition : 
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On calcule : 
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On calcule ensuite : 
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 qui peut se mettre sous la forme suivante :
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Pour retrouver l’expression H(n) correspondant à 
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, il faut effectuer la transformée en z inverse.  A l’aide du tableau 2, on obtient :
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On constate que pour 
[image: image72.wmf]¥
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,  le second terme s’annule et reste le premier terme.
On obtient par conséquent le vecteur des probabilités d’état sous la forme :
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A l’aide de cette expression, on retrouve les probabilités d’état si on se donne les probabilités à l’état initial. De même, si 
[image: image75.wmf]¥
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, on retrouve les probabilités limites.
Application aux équations de récompense

Reprenons la relation qui détermine le gain attendu :
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qui peut encore sous la forme suivante :
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Le passage à la transformée en z donne :
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d’ou l’expression de la transformée en z de V(z) :
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Si on considère que v(0)=0 ; il reste :
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Il faut alors déterminer 
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pour pouvoir inverser V(z) et trouver v(n). 

On rappellera que 
[image: image82.wmf]1

)

(

-

-

zP

I

à déjà été calculé pour l’exemple du joueur, on a :
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d’ou V(z) :
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Cette expression peut aussi se mettre sous la forme :
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On rappellera aussi que 
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Il reste à inverser V(z) pour trouver v(n). En exploitant le tableau 1, on trouve la transformée inverse.
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  Cette expression permet d’estimer V(n) directement si on spécifie n.  On en déduit :
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 De même, on peut estimer les valeurs asymptotiques de v(n). Ainsi pour n très grand, on obtient les expressions asymptotiques suivantes :
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Pour un horizon lointain, le gain cumulé peut devenir prohibitif et perdre sa signification.  Pour cela, on préfère raisonner en termes de gain moyen. Dans notre exemple, le gain est de 1 unité par transition.
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