CHAPITRE 1

PROCESSUS DE MARKOV 

1-Processus de Markov

1-1 Définition

Les concepts de base d’un processus de Markov font appel à deux notions :

1- La notion d’état que peut occuper un système.

2- La notion de transition qu’effectue ce système en passant d’un état à un autre.

1-2 Exemples de processus de Markov

On s’intéressera aux processus de Markov ayant des états discrets. 

Exemple 1 : le jeu de pile ou face

 Le jeu de pile ou face peut être modéliser comme un processus de Markov.
[image: image1.wmf]En effet, pour le joueur, le résultat du jeu est aléatoire et fait intervenir deux états possibles « pile » ou « face » qui peuvent correspondre à perdre ou gagner.  L’ensemble des états pour ce jeu est donc  (perdre, gagner).  De plus, entre un lancer de la pièce et le suivant, le résultat du jeu peut changer.   Il s’agit d’une transition entre les deux états possibles.  Pour ce système à deux états, on dénombre quatre transitions possibles :

1. On peut gagner deux fois de suite :  gagner  ( gagner.  Il s’agit d’une transition fictive sans changement effectif d’état.

2. On peut perdre au premier lancer et perdre au deuxième.  Il s’agit d’une transition : perdre ( perdre.

3. On peut perdre au premier lancer et gagner au deuxième. Il s’agit d’une transition : perdre ( gagner.

4. On peut gagner au premier lancer et perdre au deuxième. Il s ‘agit d’une transition : gagner( perdre.

Comme les transitions d’un état vers un autre ont un caractère probabiliste, l’exemple de ce jeu peut être modélisé par un processus de Markov.

Exemple 2 :  qualité de la production

Une machine fabrique un certain produit.  Ce produit peut être accepté s’il répond aux normes (état 1). Ce produit peut être refusé sinon (état 2).  On distingue alors deux états possibles : accepté ou refusé.  

On s’intéresse à la séquence des produits fabriqués.  La séquence de production peut fournir un produit accepté (état 1) suivi d’un produit accepté (état 1).  C’est la transition 1->1.  

On peut fabriquer un produit accepté suivi d’un produit non refusé.  C’est la transition de 1->2.

On peut fabriquer un produit refusé suivi d’un produit accepté.  C’est la transition de 2->1. 

On peut fabriquer un produit refusé suivi d’un produit refusé.  C’est la transition de 2->2.  

Comme ces transitions ne sont pas complètement déterministes, on peut modéliser ce problème de qualité de production par un processus de Markov

Exemple à plusieurs états

L’exemple du jeu de pile ou face est un exemple de processus de Markov a deux états. L’exemple de la qualité de production est également un processus markovien a deux états.  Cependant, on peut trouver des processus markoviens avec de nombreux états.

Exemple 3 : Les niveaux énergétiques de l’électron


La physique atomique nous apprend qu’un électron ne peut occuper que des états d’énergie  bien spécifiques.  Le passage d’un niveau énergétique vers un autre est une transition.  De plus, ces changements d’états ne sont pas totalement prédictibles.  Cet exemple représente un processus de Markov.  

Exemple 4 : le jeu de dé est un problème à plusieurs états. On compte 6 états possibles dans le lancé d’un dé.  Entre deux lancés, on compte 62 , soit 36 transitions possibles.

2- Processus de Markov a temps discret

Un processus de Markov est dit fini si le nombre d’états du système est fini.  Un processus de Markov est dit infini si le nombre d’états du système est infini.

Un processus de Markov est dit à temps continu si à tout instant, il peut y avoir transition d’un état vers un autre.  Dans le cas contraire, il est dit à temps discret.

Dans cette partie du cours, on s’intéressera uniquement aux processus fini à temps discret et tel que le délai entre transition soit constant.


Pour étudier les processus de Markov qui sont des processus stochastiques, il faut spécifier les caractéristiques probabilistes liées aux transitions du système  Une autre caractéristique essentielle des processus de Markov tient au fait que ces systèmes sont sans mémoire ou à mémoire courte, ce qui signifie que les états qu’occupera le système dans le futur ne dépendent pas ou très peu des états que le système a occupé dans le passé et qu’il occupe au présent.   Soit par exemple un système markovian à N états, la probabilité de transition du système de l’état i vers l’état j dépend uniquement de i et j mais pas de l’histoire du système avant son arrivée en i.

Pour décrire complètement le système, il reste à se donner les probabilités de transition entre états.  On notera par 
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 la probabilité pour que le système qui est à l’état i puisse migrer vers l’état j.

3. Représentation d’un Processus de Markov Discret

Un processus de Markov peut être représenté à l’aide d’un graphe dans lequel les nœuds représentent les états du système et les arcs les transitions.   Dans l’exemple 1 du jeu de pile ou face, pour un joueur, il y’a deux états : gagner ou perdre.  Si on numérote respectivement ces deux états par 1 et 2, on obtient le graphe suivant (Figure 1).

[image: image3.emf]
Figure 1 : graphe représentant un processus de Markov


Pour un système à deux états, il y’a 4 transitions possibles. Pour un système à 3 états, on dénombre 9 transitions possibles.  De façon générale, pour un système à n états, on dénombre n2 transitions possibles.


A chaque transition, on associera un nombre 
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 qui désignera la probabilité de transition d’un état i vers un état j.  Pour un système à deux états, il y’a 4 nombres 
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 qui décrivent le système: (p11, p12, p21,  p22). En notation matricielle, on peut définir la matrice de transition P qui s’écrit comme suit : 
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-Comme cette matrice est de nature probabiliste, ses coefficients sont des nombres réels tels que :

0 ≤ pij ≤ 1
quelque soit i= 1, 2, 3,.., N et quelque soit j= 1,2 ,3,      N           (1)

-D’autre part, , comme le système, après chaque transition, se trouve nécessairement dans l’un quelconque de ses états; on a :
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        i= 1, 2, 3,.., N                                            (2)

Cette expression générale appliquée à l’exemple du joueur, devient :
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Elle signifie que la somme des coefficients de toutes les lignes de la matrice P vaut l’unité.  Une matrice vérifiant les conditions (1) et (2) est appelée matrice stochastique.

4-Evolution Temporelle d’un Processus de Markov

Déroulement du processus dans le temps

Comment évolue un processus de Markov dans le temps ?  Pour répondre à cette question, essayons de suivre les différentes transitions possibles que peut effectuer le système étudié au cours du temps.  

Dans l’exemple du système a deux états 1 et 2, le système effectue des transitions à des intervalles de temps réguliers.  

S’il part de l’état 1, après une transition, il peut se retrouver dans ce même état 1 avec la probabilité 
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 ou dans l’état 2 avec la probabilité 
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  Si le système se trouve en 1, a la deuxième transition, il peut se retrouver dans l’état 1 avec la probabilité 
[image: image12.wmf]11
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 ou dans l’état 2 avec la probabilité
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S’il se trouve à l’état 2, à la deuxième transition, il peut se retrouver en 1 avec la probabilité 
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p

 ou en 2 avec la probabilité
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.  Le déroulement du processus se développe dans le temps suivant le schéma de la figure 2.

[image: image16.emf]
Fig.2 : Graphe d’évolution  en partant de l’état 1

Si l’on part de l’état 2, le déroulement du processus se fait selon le schéma suivant (Fig.3);

[image: image17.emf]
Fig.3 : Graphe d’évolution  en partant de l’état 2

En conclusion, nous avons affaire à un processus qui se développe de façon arborescente correspondant au nombre de possibilités.  Dans la réalité, le système suit une seul chemin parmi les chemins possibles.

5. Analyse détaillé d’un processus de Markov Simple

Détermination du processus

Considérons l’exemple d’un constructeur qui fabrique, chaque semaine, un certain produit qui peut être bien vendu ou mal vendu. Si son produit est bien vendu, on considère qu’il a réussi (etat 1) mais si son produit n’est pas bien vendu, il a perdu et se trouve dans l’état 2. 

Il s’agit d’un système à deux états. On aura quatre transitions possibles en deux semaines successives.

Analyse du processus 

Bien entendu, d’une semaine à l’autre, il peut gagner durant deux semaines consécutives, c-à-d que l’on a une transition de l’état 1 vers 1. Il peut perdre durant deux semaines consécutives, c-à-d que l’on a une transition de l’état 2 vers 2. De même, il peut perdre la semaine la première semaine et gagner la seconde, soit la transition de l’état 2 vers 1.  Enfin, on peut gagner la première semaine et perdre la seconde, soit la transition de l’état 1 vers 2.  On se donne la matrice de transition suivante :
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On souhaite prédire quelles sont les chances pour que le système soit  dans tel ou tel état dans le futur. On notera 
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la probabilité pour que le système occupe l’état i après n transitions.  

Ainsi, si le constructeur part initialement à partir d’un état de succès, il peut se retrouver la semaine suivante dans un état de succès avec la probabilité p11 ou d’insuccès p12.  Donc, au départ, à la semaine 0,  le système occupait nécessairement l’état 1, d’ou 
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Durant la première semaine, soit n=1, le système peut occuper l’état 1 ou l’état 2.  La probabilité pour occuper l’état 1 après une transition est : 
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La probabilité pour occuper l’état 2 après une transition est :  
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On peut vérifier que : p1(1)+p2(1)=1
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 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf]
 


[image: image26.wmf]
Fig.4 : Graphe d’évolution  en partant de l’état 1
En conclusion, on peut constater qu’en partant initialement d’un état de succès, le système, après une transition, a 60% de chance de se retrouver dans l’état de succès et 40% de chance pour se retrouver dans un état d’insuccès.  

A la deuxième semaine (n=2), pour se retrouver dans un état de succès en ^partant initialement d’un état de succés, il y’a deux chemins possibles (1,1,1) ou (1,2,1).  Pour se retrouver dans l’état d’insuccès, il y’ a aussi deux chemins possibles (1,1,2) et (1,2,2).


Fig.5 : Graphe d’évolution  en partant de l’état 2

Apres deux transitions en partant initialement d’un état de succès, on se retrouve dans l’état de succès avec la probabilité : 
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De même, la probabilité pour se retrouver dans l’état d’insuccès en partant initialement de l’état de succès,   
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Numériquement, on aura : p1(2)= 0.58  et p2(2)=0.42

On peut vérifier que : p1(2)+p2(2)=1

En conclusion:  On peut affirmer qu’en partant de l’état de succès, le constructeur après deux semaines dispose de 58% de chances de se retrouver dans l’état de succès et de 42 % de chances de se retrouver dans l’insuccès et subir un échec.  Il est possible de continuer à poursuivre le déroulement du processus et d’estimer les probabilités pour le système de se retrouver dans un état ou l’autre après n transitions.  Sur base de ces estimations, le constructeur peut prédire l’évolution du système et prendre les décisions adéquates et avantageuses.

Il en va de même si le constructeur part de l’état d’insuccès initialement. Mathématiquement, cela signifie que :  
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 Les probabilités pour se retrouver dans l’état de succès ou d’insuccès après une semaine (première transition) sont respectivement :
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On peut vérifier que : p1(1)+p2(1)=1

Apres deux semaines (n=2), ces probabilités deviennent :
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On peut vérifier que : p1(2)+p2(2)=1

En analysant le processus pour n=0,1,2,.. et en utilisant les lois de probabilités, on peut estimer la probabilité d’état à la transition n si l’état initial est donnée (n=0) à l’aide de la formule récursive de Chapman-Kolmogorov-Smulukovski
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D’autre part, le système est nécessairement dans l’un des états du système, d’ou :
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Remarque : Du point de vue programmation, il est facile d’écrire le code qui permet de calculer automatiquement les probabilités d’états. Les données sont le nombre d’états N et la matrice de transition P.
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