CHAPITRE 2

Etude des Systèmes 

de Logique Combinatoire

La formulation de problèmes en logique combinatoire en vue de déterminer le système de commande est une tache centrale dans la conception des circuits logiques. En effet, la formulation première consiste à établir la table de vérité qui indique toutes les combinaisons possibles de la fonction de sortie en fonction des variables d’entrées. 

Cependant, il existe généralement plusieurs façons pour exprimer une fonction booléenne. Chaque expression peut conduire à une réalisation physique particulière. Bien sur, ces réalisations seront composées à partir de portes AND, OR, NO ou de circuits dérivés de ces derniers. Puisque ces circuits peuvent être très complexes, il est nécessaire de mettre en évidence des techniques qui conduisent à des expressions systématiques pouvant éventuellement être traités par les computers.

1-Un exemple de conception avec les minterms

Soit une fonction logique à 2 variables d’entrées x et y, donnée par sa table de vérité suivante Tab 2.1. On cherche à déterminer une expression pour la variable de sortie S.

	x
	y
	
	S

	0
	0
	
	0

	0
	1
	
	1

	1
	0
	
	0

	1
	1
	
	1


        

Tab 2.1

Si on examine les lignes de cette table de vérité, on constate que S =1 pour les conditions suivantes :

  



x = 0 et y=1   ou x=1 et y=1

pour les autres conditions, on a S=0

 Si on veut implémenter cette fonction, on peut exprimer ces deux conditions de la manière suivante pour S=1:
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Cette fonction logique peut être réalisée à l’aide de deux circuits NAND, un circuit OR et 1 circuit inverseur NO (voir Fig. 2.1).
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Fig. 2.1

Si on examine l’expression (1), on remarque qu’elle se compose d’une somme de produits constitués par les variables d’entrée.  Ces produits concernent uniquement les lignes qui donnent la valeur 1 pour la sortie.  Les produits des variables correspondant à chaque ligne de S=1 se déterminent comme suit : si la variable dans la ligne est nulle, elle doit être inversée, si elle vaut 1, elle doit être prise telle quelle.  

1.1- Les minterms

De façon générale, chaque produit des variables correspondant à une ligne s’appelle le minterm. Ainsi, pour une table de vérité de deux variables d’entrée, on compte 4 minterms, un minterm par ligne. D’autre part, dans chaque minterm, apparaissent les variables d’entrée directement ou inversées. En conséquence, une table de vérité peut s’écrire très simplement et systématiquement à l’aide de ces minterms.

	x
	y
	
	Minterm
	S

	0
	0
	
	  X’y’
	0

	0
	1
	
	 X’y
	1

	1
	0
	
	 Xy’
	0

	1
	1
	
	  xy
	1


On peut généraliser l’exemple étudié et les résultas obtenus. La table de vérité donne une fonction unique qui est constituée par expansion des minterms correspondant aux S=1.

1.2- Les Maxterms

Il existe une autre forme de représentation qui peut être obtenue par utilisation de l’application du théorème de DeMorgan que l’on rappellera :
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Si on inverse les minterms, en appliquant le théorème de DeMorgan, on obtiendra les maxterms correspondants. Ainsi le tableau ci-dessus donne les expressions des maxterms:

	x
	y
	
	S
	
	Minterm
	Maxterm

	0
	0
	
	0
	
	  X’y’
	  X+y

	0
	1
	
	1
	
	 X’y
	 X+y’

	1
	0
	
	0
	
	 Xy’
	 X’+y

	1
	1
	
	1
	
	  xy
	  X’+y’


Chaque maxterm est le complément  de son minterm correspondant et vice-versa.

2-Formes Canoniques et formes standards

Un système combinatoire a n variables d’entrée permet un nombre de combinaison maximum N = 2n  .  On peut obtenir deux formes de représentation de la table de vérité d’un système combinatoire.  La première forme est celle qui utilise les produits des variables qui sont les minterms et s’appelle forme standard des produits. Elle utilise les portes AND. 

De façon similaire, la deuxième forme est celle qui utilise les sommes des variables qui sont les maxterms et s’appelle aussi forme standard des sommes. Elle utilise les portes OR. 

Pour un système combinatoire à 3 variables d’entrée, on obtient le tableau suivant des minterms et maxterms.

	        Input
	Minterms
	 
	Maxterms

	A
	B
	C
	Termes
	Designation
	 
	Termes
	Désignation

	0
	0
	0
	[image: image5.png]



	P0
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	S0

	0
	0
	1
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	P1
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	S1

	0
	1
	0
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	P2
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	S2

	0
	1
	1
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	P3
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	S3

	1
	0
	0
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	P4
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	S4

	1
	0
	1
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	P5
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	S5

	1
	1
	0
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	P6
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	S6

	1
	1
	1
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	P7
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	S7


Table 1-13 Minterms and Maxterms pour 3 Variables binaires
2.1-Formes Canoniques et conception des circuits combinatoires

Dès que les conditions de fonctionnement d’un système de logique combinatoire sont obtenues sous forme de tableau de vérité, il existe une technique qui conduit de façon systématique à la détermination d’une expression logique qui synthétise le tableau de conditions: ce sont les formes standards.  Ces formes standards sont appelées aussi formes canoniques et permettent de représenter d’une manière unique une fonction booléenne. On dispose de deux formes canoniques de base. Dans la première forme, la fonction s’exprime sous forme d’une somme de produit des variables d’entrées. Dans la deuxième forme, la fonction logique s’exprime sous forme d’un produit de sommes des variables d’entrées. 

Par ailleurs, il existe deux autres formes canoniques dérivées de ces dernières par double inversion.

· A – Première forme : (Somme des produits)        
Soit la table de vérité donnée par la Table Tab. 2.2.  X, Y, Z représentent les entrées d’un système logique combinatoire, et S sa sortie. On demande de déterminer l’expression logique de la sortie en fonction des entrées conformément à la première forme canonique :

	x
	y
	z
	
	S

	0
	0
	0
	
	0

	0
	0
	1
	
	0

	0
	1
	0
	
	0

	0
	1
	1
	
	1

	1
	0
	0
	
	1

	1
	0
	1
	
	1

	1
	1
	0
	
	1

	1
	1
	1
	
	1


Tab. 2.2

Dans la première forme, on considère uniquement les lignes du tableau pour lesquelles la fonction de sortie prend la valeur 1.  Ces produits sont des min-termes.  La fonction logique de sortie va s’exprimer comme la somme de ces min-termes. Cette écriture de la fonction en min-termes est unique.

Les produits de chaque ligne correspondant à 1 sont constitués par les produits des variables x, y et x avec la condition que la variable est  complémentée si elle vaut 0.  Cette première forme conduit à des circuits AND qui servent d’entrées  dans un circuit  OR.    

De la table de vérité  Table Tab. 2.2, l’expansion des min-termes pour S donne
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Cette forme peur être matérialisée avec des portes AND et une porte OR et des inverseurs.

On peut utiliser une notation numérique en minterms pour écrire S:
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ou mi est le i-éme minterm. Autrement dit, les numéros correspondent aux lignes minterms.

· B – Deuxièmee forme : (Somme des produits)        
ِLa deuxième forme est celle qui exprime la fonction logique de sortie en tant que produit des sommes des variables d’entrées.  Contrairement à la première forme qui utilise les valeurs de la fonction de sortie qui valent l’unité, cette deuxième forme utilise les valeurs qui correspondent aux zéros.  Ces termes sont appelés les maxterms.

L’application de la deuxième forme se fait comme suit. On utilise les valeurs ou la fonction logique de sortie vaut 0. Ces lignes correspondent aux maxterms. On effectue le produit des sommes correspondant à ces lignes. Les variables d’entrées forment les sommes de la façon suivante : les variables qui valent 0 sont prises telles quelles et les variables qui valent l’unité sont complémentées.

De la table de vérité  Table Tab. 2.2, on voit qu’il y’a trois maxterms. L’expansion des max-termes pour S donne :
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Cette forme peur être matérialisée avec des portes OR, une porte AND et des inverseurs.

On peut utiliser une notation numérique en maxtermes pour écrire S:
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ou Mi est le i-éme maxterm.

Conversion Entre les deux formes Canoniques

On a vu que l’on peut écrire une fonction logique en utilisant l’une ou l’autre des deux formes canoniques ; somme de produits ou produit des sommes. Comme ces deux formes sont duales, on peut passer de l’une à l’autre.  

3-Exemple 1

Soit la table de vérité Tab.2.3 ci-dessous, 

	
	Input
	Output

	Nombre
	A
	B
	C
	X

	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	1
	0

	2
	0
	1
	0
	0

	3
	0
	1
	1
	1

	4
	1
	0
	0
	0

	5
	1
	0
	1
	1

	6
	1
	1
	0
	1

	7
	1
	1
	1
	0


Tab.2.3

 

3.1- SOMME DE PRODUITS

On observe que les lignes qui correspondent à une sortie X=1 sont numérotées : 3, 5 et 6. L’expression de la somme des produits s’exprime selon les formes suivantes:

	1
	[image: image25.png]X-=ABC+ABC+ABCT





	2
	 X = P3 + P5 + P6 

	3
	[image: image26.png]X(4,B,0)=,(356)






 

 

3.2 - PRODUIT DES SOMMES

L’expression qui utilise le produit de sommes utilise les situations ou la fonction de sortie est égale à zéro. Pour la table Tab2.3, les lignes qui correspondent à X=0, sont  0, 1, 2, 4 et 7. L’expression de la sortie en fonction de l’expression du produit des sommes peut s’exprimer sous les formes suivantes :

	 1
	[image: image27.png]X =(A+B+CYA+B+CYA+B+CYA+B+CYA+B+CT)





	2
	X = S0S1S2S4S7 

	3
	[image: image28.png]X(4,8,0)=T] (01247






Les fonctions Booléennes  exprimées sous forme d’un produit de sommes ou de somme de produits s’appellent les formes canoniques.

On remarque que le Produit des sommes n’est pas le complément de la somme des produits.

 4- Exemple 2

 Donner les formes canoniques pour la table suivante Tab.2.4 :

	nombre
	Input
	Output

	
	A
	B
	X

	0
	0
	0
	1

	1
	0
	1
	0

	2
	1
	0
	1

	3
	1
	1
	0


Tab.2.4 Table de vérité
La somme de Produits   donne : X = P0 + P2    ou bien : [image: image29.png]



            Le Produit des Sommes  donne :  X = S1S3            ou bien   : [image: image30.png]X =(4+B)(A+5)




5- Simplification Algébriques des Fonctions Logiques

Soit la fonction logique suivante à simplifier: 
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Considérons les deux derniers termes
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On peut écrire ces deux termes sous la forme suivante qui se simplifie:
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La fonction S devient:
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6-Tableaux de Karnaugh

Le tableau de Karnaugh permet une meilleure représentation des fonctions logiques que la simple table de vérité lorsqu’il y a plusieurs variables d’entrées. Les cases de tableau de Karnaugh contiennent les valeurs de la fonction logique de sortie.  Les variables d’entrées sont inscrites aux dessus et à coté du tableau. Les variables sont placées en mode binaire réfléchi (voir annexe).
6.1- Exemple 1 

Soit la table de vérité de la Table Tab.2.5.  x, y, c représentent les entrées d’un système logique, et S sa sortie.   

	x
	y
	c
	
	S

	0
	0
	0
	
	0

	 0
	0
	1
	
	1

	0
	1
	0
	
	0

	0
	1
	1
	
	1

	 1
	0
	0
	
	0

	1
	0
	1
	
	0

	1
	1
	0
	
	1

	1
	1
	1
	
	0


                   




Tab. 2.5

Voici une façon de la réécrire sous forme de tableau de Karnaugh (Tableau Tab.2.6).
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Tab.1.6 : Tablea de Karnaugh

Première forme (somme des produits)

Pour écrire la fonction logique dans la première forme canonique, on considère les min-termes. Il vient que :

[image: image36.png]S =xy¢ + Xyc + Xyc




Cette expression peut être matérialisée par le schéma de la Figure 2.2.
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Figure 2.2

6.2 - Exemple 2  

On cherche à déterminer une fonction logique S décrite par la table de vérité suivante (table Tab.2.7) ou les entrées sont a, b et c.

[image: image38.png]



Tab.2.7
Deuxième forme :(Produit des sommes)

On réécrit cette table en tant que tableau de Karnaugh (Tab.2.8).  On considère les valeurs de S qui valent zéro qui correspondent aux max-termes.
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Tab.2.8

L’expression de S avec les Max-termes est la suivante :

[image: image40.png]S = (a+b+c).(@+b+c).(a+b+c).fat+b+c)





Elle peut être matérialisée par le schéma suivant ( Figure 2.3)
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Figure 2.3

7- Simplification à partir du tableau de Karnaugh

  Les simplifications s’effectuent par regroupement des uns [1] si on utilise la première forme ou les zéros [0] si on utilise la deuxième forme.  

7.1- Les simplifications par la première forme

 
Soit le tableau de Karnauph suivant Tab.2.9. Si on utilise la première forme, on considère seulement les cases contenant  un 1.
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Tab.2.9

La fonction s’écrit dans la première forme avec 4 mintermes. On constate que les 1 qui sont voisins permettent une simplification de la fonction logique.  En effet, lorsqu’il y a deux 1 voisins, on peut constater qu’on peut simplifier la fonction en éliminant la variable qui change d’état sans influencer le résultat en sortie. Dans l’exemple de la table si-dessus, si on considère les 1 qui sont horizontaux, on constate que la variable z n’a pas d’influence sur le résultat, alors on peut l’éliminer dans les min-termes correspondants. De même, pour les 1 horizontaux, on peut voir que la variable x n’influence pas le résultat, on peut donc l’éliminer dans ces mintermes.

L’équation simplifiée est :
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 Règle de Simplification :  On peut regroupes deux (1) adjacents dans une somme de produits en éliminant la variable qui change d’état. Cette règle s’applique aussi au cas ou l’adjacence existe pour les extrémités du tableau.  Voir l’exemple du tableau suivant (Tab.2.10) :
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Tab.2.10

En simplifiant selon la règle de l’adjacence, on obtient :
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Exemple de 1 en carré

Pour le cas de quatre 1 en carré (Tab.2.11), on peut utiliser la règle précédente.
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Tab.2.11

En simplifiant, on a :
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Exemple de 1 aux extremités

Lorsque des uns se trouvent aux extremités (voir Tab.2.12), on peut également effectuer des simplifications.
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Tab.2.12
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Exemple de 1 sur toute une ligne

Le cas de 1 se trouvant sur toute la ligne (Tab.2.13) permet aussi des simplifications.
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          Tab.2.13
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Exemple de 1 sur toute une colonne

Le cas de 1 se trouvant sur toute une colonne (Tab.2.14) permet aussi des simplifications.
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Tab.2.14


[image: image53.wmf])

(

y

x

S

×

=


Exemple de 1 sur toute une ligne et toute une colonne

Le cas de 1 se trouvant sur toute une ligne et toute une colonne (Tab.2.15) permet aussi des simplifications.
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Tab.2.15
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Exemple de 1 sur plusieurs lignes

Le cas de 1 se trouvant sur deux lignes adjacentes (Tab.2.16) permet aussi des simplifications.
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Tab.2.16

Résultat :   
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7.2- Les simplifications par la deuxième forme

 Règle de Simplification :  On peut regroupes deux [0] adjacents dans une produit de sommes en éliminant la variable qui change d’état. l’adjacence existe aussi pour les extrémités du tableau.  Voir l’exemple du tableau de Karnaugh suivant (Tab.1.17)
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Tab.2.17

La sortie est :
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Exemple de simplification : 

Soit l’exemple du tableau de Karnaugh Tab.2.18.  On souhaite effectuer des simplifications en utilisant la seconde forme.
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Tab.2.18

Le résultat est donné par l’expression suivante :
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Autre exemple :

Soit l’exemple du tableau de Karnaugh Tab.2.19.  On souhaite effectuer des simplifications en utilisant la seconde forme.
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Tab.2.19

Le résultat est :
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Autre exemple :

Soit l’exemple du tableau de Karnaugh Tab.2.20.  On souhaite effectuer des simplifications en utilisant la seconde forme.
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Tab.2.20

Le résultat est :
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8- Cas ou la table de vérité n’est pas totalement spécifiée

Souvent, la variable de sortie d’un système n’est pas déterminée pour toutes les combinaisons des variables d’entrée. C’est généralement le cas lorsque ces combinaisons ne sont physiquement pas réalisables, ou pas spécifiées. Dans un tel cas, on a des états  indéterminés est notés ‘X’. Il s’agit d’une situation pour laquelle la valeur de la sortie n’a pas d’importance (en anglais, on dit : don’t care)

Au cas ou la table n’est pas totalement spécifiée, nous devons remplacer la valeur indéterminé X par un 0 ou par un 1. Le choix est effectué en recherchant à grouper les 1 adjacents de la table de Karnaugh ou les 0. L’objectif est d’obtenir l'expression la plus simple.

EXEMPLE

Les affichages numériques à 7 segments, qui permettent d’afficher les nombres de 0 à 9, doivent généralement correspondre à une combinaison de 4 signaux binaires. L’état de chaque segment (allumé ou éteint) est parfaitement déterminé pour les chiffres de 0 à 9, donc pour les combinaisons d’entrée comprises entre 0000 et 1001.

Les combinaisons d’entrée comprises entre 1010 et 1111 ne peuvent normalement pas se produire (puisque l’on compte en décimal). Il n’est pas utile d’imposer un état allumé ou éteint à chaque segment pour ces combinaisons, et l’on indiquera un ’X’ pour chacun de ces état.

Evidemment, une fois que la simplification par la table de Karnaugh aura été réalisée, chaque ’X’ aura été remplacé par un ’0’ ou par un ’1’. 

Voici le tableau de la table de vérité (Tab.2.21) d’un afficheur 7 segments qui sera étudié ultérieurement.
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Tab.2.21

9- Simplification par la méthode de Quine-McCluskey

Lorsqu’il y a plus de quatre variables, la méthode de Karnaugh n’est plus pratique à utiliser. Pour cette raison, on a besoin d’une procédure automatique qui permet de simplifier les sommes de produits. Une méthode qui permet cela est la méthode de Quine-McCluskey qui peut être programmée. 
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