Analyse en Composantes Principales(ACP)

L'analyse en composantes principales (ACP) est une méthode mathématique d'analyse de données. Elle est utilisée pour étudier les données multidimensionnelles, lorsque toutes les variables observées sont de type numérique et que l'on veut voir s'il y a des relations entre ces variables. L'ACP est aussi connue sous le nom de transformée de Karhunen-Loève ou transformée de Hotelling.

Objet de la méthode 

La méthode a pour objet de mettre en évidence les relations qu’il y a entre les variables correspondant aux données contenues dans un tableau d'individus et de caractères. Ce tableau s'appelle matrice des données. Il se compose : 

- de lignes d'individus : des personnes, des entreprises, des journaux, etc., 

- de colonnes de variables : quantitatives (age, taille, nombre d'étudiants, etc.). 

But de la méthode 

L'Analyse en Composantes Principales a pour but de comprendre et de visualiser comment les effets de phénomènes a priori isolés se combinent.

Lorsque l'on se place en dimension deux, les points disponibles (l'échantillon de points tirés suivant la loi conjointe de X1 et X2) peuvent être représentés sur un plan. Cependant, dans le cas de plusieurs variables, une présentation à deux dimensions n’est plus possible.  L’ACP permet de réduire la dimension de l’espace initial en vue de permettre une représentation à deux dimensions avec un minimum de pertes de l’information.  Pour cela, on cherchera d’abord à déterminer les composantes principales, d’ou le nom d’ACP. 

Position du problème

On travaille sur un ensemble de données, où pour chaque élément (individu), on a différentes valeurs (caractères). On stocke sous forme de matrice ces données, avec dans chaque colonne les valeurs de l'éléments correspondant à la colonne. 

Technique de l’ACP
On applique usuellement une ACP sur un ensemble de N variables aléatoires 
Cet échantillon de ces N variables aléatoires peut être structuré dans une matrice M à K lignes et N colonnes.
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1-La valeur moyenne

La première opération consiste à déterminer la valeur moyenne de chaque colonne du tableau de données.
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2-La variance et L'écart type

La notion de moyenne n'est pas suffisante pour décrire, même succinctement, un ensemble de nombres. La dispersion de ces nombres autour de la moyenne est une information tout aussi intéressante et qui vient compléter l'information donnée par la moyenne. La dispersion est assimilée à la notion d'écart à la moyenne. L'écart quadratique est égal à la somme des carrés des écarts sur chaque valeur de la variable. Sa valeur moyenne nommée variance servira à estimer cette dispersion:




Transformations de l'échantillon
· Le vecteur [image: image3.png]


est le centre de gravité du nuage de points. On le note souvent g. 

· La matrice M est généralement centrée sur le centre de gravité : 
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· elle peut être aussi réduite: 
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Le choix de réduire ou non le nuage de points (i.e. les K réalisations de la variables aléatoire [image: image6.png]


) est un choix de modèle:

· si on ne réduit pas le nuage: une variable à forte variance va tirer tout l'effet de l'ACP à elle, 

· si on réduit le nuage: une variable qui n'est qu'un bruit va se retrouver avec une variance apparente égale à une variable informative. 

3-Calcul de covariances et de corrélations
Une fois la matrice M transformée en [image: image7.png]


ou [image: image8.png]


, il suffit de la multiplier par sa transposée pour obtenir:

· la matrice de variance-covariance des [image: image9.png]


  si M n'est pas réduite, 

· la matrice de corrélation des [image: image10.png]


    si M est réduite. 
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Ces deux matrices sont carrées (de taille N), symétriques, et réelles. Elles sont donc diagonalisables dans une base orthonormée.

4-Critère d'inertie
Dans la suite de cet article, nous considérerons que le nuage est transformé (centrée et réduit si besoin est). Chaque Xn est donc remplacé par [image: image12.png]


ou [image: image13.png](X, — Xn)/o(X,)



. Nous utiliserons donc la matrice M pour noter [image: image14.png]


ou [image: image15.png]


suivant le cas.

Le principe de l'ACP est de trouver un axe u, issu d'une combinaison linéaire des Xn, tel que la variance du nuage autour de cet axe soit maximale.

Pour bien comprendre, imaginons que la variance de u soit égale à la variance du nuage; on aurait alors trouvé une combinaison des Xn qui contient toute la diversité du nuage original (en tout cas toute la part de sa diversité captée par la variance).

Comme le titre de cette section l'indique, le critère couramment utilisé est la variance de l'échantillon (on veut maximiser la variance expliquée par le vecteur u). Pour les physiciens, cela a plutôt le sens de maximiser l'inertie expliquée par u (i.e. minimiser l'inertie du nuage autour de u).

Projection
Finalement, nous cherchons le vecteur u tel que la projection du nuage sur u ait une variance maximale. La projection de l'échantillon des X sur u s'écrit:

[image: image16.png]



la variance empirique de πu(X) vaut donc:
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Comme nous avons vu plus haut que C est diagonalisable dans une base orthonormée, notons P le changement de base associé et Δ la matrice diagonale formée de son spectre:
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Après cette réécriture, nous cherchons le vecteur unitaire v qui maximise v'Δv, où [image: image19.png]A =Diag(Ay, ...,



est diagonale (rangeons les valeurs de la diagonale de Δ en ordre décroissant). On peut rapidement vérifier qu'il suffit de prendre le premier vecteur unitaire ; on a alors:

v'Δv = λ1
Diagonalisation
La diagonalisation de la matrice de corrélation (ou de covariance si on se place dans un modèle non réduit), nous a permis d'écrire que le vecteur qui explique le plus d'inertie du nuage est le premier vecteur propre. De même le deuxième vecteur qui explique la plus grande part de l'inertie restante est le deuxième vecteur propre, etc.

Nous avons vu en outre que la variance expliquée par la nème vecteur propre vaut λk.

Finalement, la question de l'ACP se ramène à un problème de diagonalisation de la matrice de corrélation.
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