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Υπερπήδηση εµποδίου. 

Σαν συµπληρωµατικά στοιχεία πάνω στην άσκηση 4.57 του σχολικού βιβλίου, αλλά και σαν συνέχεια της 

ανάρτησης «Μια ισορροπία κυλίνδρου µε εµπόδιο» ας εξετάσουµε πώς επηρεάζεται η υπερπήδηση ενός 

εµποδίου από ένα κύλινδρο, από το αν αναπτύσσεται ή όχι τριβή µεταξύ κυλίνδρου και εµποδίου. 

 

Εφαρµογή 1η: 

Ο τροχός του διπλανού σχήµατος, ακτίνας R και βάρους 100Ν, 

εµποδίζεται να κινηθεί από εµπόδιο ύψους h= ½ R, όταν δέχεται 

δύναµη στο κέντρο του Ο, µέσω νήµατος, στο άλλο άκρο του ο-

ποίου έχουµε κρεµάσει ένα σώµα Σ, µάζας m=4kg. 

∆ίνεται ότι ο τροχός δεν παρουσιάζει τριβές ούτε µε το επίπεδο, 

ούτε µε το εµπόδιο. 

i)  Να βρεθεί η δύναµη (µέτρο και κατεύθυνση) που ασκείται στον τροχό από το εµπόδιο. 

ii) Αν αντικαταστήσουµε το σώµα Σ, µε άλλο βαρύτερο, µπορεί ο τροχός να υπερπηδήσει το εµπόδιο; 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι  δυνάµεις 

που ασκούνται στα σώµατα. Αφού η τροχαλία ι-

σορροπεί: 

Στ=0 ή Τ·R-Τ1·R=0 →  Τ=Τ1. 

Αλλά και το σώµα Σ ισορροπεί, συνεπώς 

Τ1=mg=40Ν 

Και ο τροχός ισορροπεί, συνεπώς: 

ΣF=0 και Στ=0 

Αλλά το βάρος, η κάθετη αντίδραση Ν και η τάση του νήµατος διέρχονται από τον άξονα ( κέντρο Ο του 

τροχού), έχοντας µηδενική ροπή, οπότε και η ροπή της δύναµης που δέχεται ο τροχός από το εµπόδιο, 

περνάει από το σηµείο Ο. Αναλύοντας τη δύναµη αυτή F από το εµπόδιο σε µια οριζόντια και µια κατα-

κόρυφη συνιστώσα έχουµε: 

ΣFx=0 → Τ-Fx=0 → Fx=Τ=40Ν και 

ΣFy=0 → Ν+Fy-w=0 (1) 

Αλλά ΣτΚ=0 →w·x-Ν·x+Τ·y=0 (2) 

Αλλά y=R-h=R- ½ R= ½ R  και 
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ii)  Ναι, µπορεί να υπερπηδήσει το εµπόδιο, αρκεί να αυξήσουµε το βάρος του σώµατος Σ. Πράγµατι στην 

περίπτωση αυτή ο τροχός θα χάσει την επαφή µε το έδαφος (Ν=0) και αρκεί |τΤ|≥|τw| ή Τ·y ≥ w·x ή 

Τ≥ 
�∙�

�
 ή Τ ≥173Ν 

Συνεπώς αν το βάρος του σώµατος Σ γίνει µεγαλύτερο από 173Ν, ο τροχός τείνει να υπερπηδήσει το εµπό-

διο. 

 

Σχόλιο: 

Μέχρι ποιο ύψος µπορεί να έχει το εµπόδιο ώστε ο τροχός να υπερπηδήσει το εµπόδιο;  

Το εµπόδιο αρκεί να έχει ύψος µικρότερο της ακτίνας του τροχού, ώστε η ροπή της τάσης του νήµατος, ως 

προς το σηµείο Κ, να υπερνικήσει τη ροπή του βάρους. Σε κάθε περίπτωση είτε υπάρχουν είτε όχι τριβές, µε 

εξάσκηση κατάλληλης δύναµης στο κέντρο, ο τροχός θα υπερπηδήσει το εµπόδιο. 

 

Εφαρµογή 2η: 

 Γύρω από έναν τροχό  ακτίνας R και µάζας  Μ=8kg, τυλίγουµε ένα 

νήµα, το οποίο αφού περαστεί από µια αβαρή τροχαλία, στο άλλο 

άκρο του κρεµάµε ένα σώµα Σ µάζας m=4kg. Ο τροχός εµποδίζεται 

να κινηθεί από ένα εµπόδιο ύψους h= ½R. ∆ίνεται ότι ο τροχός δεν 

παρουσιάζει τριβές ούτε µε το επίπεδο, ούτε µε το εµπόδιο. 

i)  Να βρεθεί η δύναµη (µέτρο και κατεύθυνση) που ασκείται στον 

τροχό από το εµπόδιο, και το οριζόντιο επίπεδο. 

ii) Αν αντικαταστήσουµε το σώµα Σ, µε άλλο βαρύτερο, µπορεί ο τροχός να υπερπηδήσει το εµπόδιο; 

Ποια είναι τότε η ελάχιστη τιµή της δύναµης που δέχεται ο τροχός από το εµπόδιο; 

∆ίνεται g=10m/s2 και η ροπή αδράνειας του τροχού ως προς τον άξονά του Ι= ½ ΜR2. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι  δυνάµεις που ασκού-

νται στα σώµατα. Αφού η τροχαλία δεν έχει µάζα (καλύτερα 

έχει αµελητέα µάζα): 

Στ=0 ή Τ·R-Τ1·R=0 →  Τ=Τ1. 

Τι κάνει ο τροχός; Αφού η δύναµη που δέχεται από το εµπόδιο 

περνά από το κέντρο Ο (τριβές δεν υπάρχουν), ασκείται ροπή ως 

προς τον άξονα Ο του τροχού, οπότε ο τροχός περιστρέφεται και 

το σώµα Σ επιταχύνεται προς τα κάτω. Έτσι έχουµε: 

Για το σώµα Σ: ΣF=m·α → mg-Τ1=m·α (1) 

Για τον τροχό και θεωρώντας θετική τη φορά περιστροφής των δεικτών του ρολογιού έχουµε: 

Στ=Ι·αγων  Τ·R= ½ ΜR2
·αγων → Τ= ½ ΜRαγων (2) 

Ενώ όλα τα σηµεία του νήµατος κινούνται µε την ίδια ταχύτητα άρα υγρτρ=υΣ→ υ=ωR →  
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Από (1), (2) και (3) παίρνουµε α=5m/s2 και Τ=20Ν.  

Αλλά ΣFx=0 → Fx=Τ=20Ν και ΣFy=0→ N+Fy-w=0  (4) 

Με βάση το διπλανό σχήµα ηµθ=y/R= ½ οπότε συνθ= xF

F
→ 

20 40 3

33
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= = = Ν  και Fy=F·ηµθ =
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3
Ν  και από (4) 

Ν≈68,5Ν. 

ii)  Ναι µπορεί, αρκεί ο τροχός θα χάσει την επαφή µε το έδαφος (Ν=0) 

οπότε Fy=w=80Ν, αλλά τότε F=160Ν. 

 

Σχόλιο: 

Παρατηρούµε ότι, όταν δεν υπάρχουν τριβές και η δύναµη ασκείται στο ανώτερο σηµείο του τροχού και πά-

λι ο τροχός µπορεί να υπερπηδήσει το εµπόδιο, όπου την ανύψωσή του θα επιφέρει µια συνιστώσα της κά-

θετης αντίδρασης από το εµπόδιο, αρκεί το ύψος του εµποδίου να είναι µικρότερο από την ακτίνα του τρο-

χού. 

 

Και αν υπάρχουν τριβές; 

Εφαρµογή 3η: 

 Γύρω από έναν τροχό  ακτίνας R και µάζας  Μ=8kg, τυλίγουµε 

ένα νήµα, το οποίο αφού περαστεί από µια αβαρή τροχαλία, στο 

άλλο άκρο του κρεµάµε ένα σώµα Σ µάζας m. Ο τροχός εµποδί-

ζεται να κινηθεί από ένα εµπόδιο ύψους h=R.  

i)  Αν δεν αναπτύσσεται τριβή µεταξύ τροχού και εµποδίου, 

µπορεί ο τροχός να υπερπηδήσει το εµπόδιο; 

ii) Αν  µεταξύ τροχού και εµποδίου ο συντελεστής  τριβής είναι µ=0,5, να βρεθεί η ελάχιστη οριζόντια δύ-

ναµη F, που πρέπει να ασκηθεί µέσω του νήµατος, ώστε ο τροχός  να χάσει την επαφή µε το οριζόντιο 

επίπεδο, χωρίς να υπερπηδά το εµπόδιο. Πόση γωνιακή επιτάχυνση αποκτά στην περίπτωση αυτή ο 

τροχός; ∆ίνεται R=0,5m και η ροπή αδράνειας του τροχού ως προς τον άξονά του Ι= ½ ΜR2. 

Απάντηση: 

Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται 

στα σώµατα, όπου F η τάση του νήµατος και Τ η τριβή από το 

εµπόδιο, στην περίπτωση που µηδενίζεται η αντίδραση του ορι-

ζοντίου επιπέδου. 

i) Αν δεν υπάρχουν τριβές, προφανώς δεν υπάρχει κατακόρυφη 
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δύναµη να εξουδετερώσει το βάρος, πολύ περισσότερο να ανασηκώσει τον τροχό. Συνεπώς ο τροχός δεν 

υπερπηδά το εµπόδιο. 

ii)  Όταν χάνεται η επαφή µε το οριζόντιο επίπεδο, οριακά Τ=w=Μg=80Ν.  

Συνεπώς   Τ=µ·F1 → F1=Τ/µ=160Ν. 

Αλλά τότε ΣFx=0 → F=F1=160Ν. 

Θεωρώντας θετική τη φορά περιστροφής των δεικτών του ρολογιού έχουµε: 

Στ=Ι·αγων → F·R-Τ·R= ½ ΜR2
·αγων  αγων=

2 22( ) 2(160 80)
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= =

⋅  

Σχόλιο: 

Παρατηρούµε ότι όταν το εµπόδιο έχει ύψος ίσο µε την ακτίνα του τροχού, ανυψωτική δύναµη που µειώνει 

την κάθετη αντίδραση του οριζοντίου επιπέδου, είναι µόνο η τριβή. Αν δεν υπάρχει, ο τροχός δεν θα ανυ-

ψωθεί, αν υπάρχει, τότε όταν αυξάνεται η οριζόντια δύναµη που ασκείται µέσω του νήµατος, αυξάνεται και 

η κάθετη αντίδραση στο Κ και κατά συνέπεια η τριβή. Τριβή η οποία θα είναι µικρότερη από την ασκούµενη 

δύναµη, αν µ<1, οπότε ο τροχός πριν αρχίσει να ανυψώνεται, θα έχει αρχίσει να περιστρέφεται. 

dmargaris@sch.gr 


