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Ολίσθηση και κύλιση τροχού. 

Σε οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί ένας τροχός µάζας Μ=10kg και ακτίνας =0,5m, ο οποίος 

παρουσιάζει µε το επίπεδο συντελεστές τριβής µ=µs=0,3. Σε µια στιγµή t=0 ασκείται 

στο κέντρο Ο του τροχού οριζόντια δύναµη F µέτρου F1=100Ν, ενώ τη στιγµή t1=2s, το 

µέτρο της δύναµης µειώνεται στην τιµή F2=60Ν. 

i) Να υπολογιστεί η κινητική ενέργεια του τροχού τη στιγµή t1. 

ii) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της ταχύτητας του κέντρου Ο του τροχού µέχρι τη στιγµή t2=4s. 

iii) Να υπολογιστεί η ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική, µέχρι την παραπάνω στιγµή t2, εξαιτίας της 

τριβής που ασκείται στον τροχό. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του τροχού ως προς τον άξονα περιστροφής του Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στον τροχό. Το 

ερώτηµα είναι τι κίνηση κάνει ο τροχός από 0-4s; Ας υποθέσουµε ότι ο τροχός κυ-

λίεται χωρίς να ολισθαίνει. Τότε µε εφαρµογή του δεύτερου νόµου του Νεύτωνα, 

θεωρώντας την κίνηση σύνθετη, έχουµε: 

Μεταφορική κίνηση: ΣFx=Μαcm → F1-Τ= Μαcm (1) 

Στροφική κίνηση: Στ=Ι·αγων → Τ·R= ½ ΜR2
·αγων → Τ= ½ ΜR·αγων (2) 

Αλλά αφού ο τροχός κυλίεται αcm=αγων·R και η παραπάνω σχέση γίνεται: 

Τ= ½ Μ·αcm  (3) 

Με πρόσθεση των (1) και (3) κατά µέλη παίρνουµε: 
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Αλλά η  µέγιστη τριβή που µπορεί να ασκηθεί στον τροχό, η οριακή στατική τριβή έχει µέτρο: 

Τορ=Τολ=µ·Ν=µ·Μg=0,3·10·10Ν=30Ν. 

Συνεπώς η υπόθεσή µας ότι ο τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ήταν λάθος και ο τροχός, στρέφεται 

µεν αλλά και ολισθαίνει. Αλλά τότε από την (1) παίρνουµε: 
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Οπότε τη στιγµή t1=2s το κέντρο Ο του τροχού έχει ταχύτητα υcm=αcmt1=14m/s. 

Εξάλλου από την σχέση (2) παίρνουµε: 

./12/
5,010

3022 22 sradsrad
MR

T
a =

⋅
⋅

==γων  

Και τη στιγµή t1 έχει αποκτήσει γωνιακή ταχύτητα: 

ω=αγων·t1=12·2 rαd/s=24rαd/s. 
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Με βάση αυτά η κινητική ενέργεια του τροχού τη στιγµή αυτή είναι: 
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ii)  Τη στιγµή t1 µικραίνει το µέτρο της δύναµης στην τιµή F2=60Ν, ενώ ο τροχός 

συνεχίζει να ολισθαίνει, αφού αν πάρουµε την ταχύτητα του σηµείου επαφής Α 

του τροχού µε το έδαφος, θα βρούµε: 

υΑ=υcm-ωR=14m/s-24·0,5m/s=2m/s 

µε φορά προς τα δεξιά, όπως στο σχήµα. 

Αλλά τότε από την σχέση (1) βρίσκουµε τώρα ότι ο άξονας του τροχού επιταχύνεται µε επιτάχυνση κέ-

ντρου µάζας 22
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= λ , ενώ η γωνιακή του επιτάχυνση συνεχίζει να έχει 

µέτρο αγων=12rad/s2, όπως και πριν, αφού δεν έχει αλλάξει η ασκούµενη τριβή, η οποία συνεχίζει να εί-

ναι τριβή ολίσθησης. 

Αυτό σηµαίνει ότι ο τροχός συνεχίζεται να επιταχύνεται µεταφορικά και να αυξάνεται η υcm και  στρο-

φικά, οπότε αυξάνεται η γωνιακή ταχύτητα, άρα και η γραµµική ταχύτητα υγρ του σηµείου Α. Αλλά ενώ 

ο ρυθµός µεταβολής της υγρ είναι όση και πριν την µείωση του µέτρου της δύναµης, ο αντίστοιχος ρυθ-

µός µεταβολής της υcm µειώθηκε. Συνεπώς πολύ σύντοµα οι δυο παραπάνω ταχύτητες θα αποκτήσουν 

ίσα µέτρα και ο τροχός θα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Οπότε για την κίνηση για t>2s, έχουµε: 

υcm=υ2+αcm1·(t-2)   και   υγρ=[ω2+αγων2·(t-2)]·R   (S.Ι.) 

εξισώνοντας τα πρώτα µέλη παίρνουµε: 

14+3(t-2)=[24+12(t-2)]·0,5 → t= 8/3 s. 

Τη στιγµή αυτή ο τροχός παύει να ολισθαίνει, έχοντας ταχύτητα κέντρου µάζας: 

cmυ ′ = υ2+αcm1·(t-2)=14m/s+3· =
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Από τη στιγµή t΄=8/3s που ο τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει, ισχύει η σχέση (4) από την οποία 
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ναι: 

υcm= cmυ ′ + smsmsmtacm /3,21/
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Με βάση τα παραπάνω η ζητούµενη γραφική παράσταση είναι 

αυτή του διπλανού σχήµατος 

iii)  Η ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική είναι κατά απόλυτο 

τιµή ίση µε το έργο της τριβής ολίσθησης: 

 Qθερ=|WΤ|=Τολ·s 

Όπου s η µετατόπιση του σηµείου εφαρµογής της τριβής. 
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Αλλά από 0-2s το σηµείο Α έχει τις επιταχύνσεις που έχουν σχεδιαστεί στο δι-

πλανό σχήµα, όπου α1=αcm-αεπ=αcm-αγων·R= 7m/s2-12·0,5m/s2=1 m/s2, οπότε µε-

τατοπίζεται κατά x1= ½ α1·t
2= ½ 1·22m=2m. 

Εξάλλου µε την ίδια λογική από 2s-8/3s η επιτάχυνση του σηµείου Α θα είναι: 

α2=αcm-αεπ=αcm-αγων·R= 3m/s2-12·0,5m/s2=-3 m/s2 

και µετατοπίζεται κατά x2=υ2Α·(t-2) + ½ α2·(t-2)2  όπου υ2Α=2m/s 

x2=2· mm 67,02
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Έτσι η ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική θα είναι: 

Qθερ=Τολ·s=Τολ(x1+x2)=30·(2+0,67)J=80J. 

Σχόλια.  

1) Θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε την παραπάνω θερµική ενέργεια, βρίσκοντας πόσο γλίστρησε ο τρο-

χός. Έτσι αν γλίστρησε κατά s, τότε η ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική θα είναι ίση µε: 

Qθερ=Τολ·s 

Όπου s=xcm-θ·R 

ενώ θ η γωνία κατά την οποία στρέφεται ο τροχός στο  διάστηµα της ολίσθησης. 

2) Ένας άλλος τρόπος θα ήταν να εφαρµόζαµε το Θ.Μ.Κ.Ε. χωριστά για µεταφορική και στροφική κίνηση. 

Έτσι θα είχαµε για το διάστηµα που ο τροχός ολισθαίνει: 

Μεταφορική κίνηση: Κτελ-Καρχ=WF+WΤ 

Όπου το έργο της τριβής θα προκύψει αρνητικό, µετρώντας την µείωση της µεταφορικής κινητικής ε-

νέργειας, την οφειλόµενη στην τριβή. 

Στροφική κίνηση: Κτελ-Καρχ=WτΤ 

Όπου το αντίστοιχο έργο της ροπής της τριβής είναι θετικό, µετρώντας την ενέργεια που µετατρέπεται 

σε περιστροφική κινητική. 

Η διαφορά |WΤ|- WτΤ εκφράζει την ενέργεια που αφαιρείται από τον τροχό και δεν γίνεται κινητική, συ-

νεπώς την ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική. 

3) Και βέβαια τελευταίο, αλλά ίσως το πιο σηµαντικό από άποψη θεωρίας, είναι να εφαρµόσουµε την δια-

τήρηση της ενέργειας για το χρονικό διάστηµα της ολίσθησης. 

Η ενέργεια που µεταφέρεται στον τροχό µέσω του έργου της δύναµης F, κατά ένα µέρος 

εµφανίζεται µε τη µορφή της κινητικής ενέργειας του τροχού και το υπόλοιπο µετατρέ-

πεται σε θερµική ενέργεια: 

WF= QIM cm ++ 22
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