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Η ράβδος, ο άξονας και το ζεύγος δυνάμεων. 

Σε λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί µια λεπτή οµογενής ράβδος ΑΒ, µήκους ℓ=4m και µάζας Μ=10kg, η οποία 

µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από κατακόρυφο άξονα z, ο οποίος περνά από ένα σηµείο της 

Ο, όπου (ΟΒ)=1m. Σε µια στιγµή t0=0 ασκούνται πάνω της δυο δυνάµεις F1 και F2, σταθερού µέτρου F1=F2= 

10π Ν οι οποίες είναι διαρκώς κάθετες στη ράβδο, όπου η πρώτη ασκείται στο άκρο της Α, ενώ η δεύτερη σε 

σηµείο Γ, όπου (ΑΓ)=1m, όπως στο σχήµα (δεξιά σε κάτοψη). 
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i)  Να υπολογιστεί η γωνιακή επιτάχυνση που θα αποκτήσει η ράβδος. 

ii) Κατά ποια γωνία έχει περιστραφεί η ράβδος και ποια η γωνιακή της ταχύτητα τη χρονική στιγµή 

 t1= s7,3s14 ≈ . 

iii) Ποιά δύναµη (µέτρο και κατεύθυνση) ασκεί στη ράβδο ο άξονας z τη στιγµή t1; 

iv) Τη στιγµή t1 ο άξονας σπάει και η ράβδος µπορεί πλέον να κινείται ελεύθερα. Να βρεθεί η θέση της 

και η γωνιακή της ταχύτητα τη χρονική στιγµή t2=5,7s. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το µέσον της 2
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Απάντηση: 

i)  Από το 2ο νόµο του Νεύτωνα παίρνουµε, αφού υπολογίσουµε τη ροπή αδράνειας της ράβδου, ως 

προς τον άξονα z, µε χρήση του θεωρήµατος Steiner: 

Στ=Ιο·αγων → F·d= γωνa)KO(MM
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ii)  Η παραπάνω γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου είναι σταθερή, αφού σταθερή είναι και η ροπή του ζεύ-

γους των δύο δυνάµεων. Αλλά τότε: 
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ω1 =αγων·t1= rad/s 5rad/s π6,1rad/s7,3
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Ενώ κάνοντας τη γραφική παράσταση της σχέσης ω=αγων·t, το εµβαδόν του 

σχηµατιζόµενου χωρίου (τριγώνου µε κίτρινο χρώµα), είναι αριθµητικά ίσο 
t(s)1t

5
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µε τη γωνία που διαγράφει η ράβδος. 
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iii)  Τη στιγµή t1, µε βάση την απάντηση στο παραπάνω ερώτηµα, η 

ράβδος έχει εκτελέσει 1,5 περιστροφή και στο διπλανό σχήµα 

φαίνεται η θέση της, ενώ το κέντρο µάζας της Κ, έχει ταχύτητα: 

υcm=ω·R = s/m56,1
4
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Αλλά τότε το κέντρο µάζας της ράβδου Κ έχει µια επιτάχυνση 

στη διεύθυνση της ταχύτητας, επιτρόχια επιτάχυνση, ίση µε το 

ρυθµό µεταβολής του µέτρου της ταχύτητας: 
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Και µια κεντροµόλο επιτάχυνση, υπεύθυνη για την αλλαγή στη διεύθυνση της ταχύτητας, µέτρου: 

ακ=ω
2
·R=52

·1m/s2=25m/s2. 

Εφαρµόζοντας τώρα το 2ο νόµο του Νεύτωνα για το κέντρο µάζας της ράβδου παίρνουµε: 

 

Fx=Μ·ακ=10·25Ν=250Ν  και Fy=Μ·αy=10·1,3Ν=13Ν, οπότε: 
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iv) Μόλις σπάσει ο άξονας, το κέντρο µάζας Κ θα κινηθεί πλέον ευθύγραµµα, µε σταθερή ταχύτητα 

υcm=υy=5m/s στην διεύθυνση y, κάθετα στην αρχική διεύθυνση της ράβδου, αφού η συνισταµένη δύ-

ναµη που δέχεται είναι µηδενική. Η µετατόπιση του κέντρου µάζας θα είναι λοιπόν: 

∆y=υcm·(t2-t1) =5·2m =10m 

Αλλά αφού ασκείται πάνω της το ζεύγος δυνάµεων, θα συνεχίσει να επιταχύνεται στροφικά εκτελώ-

ντας επιταχυνόµενη στροφική κίνηση, γύρω από κατακόρυφο άξονα ο οποίος περνά από το µέσον της 

Κ (κέντρο µάζας). 
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 Fx=M ·αx 

 Fy=M ·αy 
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Εξάλλου η ράβδος θα έχει περιστραφεί κατά γωνία ∆φ, ίση µε το εµ-

βαδόν του τραπεζίου, του διπλανού πάνω σχήµατος: 

π
ωω

ϕ∆ 5,4rad7,14rad2
2

57,9
)tt(

2 12
21 ≈=

+
=−

+
=  rαd 

Στο κάτω σχήµα, φαίνονται η αρχική και η τελική θέση της ράβδου 

(σε…. σµίκρυνση!!!). 

 

Σχόλια: 

1) Στον υπολογισµό της γωνιακής µετατόπισης (της γωνίας περιστροφής 

της ράβδου) χρησιµοποιήσαµε τα εµβαδά στο διάγραµµα ω-t. Αυτό µας 

το επέβαλε η µη απόδειξη στο σχολικό βιβλίο των µαθηµατικών εξισώσεων: 

ω=ω0+αγων·∆t  και ∆φ= ω0·∆t + ½ αγων.(∆t)2 

εξισώσεις ανάλογες της ταχύτητας και της µετατόπισης της ευθύγραµµης οµαλά επιταχυνόµενης κί-

νησης. 

2) Για όσο χρόνο υπάρχει άξονας, υποχρεώνεται η ράβδος να περιστραφεί γύρω από τον πραγµατικό αυτό 

άξονα. Βέβαια για να συµβαίνει αυτό ο άξονας ασκεί στη διάρκεια της κίνησης δύναµη στην ράβδο, ό-

πως υπολογίστηκε στο δεύτερο ερώτηµα. Όταν σπάσει ο άξονας, οπότε δεν µπορεί πλέον να ασκείται η 

παραπάνω δύναµη, η ράβδος θα στρέφεται γύρω από κάποιον άλλον άξονα, που «δεν θα χρειάζεται να 

της ασκεί δύναµη». Αλλά αυτός ο άξονας δεν µπορεί παρά να είναι ο άξονας που θα περνά από το κέ-

ντρο µάζας, αφού µόνο τότε το κέντρο µάζας, µπορεί να µην έχει επιτάχυνση και δεν απαιτείται να του 

ασκηθεί καµιά δύναµη. Τέτοιος πραγµατικός βέβαια άξονας δεν υπάρχει, αλλά τότε η ράβδος στρέφε-

ται γύρω από νοητό κατακόρυφο άξονα που περνά από το κέντρο µάζας Κ. Και γύρω από αυτόν τον ά-

ξονα υπολογίσαµε τη γωνιακή επιτάχυνση και γωνιακή ταχύτητα στο τελευταίο ερώτηµα… 

dmargaris@sch.gr 
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