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Γενικευμένοι νόμοι και ολίσθηση τροχού. 

Σε οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί ένας τροχός µάζας Μ=10kg και ακτίνας =0,5m, ο οποίος παρουσιάζει µε το ε-

πίπεδο συντελεστές τριβής µ=µs=0,4. Σε µια στιγµή t=0 ασκείται στο κέντρο Ο του τροχού οριζόντια δύναµη 

F, η τιµή της οποίας µεταβάλλεται όπως στο διάγραµµα. 

 

i) Να αποδειχθεί ότι ο τροχός θα αρχίσει να περιστρέφεται, αλλά και να ολισθαίνει. 

ii) Να βρεθεί η χρονική στιγµή που ο τροχός θα πάψει να ολισθαίνει και πλέον θα κυλίεται. 

 iii) Να υπολογιστεί η ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική, µέχρι την παραπάνω στιγµή, εξαιτίας της 

τριβής που ασκείται στον τροχό. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του τροχού ως προς τον άξονα περιστροφής του Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στον τροχό. Το 

ερώτηµα είναι τι κίνηση κάνει ο τροχός, ξεκινώντας την κίνησή του; Ας υποθέ-

σουµε ότι ο τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Τότε µε εφαρµογή του δεύτερου 

νόµου του Νεύτωνα, θεωρώντας την κίνηση σύνθετη, έχουµε: 

Μεταφορική κίνηση: ΣFx=Μαcm → F-Τ= Μαcm (1) 

Στροφική κίνηση: Στ=Ι·αγων → Τ·R= ½ ΜR2
·αγων → Τ= ½ ΜR·αγων (2) 

Αλλά αφού ο τροχός κυλίεται αcm=αγων·R και η παραπάνω σχέση γίνεται: 

Τ= ½ Μ·αcm  (3) 

Με πρόσθεση των (1) και (3) κατά µέλη παίρνουµε: 

F= cmMa
2

3
 (4) 
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Συνεπώς η αρχική τιµή του µέτρου της ασκούµενης τριβής είναι: 

N
F

T 7,46
3

0
0 ≈=  

Αλλά η  µέγιστη τριβή που µπορεί να ασκηθεί στον τροχό, η οριακή στατική τριβή έχει µέτρο: 

Τορ=Τολ=µ·Ν=µ·Μg=0,4·10·10Ν=40Ν. 

Συνεπώς η υπόθεσή µας ότι ο τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ήταν λάθος και ο τροχός, στρέφεται 

µεν, αλλά και ολισθαίνει.  

ii)  Έστω ότι η ολίσθηση σταµατά τη στιγµή t. Από τον γενικευµένο νόµο του Νεύτωνα, για την µεταφορι-
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κή κίνηση του κέντρου µάζας του τροχού, έχουµε: 

→
∆

∆
=∑

t

p
F

r
r

tTtFp ∆⋅−∆⋅=∆ → 

∑ ⋅−∆⋅=− tTtFp 0  

Αλλά το άθροισµα ΣF·∆t είναι ίσο µε το εµβαδόν του «γκριζαρισµέ-

νου» χωρίου στο διάγραµµα. 

Μαθηµατική παρένθεση: 

(Η συνάρτηση της δύναµης, είναι της µορφής F=αt+β, όπου: 

Για t=0, F=140Ν → β=140Ν και για t=5s, F=-20Ν → α=-32Ν/s 

Οπότε F= -32t+140  (µονάδες στο S.Ι.) ). 

Έτσι η παραπάνω σχέση γίνεται: ∑ ⋅−∆⋅=− tTtFp 0 → 

tt
t

M cm 40
2

14032140
−

+−
=υ → 

tttcm 401614010 2 −−=υ → 

26,110 ttcm −=υ  (5) 

Εξάλλου από τον αντίστοιχο γενικευµένο νόµο, για την στροφική κίνηση παίρνουµε, για το ίδιο χρονικό 

διάστηµα: 

∑∑ ∆⋅=∆→
∆
∆

= tL
t

L
ττ → 

L-0=Τ·R·t → ½ ΜR2
·ω=Τ·R·t ή 

½ Μ(Rω)=Τ·t  

Όµως αφού τη στιγµή t ο τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει υcm=ωR και η παραπάνω σχέση δίνει: 

Μ υcm=80t ή 

υcm=8·t  (6) 

Από (5) και (6) παίρνουµε: 

80t=100t-16t2 →16t2=20t →  t=0 ή t=1,25s 

Προφανώς η ζητούµενη χρονική στιγµή είναι η δεύτερη λύση, αφού η τιµή t=0, αντιστοιχεί στην αρχική 

θέση, ενώ η ταχύτητα του κέντρου µάζας του τροχού έχει µέτρο υcm=8·t=10m/s. 

iii)  Ο ρυθµός µε τον οποίο η δύναµη F µεταφέρει ενέργεια στον τροχό (η ισχύς της δύναµης) είναι: 

cmF
dt

dW
υ⋅= → dtFdW cm ⋅⋅= υ → 

→⋅−⋅+−=⋅⋅= ∫∫
25,1
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2
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Από την διατήρηση της ενέργειας, παίρνουµε ότι, η παραπάνω ενέργεια θα ισούται µε το άθροισµα της 

κινητικής ενέργειας του τροχού και της ενέργειας που µετατρέπεται σε θερµική. ∆ηλαδή: 

WF=Κ+Q → 

→







+−=
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Σχόλια. 

1) Στην πραγµατικότητα, παραπάνω εφαρµόσαµε το θεώρηµα ώθησης ορµής (χωρίς και να το ονοµάσου-

µε…). Πράγµατι αν εφαρµόσουµε τυπικά το Θ.Ω.Ο. για την κίνηση του κέντρου µάζας Ο του τροχού, 

από τη στιγµή µηδέν, µέχρι τη στιγµή που παύει η ολίσθηση, θα έχουµε: 

NwTFxapp Ω+Ω+Ω+Ω=−
rrrrrr

ρτελ  

Όπου 0=Ω+Ω Nw

rr
 και παίρνοντας την προς τα δεξιά κατεύθυνση ως θετική θα έχουµε: 

TFp Ω−Ω=−0τελ → 

Μυcm= tTFdt
t

⋅−∫
0

→ 

Μυcm= ttttttTdtt
t

100164014016)14032( 22

0

+−=−+−=⋅−+−∫   (σχέση 5). 

2) Βέβαια θα µπορούσαµε να είµαστε περισσότερο «συντηρητικοί» δουλεύοντας µε τα βασικά! 

Παίρνοντας το 2ο νόµο του Νεύτωνα για την κίνηση του κέντρου µάζας, για το χρονικό διάστηµα της ο-

λίσθησης, παίρνουµε: 

ΣFx=Μ·αcm → F-Τ= Μ·αcm → 

102,3
4014032

+−=
−+−

= t
M

t
acm  (S.Ι.) 

 Κάνουµε τη γραφική παράσταση της επιτάχυνσης σε συνάρτηση µε το χρόνο, 

παίρνοντας την διπλανή εικόνα. Το εµβαδόν του κίτρινου χωρίου, είναι ίσο µε 

την µεταβολή της ταχύτητας µέχρι τη στιγµή t. Έτσι: 

υcm-0= ttt
t

106,1
2

102,310 2+−=
+−

 → 

ttcm 106,1 2+−=υ   (S.Ι.)  ξανά η σχέση (5). 
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3) Ας εστιάσουµε στην ταχύτητα του σηµείου επαφής του τροχού µε το έδαφος, ση-

µείο Α. Το σηµείο Α έχει µια συνιστώσα ταχύτητας εξαιτίας της µεταφορικής κί-

νησης, την υcm και µια συνιστώσα υγρ, λόγω της κυκλικής κίνησης γύρω από το Ο. 

Για τα µέτρα των ταχυτήτων αυτών, έχουµε βρει τις εξισώσεις: 

ttcm 106,1 2+−=υ   και υγρ=ω·R=8·t 

Κάνοντας τις γραφικές παραστάσεις των παραπάνω συναρτήσεων, στους ίδιους άξονες, παίρνουµε την 

εικόνα του σχήµατος. 

 

Τη στιγµή που τέµνονται η παραβολή µε την ευθεία (τη στιγµή t=1,25s), τα µέτρα των δύο ταχυτήτων 

εξισώνονται και από εκεί και πέρα µηδενίζεται η ταχύτητα του σηµείου Α και ο τροχός κυλίεται χωρίς 

να ολισθαίνει.  

Τη στιγµή αυτή (t=1,25s) η δύναµη έχει µέτρο F=100Ν και µε το που σταµατά η ολίσθηση, η τριβή, 

από τριβή ολίσθησης µέτρου 40Ν, γίνεται στατική µε µέτρο 
3

F
T = =33,3Ν. 

Να σηµειωθεί ότι το µέτρο της δύναµης F, µειώνεται από εκεί και πέρα και θα µειώνεται συνεχώς και 

το µέτρο της στατικής τριβής, το οποίο κάθε στιγµή θα ικανοποιεί τη σχέση 
3

F
T = , συνεπώς θα µειώ-

νεται και η αυτή, χωρίς να «κινδυνεύει» να µεταπέσει σε τριβή ολίσθησης…. 

dmargaris@sch.gr 

 

 

 


