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Γενικευμένοι νόμοι και ολίσθηση τροχού. 

Σε οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί ένας τροχός µάζας Μ=10kg και ακτίνας =0,5m, ο οποίος παρουσιάζει µε το ε-

πίπεδο συντελεστές τριβής µ=µs=0,4. Σε µια στιγµή t=0 ασκείται στο κέντρο Ο του τροχού οριζόντια δύναµη 

F, η τιµή της οποίας µεταβάλλεται όπως στο διάγραµµα. 

 

i) Να αποδειχθεί ότι ο τροχός θα αρχίσει να περιστρέφεται, αλλά και να ολισθαίνει. 

ii) Να βρεθεί η χρονική στιγµή που ο τροχός θα πάψει να ολισθαίνει και πλέον θα κυλίεται. 

 iii) Για την χρονική στιγµή t1=1s να βρεθούν η ισχύς της δύναµης, ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ε-

νέργειας του τροχού, καθώς και ο ρυθµός µε τον οποίο η µηχανική ενέργεια µετατρέπεται σε θερµική 

εξαιτίας της τριβής. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του τροχού ως προς τον άξονα περιστροφής του Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στον τροχό. Το 

ερώτηµα είναι τι κίνηση κάνει ο τροχός, ξεκινώντας την κίνησή του; Ας υποθέ-

σουµε ότι ο τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Τότε µε εφαρµογή του δεύτερου 

νόµου του Νεύτωνα, θεωρώντας την κίνηση σύνθετη, έχουµε: 

Μεταφορική κίνηση: ΣFx=Μαcm → F-Τ= Μαcm (1) 

Στροφική κίνηση: Στ=Ι·αγων → Τ·R= ½ ΜR2
·αγων → Τ= ½ ΜR·αγων (2) 

Αλλά αφού ο τροχός κυλίεται αcm=αγων·R και η παραπάνω σχέση γίνεται: 

Τ= ½ Μ·αcm  (3) 

Με πρόσθεση των (1) και (3) κατά µέλη παίρνουµε: 

F= cmMa
2

3
 (4) 
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Συνεπώς η αρχική τιµή του µέτρου της ασκούµενης τριβής είναι: 

N
F

T 7,46
3

0
0 ≈=  

Αλλά η  µέγιστη τριβή που µπορεί να ασκηθεί στον τροχό, η οριακή στατική τριβή έχει µέτρο: 

Τορ=Τολ=µ·Ν=µ·Μg=0,4·10·10Ν=40Ν. 

Συνεπώς η υπόθεσή µας ότι ο τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ήταν λάθος και ο τροχός, στρέφεται 

µεν, αλλά και ολισθαίνει.  
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ii)  Έστω ότι η ολίσθηση σταµατά τη στιγµή t. Από τον γενικευµένο νόµο του Νεύτωνα, για την µεταφορι-

κή κίνηση του κέντρου µάζας του τροχού, έχουµε: 

→
∆

∆
=∑

t

p
F

r
r

tTtFp ∆⋅−∆⋅=∆ → 

∑ ⋅−∆⋅=− tTtFp 0  

Αλλά το άθροισµα ΣF·∆t είναι ίσο µε το εµβαδόν του «γκριζαρισµέ-

νου» χωρίου στο διάγραµµα. 

Μαθηµατική παρένθεση: 

(Η συνάρτηση της δύναµης, είναι της µορφής F=αt+β, όπου: 

Για t=0, F=140Ν → β=140Ν και για t=5s, F=-20Ν → α=-32Ν/s 

Οπότε F= -32t+140  (µονάδες στο S.Ι.) ). 

Έτσι η παραπάνω σχέση γίνεται: ∑ ⋅−∆⋅=− tTtFp 0 → 

tt
t

M cm 40
2

14032140
−

+−
=υ → 

tttcm 401614010 2 −−=υ → 

21610010 ttcm −=υ  (5) 

Εξάλλου από τον αντίστοιχο γενικευµένο νόµο, για την στροφική κίνηση παίρνουµε, για το ίδιο χρονικό 

διάστηµα: 

∑∑ ∆⋅=∆→
∆

∆
= tL

t

L
ττ → 

L-0=Τ·R·t → ½ ΜR2
·ω=Τ·R·t ή 

½ Μ(Rω)=Τ·t   (α) 

Όµως αφού τη στιγµή t ο τροχός κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει, υcm=ωR και η παραπάνω σχέση δίνει: 

Μ υcm=80t ή 

υcm=8·t  (6) 

Από (5) και (6) παίρνουµε: 

80t=100t-16t2 →16t2=20t →  t=0 ή t=1,25s 

Προφανώς η ζητούµενη χρονική στιγµή είναι η δεύτερη λύση, αφού η τιµή t=0, αντιστοιχεί στην αρχική 

θέση, ενώ η ταχύτητα του κέντρου µάζας του τροχού έχει µέτρο υcm=8·t=10m/s. 

iii)  Ο ρυθµός µε τον οποίο η δύναµη F µεταφέρει ενέργεια στον τροχό (η ισχύς της δύναµης) είναι: 

cmF
dt

dW
υ⋅= →  

Αλλά από την σχέση (5) για t=1s παίρνουµε: 

smsmttcm /4,8/)6,110(6,110 2 =−=−=υ   

Ενώ F= -32t+140 =108Ν, συνεπώς: 
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WWF
dt

dW
P cmF 2,9074,8108 =⋅=⋅== υ  

Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας του τροχού είναι: 

→+=
dt

dK

dt

dK

dt

dK περµετ
 

ωυωτυ ⋅+⋅−=⋅+⋅= ∑∑ TRTFF
dt

dK
cmcm )(  

Αλλά από την εξίσωση (α): ½ Μ(Rω)=Τ·t   → Rω=8m/s, οπότε µε αντικατάσταση παίρνουµε: 

sJsJsJTRTF
dt

dK
cm /2,891/840/4,8)40108()( =⋅+⋅−=⋅+⋅−= ωυ  

Εξάλλου ο ρυθµός µε τον οποίο η µηχανική ενέργεια µετατρέπεται σε θερµική, είναι κατά απόλυτο τιµή 

ίση µε την ισχύ της τριβής ολίσθησης: 

A
T T

dt

dW

dt

dQ
υ⋅==  

Ας εστιάσουµε στην ταχύτητα του σηµείου επαφής του τροχού µε το έδαφος, ση-

µείο Α. Το σηµείο Α έχει µια συνιστώσα ταχύτητας εξαιτίας της µεταφορικής κί-

νησης, την υcm και µια συνιστώσα υγρ, λόγω της κυκλικής κίνησης γύρω από το 

Ο.  Αλλά τότε υΑ=υcm-υγρ= υcm-ωR=8,4m/s-8m/s=0,4m/s, οπότε: 

sJsJT
dt

dQ
A /16/4,040 =⋅=⋅= υ  

Μπορούµε να παρατηρήσουµε βέβαια, ότι η ενέργεια διατηρείται, αφού στον τροχό µεταφέρεται µέσω 

του έργου της δύναµης, ενέργεια µε ρυθµό 907,2J/s, από τα οποία 891,2J/s αυξάνουν την κινητική ε-

νέργεια του τροχού, ενώ τα υπόλοιπα 16J/s µετατρέπονται σε θερµική. 

dmargaris@sch.gr 

 

 

 


