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Ένας κύβος σε ημικυλινδρική κοίλη επιφάνεια. 
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Ένας κύβος ακµής 2α και µάζας m, τοποθετείται στο εσωτερικό µιας κοίλης ηµικυλινδρικής επιφάνειας α-

κτίνας R=10α, σε τέτοια θέση, ώστε η ακτίνα που περνά από το κέντρο µάζας του, να σχηµατίζει γωνία θ µε 

την κατακόρυφη, όπου ηµθ=0,6 και συνθ=0,8.  

 i) Αν για το συντελεστή οριακής στατικής τριβής, µεταξύ κύβου και επιφάνειας ισχύει µs=0,5, τότε ο κύ-

βος: 

α) Θα ισορροπήσει. 

β) Θα ανατραπεί. 

γ) Θα ολισθήσει κατά µήκος της επιφάνειας. 

δ) Θα ολισθήσει και ταυτόχρονα θα ανατραπεί. 

ii)  Αν τη στιγµή που η ακτίνα που περνά από το κέντρο µάζας Κ του κύβου, γίνεται κατακόρυφη, το µέ-

τρο της ταχύτητας του Κ, είναι ga21 =υ , τότε η µηχανική ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική, 

κατά την κάθοδο του κύβου, είναι: 

α) µικρότερη από 0,8mgα,   β) ίση µε 0,8mgα     γ) µεγαλύτερη από 0,8mgα. 

Να δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας. 

Θεωρείστε την απόσταση του κέντρου Κ του κύβου από το κέντρο της τροχιάς Ο ίση µε R-α=9α. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουµε σχεδιάσει τις δυνάµεις που ασκούνται στον κύβο. 

Στην πραγµατικότητα η κάθετη αντίδραση και η τριβή ασκούνται στις δύο 

ακµές του κύβου, που έρχονται  σε επαφή µε την ηµικυλινδρική επιφάνεια, 

αλλά για λόγους ευκολίας έχουν σχεδιαστεί ενιαία σε µια θέση. 

Στην διεύθυνση της ακτίνας ο κύβος ισορροπεί, οπότε Ν=wy=mg·συνθ, οπότε 

η µέγιστη τιµή της στατικής τριβής, που µπορεί να εµφανιστεί (η οριακή τρι-

βή) έχει µέτρο Τορ=µs·Ν= µs·mg·συνθ. Αλλά τότε στη διεύθυνση x έχουµε: 

ΣFx,min  =wx-Τορ=mg·ηµθ-µs mg·συνθ = mg(ηµθ-µs· συνθ)>0 , 

Αφού  ηµθ-µs· συνθ=0,6-0,5·0,8=0,2. 

Συνεπώς ο κύβος δεν θα ισορροπήσει, αλλά θα ολισθήσει προς τα κάτω. Ας σηµειωθεί ότι τελικά θα 

ασκηθεί τριβή ολίσθησης, µικρότερου µέτρου και από την οριακή τριβή και η συνισταµένη δύναµη 
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που θα επιταχύνει τον κύβο, θα έχει µεγαλύτερο µέτρο από αυτό που υπολογίσαµε. 

Για να µην ανατρέπεται ο κύβος, θα πρέπει η κάθετη αντίδραση να έχει τέτοια κατεύθυνση, όπου ο 

φορέας της να απέχει από το κέντρο Κ απόσταση x ≤ α, οπότε τότε και µόνο τότε θα υπάρχει στήριξη 

από την επιφάνεια.  

Ας υποθέσουµε ότι ανατρέπεται ο κύβος, τότε (θεωρώντας τη ροπή της τριβής θετική), πρέπει ΣτΚ>0, 

ενώ ο φορέας της Ν πρέπει να απέχει κατά α, από το κέντρο, δηλαδή ο κύβος θα στηρίζεται µόνο στην 

δεξιά ακµή του στο επίπεδο, συνεπώς: 

ΣτΚ= Τορ·α-Ν·α =µs·Ν·α-Ν·α= - ½ Ν·α <0 

Άρα η υπόθεση ότι ο κύβος ανατρέπεται δεν είναι σωστή. Συνεπώς ο κύβος θα ολισθήσει προς τα κά-

τω, χωρίς να ανατρέπεται και σωστή είναι η γ) επιλογή. 

ii)  Στη θέση που η ακτίνα ΟΚ γίνεται κατακόρυφη, η κατάσταση είναι αυτή που εµφανίζεται στο σχήµα. 
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 Θεωρώντας επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας, το οριζόντιο επίπεδο που περνά από την κατώ-

τερη θέση του κέντρου Κ, τότε στην αρχική θέση ο κύβος έχει δυναµική ενέργεια: 

Uαρχ=mgh 

Όπου h=(ΟΚ)-(ΟΑ)=9α-(ΟΚ)·συνθ=9α-9α·0,8=1,8α, οπότε Uαρχ=1,8mgα. 

Η παραπάνω ενέργεια κατά την προς τα κάτω κίνηση, κατά ένα µέρος της θα µετατραπεί σε κινητική 

και το υπόλοιπο σε θερµική εξαιτίας της τριβής ολίσθησης, οπότε: 

Uαρχ=Κ+Qθερµ → 

Qθερµ=Uαρχ-Κ=Uαρχ - 
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Σωστή η α) πρόταση. 

Αξίζει να τονισθεί ότι καθώς ο κύβος κατέρχεται κατά µήκος του ηµικυκλίου, αλλάζει προσανατολι-

σµό, συνεπώς στρέφεται αποκτώντας γωνιακή ταχύτητα.  

Έτσι όταν µιλάµε για κινητική ενέργεια θα πρέπει να λάβουµε υπόψη µας και την κινη-

τική ενέργεια λόγω περιστροφής. 
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Σχόλια: 

1) Στην πραγµατικότητα ο κύβος δεν εφάπτεται σε όλα τα  σηµεία της βάσης του 

µε την ηµικυλινδρική επιφάνεια, παρά µόνο µε δυο ακµές του, που στο σχήµα, 

(όπου έχουµε σχεδιάσει µια τοµή του στερεού) αντιπροσωπεύονται από τα ση-

µεία Β και Γ. Αλλά τότε δέχεται δυο κάθετες αντιδράσεις Ν1 και Ν2 και δυο τρι-

βές Τ1 και Τ2, όπως στο διπλανό σχήµα, όπου Ν1+Ν2=wy=Ν, όπου Ν η «κάθετη 

αντίδραση» που χρησιµοποιήσαµε στη λύση. Εξάλλου Τ1ορ=µs·Ν1 και 

Τ2ορ=µs·Ν2, οπότε µε πρόσθεση κατά µέλη παίρνουµε Τ1ορ+Τ2ορ=µs·(Ν1+Ν2)=µs·Ν=Τορ. 

Αλλά τότε, όταν επίκειται ανατροπή του κύβου, µηδενίζεται η Ν2 και ο κύβος ακουµπά στο επίπεδο µό-

νο στην ακµή  του που περνά από την κορυφή Β, δεχόµενος την αντίδραση Ν2=Ν και τριβή 

Τ2ορ=µs·Ν=Τορ. Έτσι στην παραπάνω περίπτωση δεν πρόκειται να ανατραπεί ο κύβος, αφού η ροπή της 

Ν, ως προς το κέντρο Κ, θα ήταν τΝ=+Ν·α= +mg·α·συνφ, ενώ η ροπή της οριακής στατικής τριβής θα 

ήταν τΤορ= -Τορ.α =- µs·mg·α·συνθ = - 0,5· mg·α·συνθ, δηλαδή µικρότερη (κατά µέτρο) από τη ροπή της 

Ν, που , ακόµη και αν για κάποιο λόγο ανασηκώνονταν ο κύβος, θα τον σταθεροποιούσε… 

2) Η αρχική τοποθέτηση του κύβου πάνω στην ηµικυλινδρική επιφάνεια, είναι ισοδύναµη µε την τοποθέ-

τησή του πάνω σε κεκλιµένο επίπεδο γωνίας κλίσεως θ, όπως στο σχήµα (1). Αλλά µε βάση το σχήµα το 

βάρος περνάει από τη βάση στήριξη και ο κύβος δεν πρόκειται να ανατραπεί.  
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Αντίθετα αν στο ίδιο επίπεδο τοποθετούσαµε ένα άλλο ορθογώνιο σώµα, όπως στο (2) σχήµα, που το 

βάρος δεν περνά από τη βάση στήριξης, τότε το βάρος παρουσιάζει ροπή, ως προς την ακµή που περ-

νάει από το Β, και,  άσχετα µε το τι συµβαίνει µε την ύπαρξη ή όχι τριβής, το σώµα θα ανατραπεί. 

Βέβαια θα µπορούσαµε να έχουµε ανατροπή, αν τον κύβο µας τον τοποθετούσαµε, πιο ψηλά στην η-

µικυλινδρική επιφάνεια. Αρχικά είχαµε το τοποθετήσει τον κύβο ώστε η (ΟΚ) να σχηµατίζει µε την 

κατακόρυφη γωνία θ, µε ηµθ=0,6, δηλαδή θ≈36,9°.  Αν για παράδειγµα η (ΟΚ) σχηµάτιζε γωνία 

φ=45° µε την κατακόρυφη, η κατάσταση θα ήταν όµοια µε το (3) σχήµα, όπου το βάρος περνά από το 

Β ( εφφ= 1
a

a
= ). Η κατάσταση αυτή, είναι µια κατάσταση οριακής ισορροπίας, αφού και η Ν περνάει 

από το Β και το σώµα «είναι έτοιµο» να ανατραπεί. 

dmargaris@sch.gr 
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