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Ορισµοί και εξισώσεις κίνησης 
 

               (δ΄ µέρος: Μια απαραίτητη επισήµανση-ανασκόπηση των ορισµών 
                       «φάση» και «αρχική φάση» και µια εφαρµογή στα «κύµατα») 
 

 
(Θεωρώ απαραίτητο να επισηµάνω κάποια εδάφια από προηγούµενες αναρτήσεις µου, προκειµένου, όχι µόνο 

να τονιστούν οι λόγοι που επιβάλλουν την επιλογή των τελικών µας στάσεων απέναντι στους ορισµούς «φάση» 

και «αρχική φάση», αλλά κυρίως για να σκιαγραφηθεί ο τρόπος µε τον οποίο θα πρέπει, κατά τη γνώµη µου του-

λάχιστον, να αντιµετωπίζουµε θέµατα που αφορούν αυτές τις έννοιες. 

Αν κάποιος αναγνώστης θεωρήσει ότι η επανάληψη των εδαφίων δεν έχει κάτι να του προσθέσει ή να 
του ξαναθυµίσει, µπορεί να παραλείψει το «Α. Θεωρητικό µέρος» και να περάσει στο «Β. Παραδείγµατα». 
Αν και αυτό του είναι επίπονο, ας πάει κατευθείαν στο «Γ. Συµπέρασµα» και ας συνεχίσει) 
 

  

Α. Θεωρητικό µέρος 
 

Στην ανάρτηση «Ορισµοί και εξισώσεις κίνησης (α΄ µέρος)», µεταξύ άλ-

λων, αναφέρονταν και τα εξής: 
 

 

«.............Στην αναζήτηση (του σωστού ορισμού της φάσης και της αρχικής φάσης), επιβάλλεται να ανα-

τρέξουμε στην ξεχωριστή εκείνη εσωτερική λειτουργία των διαφορικών εξισώσεων, με την οποία διάφο-

ρες ποσότητες (μεγέθη) ορίζονται, καθώς αποκαλύπτονται στον φυσικό, αλλά όχι στο μαθηματικό............ 
 

...........σε µια εξίσωση κίνησης υπάρχουν µεγέθη, όπως π.χ. η «αρχική θέση» x0 και η «αρχική τα-

χύτητα» υ0 , τα οποία προϋπάρχουν των προσδιοριστέων σταθερών (συνήθως δύο) που πάντα χρει-

άζεται µια εξίσωση κίνησης (λύση κάποιας κατάλληλης διαφορικής).  

Τα µεγέθη αυτά και κατά συνέπεια και οι ορισµοί τους, που προϋπάρχουν της διαφορικής, δεν εξαρ-

τώνται ούτε από τη διαφορική ούτε από τη λύση της ή από τη µορφή λύσης που θα επιλέξουµε. 

Το κυριότερο όµως είναι ότι µπορούν να προσδιορίσουν τις έτσι κι αλλιώς απαραίτητες σταθερές της 

εξίσωσης κίνησης, αν αποτελούν δεδοµένες συνθήκες του προβλήµατος. Μπορούν συνεπώς να καθορί-

σουν την τελική µορφή της εξίσωσης κίνησης. 
 

 

Το αντίθετο ακριβώς, όπως θα δούµε, συµβαίνει µε τη φάση και την αρχική φάση.  

Οι έννοιες φάση και αρχική φάση ορίζονται και άρα υπάρχουν σε απόλυτη εξάρτηση από τη διαφορι-

κή και από τη µορφή της συνάρτησης που θα επιλέξουµε ως λύση της διαφορικής, µιας και εξαρτώνται 

απόλυτα από τις σταθερές C1 και C2 που θα χρησιµοποιήσουµε και από τη µορφή της λύσης που θα 

επιλέξουµε. 
 

 

Με τα παραπάνω θέλω να πω το εξής: 

Όπως υπάρχουν ορισµοί που προσδιορίζουν τις σταθερές της εξίσωσης κίνησης, υπάρχουν και ορι-

σµοί που προκύπτουν από τη µορφή της εξίσωσης κίνησης που θα επιλέξουµε, γεγονός που καθιστά όχι 

µόνο την ύπαρξη τους, αλλά και τη συµπεριφορά και τους µαθηµατικούς περιορισµούς τους, απόλυτα 

συνδεδεµένους µε την εξίσωση που θα επιλέξουµε και όχι µε το φαινόµενο.  
 

Η διαφορετικότητα αυτή των ορισµών πρέπει να αντανακλάται οπωσδήποτε και στην αντιµετώπιση 

που θα τύχουν από µας, επειδή .....οι σωστοί ορισµοί είναι, όχι απλά απαίτηση µιας σωστής Φυσικής, 

αλλά απαραίτητη προϋπόθεση µιας σωστής σκέψης..................... 
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............... η αποσύνδεση του ορισµού της φάσης και της αρχικής φάσης από την εξίσωση κίνησης και 

τη µορφή της, δεν είναι ασφαλής και γρήγορα, αν δεν υπάρξει η κατάλληλη εµπειρία και η ξεχωριστή 

ικανότητα, θα οδηγήσει τον φυσικό και όχι µόνο, σε παρανοήσεις τόσο του φαινοµένου, όσο και του 

εννοιολογικού του εξοπλισµού και της µαθηµατικής του επεξεργασίας. 

Τα µεγέθη πολλές φορές έχουν, όχι απλά άλλη ποιότητα, αλλά ακολουθούν τελείως διαφορετικές 
εννοιολογικές και φορµαλιστικές διαδροµές, µε αποτέλεσµα οι ορισµοί τους να συνδέονται άµεσα µε 

αυτές τις διαδροµές και ο χειρισµός τους να αντανακλά αυτές τις διαδροµές.............» 
 

 

  

 

Στην ανάρτηση «Ορισµοί και εξισώσεις κίνησης (β΄ µέρος)» προσπάθησα 

να γίνω σαφέστερος µε εκτενή σχόλια και µαθηµατικά επιχειρήµατα: 
 

 

 

«........................................................................................................................................ 

....................................... Αποδεικνύεται ότι οι πιο σηµαντικές, ισοδύναµες µεταξύ τους µορφές, µε τις 

οποίες µπορεί να δοθεί αυτή η γενική λύση και κατά συνέπεια να δοθεί η εξίσωση κίνησης του απλού 

αρµονικού ταλαντωτή,
(
*

)
 είναι τρεις: 

 

  1η µορφή: 
 

                                          x=C1·ηµωt + C2·συνωt                t ≥ Rt0 ∈                                
 
 

  2η µορφή: 
 

                                            x=C3·ηµ(ωt + C4)                      t ≥ Rt0 ∈                               
 

 

  3η µορφή: 
 

                                            x=C5·συν(ωt + C6)                    t ≥ Rt0 ∈                               
 

 

 

Στις παραπάνω ισοδύναµες µορφές της γενικής εξίσωσης κίνησης ισχύουν ποιοτικά τα ίδια 

που αναφέρθηκαν και στην ευθύγραµµη οµαλή κίνηση (σελ.2), στο α΄ µέρος της ανάρτησης 

«Ορισµοί και εξισώσεις κίνησης»: 
 

 

α)  ∆εν απαιτείται καµιά δικιά µας εκ των υστέρων τροποποίηση στο χρόνο t, να γίνει δη-

λαδή t-t0 ή κάτι άλλο, παρά µόνο ο προσδιορισµός των σταθερών C1 , C2 , C3 , C4 ,  C5  

και C6  συναρτήσει των συνθηκών που θα µας δώσουν 
 

β)  Οι παραπάνω σταθερές, γενικά, όχι µόνο δεν είναι η αρχική ταχύτητα υ0 και η αρχική 

θέση x0 του υλικού σηµείου, αλλά ούτε και συνδυασµοί τους.  
 

Είναι εκφράσεις, αποκλειστικά των συγκεκριµένων συνθηκών που θα µας δώσουν 
και επιβάλλεται να µας δώσουν. Οι συνθήκες αυτές δεν είναι κατ΄ ανάγκη οι αρχι-
κές συνθήκες x0 και υ0. 
 

 
 

 

(
*
) 
Όσα ακολουθούν, ισχύουν προφανώς όχι µόνο στον α.α.τ., αλλά και στην πιο γενική περίπτωση 

του αρµονικού ταλαντωτή, µιας και είναι καθαροί µαθηµατικοί µετασχηµατισµοί και συνέπειες. 
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γ)    Επίσης αποδεικνύονται τα παρακάτω πολύ σηµαντικά: 
 

� Τα C1 και C2 , θεωρητικά τουλάχιστον, δε χρειάζεται να πληρούν κανένα περιο-

ρισµό και συνεπώς µπορεί να είναι οποιοιδήποτε πραγµατικοί αριθµοί  
 

� Για τα C3 , C5  είχαµε µαθηµατικά το δικαίωµα και τα επιλέξαµε θετικά.  

Οι λόγοι που µας ώθησαν σε αυτή την επιλογή είναι παρόµοιοι µε αυτούς που µας 

ώθησαν να επιλέξουµε θετική και την κυκλική συχνότητα ω, µιας και θα µπορού-

σαµε το ίδιο καλά να είχαµε καλέσει  
m

D
−=ω   

(Οι λόγοι αυτοί έχουν ήδη αναφερθεί) 
 

Εδώ υπάρχει και ένας ακόµη σηµαντικός λόγος για την επιλογή των C3 και C5 ως 

θετικών ποσοτήτων· να κάνουµε τα C3 και C5 πλάτος ταλάντωσης, µέγιστη δηλα-

δή απόσταση από το ελκτικό κέντρο. 

Αποδεικνύεται δηλαδή, ότι αν επιλέξουµε τα C3 και C5 θετικά, τότε το πλάτος της 

ταλάντωσης είναι  
 

                                           
2

2

2

153 CCCCA +===  
 

      Με άλλα λόγια, θα µπορούσαµε τα C3 , C5 , αλλά και το ω να τα είχαµε επιλέξει 

αρνητικά. Θα λειτουργούσαν όλα το ίδιο καλά, απλά θα έπρεπε να προσαρµόσου-

µε λίγο τους ορισµούς µας. 
  

 

� Τα  C4 , C6  µπορούν να είναι οποιοιδήποτε πραγµατικοί αριθµοί. Όµως η περιο-

δικότητα των συναρτήσεων ηµίτονο και συνηµίτονο µας επιτρέπει να ακολουθή-

σουµε τη βασική φιλοσοφία που διέπει όλη τη Φυσική και που απαιτεί να την πα-

ρουσιάζουµε µε τον πιο οικονοµικό τρόπο. 

Έτσι µπορούµε, επιτρέπεται και το κάνουµε να περιορίσουµε τις τιµές των C4  και 

C6  µέσα σε έναν τριγωνοµετρικό κύκλο και όχι σε περισσότερους, µιας και η επέ-

κταση σε περισσότερους κύκλους δεν προσφέρει τίποτε επί πλέον στη φυσική των 

φαινοµένων που εξετάζουµε. 

      Για τα C4  και C6  επιλέγουµε να πάρουµε για την κάλυψη του ενός τριγωνοµετρι-

κού κύκλου που χρειαζόµαστε και άρα ως πεδίο ορισµού τους, το διάστηµα 

[0,2π). 

       ∆ηλαδή επιλέξαµε  0≤ C4 <2π  και 0≤ C6 <2π. 

      Θα µπορούσαµε, για παράδειγµα, να δεχτούµε ως διάστηµα και το [-π,π) ή ο-

ποιοδήποτε άλλο διάστηµα, αρκεί να καλύψουµε έναν τριγωνοµετρικό κύκλο.  
 

Εποµένως  
 

Η γενική µορφή της εξίσωσης κίνησης ενός υλικού σηµείου που εκτελεί (απλή) αρµονική 

ταλάντωση για χρονικές στιγµές  t ≥ Rt
0
∈∈∈∈ , µπορεί να δοθεί µε τρεις ισοδύναµες µορφές 

 

1η µορφή: 
 

                                       x=C1·ηµωt + C2·συνωt               t ≥ Rt0 ∈                                  (16) 
 

                                   C1  και C2 πραγµατικοί αριθµοί 
 

2η µορφή: 
 

                                        x=Α·ηµ(ωt + C4)                         t ≥ Rt0 ∈                                 (17) 
 

                                 Α>0          και          0≤ C4 <2π 
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3η µορφή: 
 

                                    x=Α·συν(ωt + C6)                         t ≥ Rt0 ∈                                   (18) 
 

                                Α>0          και          0≤ C6 <2π 
 

(Όπως ήδη έχουµε πει, σχεδόν όσα προηγήθηκαν και όσα θα ακολουθήσουν αφορούν τις συναρτήσεις και όχι το 
φαινόµενο. Αποτέλεσµα αυτού είναι να εφαρµόζονται όχι µόνο στην απλή αρµονική ταλάντωση, αλλά σε όλα 
σχεδόν τα µεγέθη που µεταβάλλονται αρµονικά µε το χρόνο, που έχουν δηλαδή ίδιες εξισώσεις) 

 

 

Οι έννοιες της φάσης και της αρχικής φάσης δε µπορούν να εντοπιστούν στη µορφή (16), 

παρά µόνο στις εξισώσεις (17) και (18). 

Είναι δηλαδή έννοιες που συνδέονται άµεσα µε τη µορφή της εξίσωσης κίνησης που θα 

επιλέξουµε και όχι µε τη ταλάντωση, ή γενικά µε το φαινόµενο. 
 

 

Αφήνοντας λοιπόν κατά µέρος την (16), ας δούµε τα πράµατα πιο αναλυτικά, εξετάζοντας 

για παράδειγµα τη µορφή (17) της εξίσωσης κίνησης της αρµονικής ταλάντωσης: 
 

 

Στην εξίσωση κίνησης  
 

         x=Α·ηµ(ωt + C4)       µε      t ≥ Rt0 ∈    ,     Α>0        και       0≤ C4 <2π                  (19) 
  

 

 

µπορούµε να ονοµάσουµε φάση της αποµάκρυνσης την ποσότητα  
 

                   φ=ωt+C4      µε       t ≥ Rt0 ∈  
 

 

Αυτόµατα, η ποσότητα φ0=ωt0+C4  θα πρέπει να ονοµαστεί αρχική φάση της αποµάκρυν-

σης στην παραπάνω εξίσωση κίνησης. 
 

 

Από τα παραπάνω βλέπουµε ότι ο περιορισµός  0≤ C4 <2π  είναι αδύναµος, µιας και το γε-

γονός ότι η χρονική στιγµή t0 που αρχίσαµε να µελετάµε το φαινόµενο µπορεί θεωρητικά να 

πάρει οποιαδήποτε τιµή, επιτρέπουν στην αρχική φάση  φ0=ωt0+C4  να πάρει οποιαδήποτε 

τιµή. 
 

Επειδή όµως έχουµε συνηθίσει να συνδέουµε την αρχική φάση µε το «ξεκίνηµα» της 

µελέτης του φαινοµένου (της ταλάντωσης επί  του προκειµένου) και συνεπώς µε το 

γεγονός ότι ακόµη δεν έχει ολοκληρωθεί καµιά ταλάντωση, δε θα θέλαµε να βλέπαµε 

µέσα σε µια αρχική φάση αποµάκρυνσης, τιµές που να περιέχουν ακόµη και τεράστια 

πολλαπλάσια του 2π, µιας και υπήρχε κίνδυνος, αυτό να εκληφθεί ως πληροφορία, 

(λανθασµένη σε αυτό το καθεστώς που περιγράφουµε), ότι έχουν εκτελεστεί ήδη πά-

µπολλες ταλαντώσεις.  
 

 

 

Για να γλιτώσουµε λοιπόν τις συνήθειές µας και γιατί όχι και τη λογική µας, 

µπορούµε µαθηµατικά να τροποποιήσουµε την εξίσωση κίνησης (19): 
 

 

Από τη σχέση φ0=ωt0+C4  της αρχικής φάσης προκύπτει 
 

                                                         C4= φ0‒ωt0 
 

και συνεπώς η εξίσωση κίνησης γίνεται 
 

                                       x=Α·ηµ[ω(t‒t0)+ φ0 ]            t ≥ Rt0 ∈                                       (20) 
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Συγκρίνοντας τις εξισώσεις (19 ) και (20) και βλέποντας ότι τα C4 και φ0 µπαίνουν σε «ι-

σάξιες θέσεις», αντί να απαιτήσουµε από το C4 να παίρνει τις περιορισµένες τιµές 0≤ C4 

<2π , οπότε το φ0 θα παίρνει αναγκαστικά οποιαδήποτε πραγµατική τιµή, απαιτούµε από 

την αρχική φάση φ0 να παίρνει τιµές σε ένα τριγωνοµετρικό κύκλο 0≤ φ0 <2π , οπότε το 

C4  µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή, ανάλογα µε την επιλογή της αρχής των χρόνων που 

κάνουµε.   
(Όπως έχουµε ξαναπεί, ένας τριγωνοµετρικός κύκλος καλύπτεται και µε άλλες επιλογές διαστηµά-

των, όπως π.χ -π≤ φ0 <π κ.λ.π.) 
 

 

Υιοθετώντας αυτή την επιλογή για την αρχική φάση, αυτόµατα και η συνάρτηση που δίνει 

τις τιµές της φάσης αλλάζει από  
 

                       φ= ωt+C4           µε      t ≥ Rt0 ∈       και       0≤ C4 <2π 
 

 

       σε               φ=ω(t‒t0)+ φ0       µε      t ≥ Rt0 ∈      και       0≤ φ0 <2π 

 
 

Βασικά συµπεράσµατα για τους ορισµούς των εννοιών «φάση» και 

«αρχική φάση». 
 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι έχουµε δύο δυνατότητες γραφής και άρα επιλογής των 

ορισµών «φάση» και «αρχική φάση» 
 

1η δυνατότητα: 
 

Στην εξίσωση κίνησης  
 

 

               x=Α·ηµ(ωt + C4)    µε    t ≥ Rt0 ∈    ,    Α>0      και      0≤ C4 <2π                     (21) 
 

ονοµάζουµε φάση της αποµάκρυνσης, την ποσότητα  
 

                    φ=ωt+C4       µε     t ≥ Rt0 ∈        και           0≤ C4 <2π                                 (22) 
  

 

Κατά συνέπεια, ονοµάζουµε αρχική φάση της αποµάκρυνσης την ποσότητα 
 

 

         φ0=ωt0+C4    Rt0 ∈      και      0≤ C4 <2π        (προφανώς  R0 ∈ϕ )                          (23) 
 

 

Οι σταθερές A και C4 θα προσδιοριστούν από τις συνθήκες που µας δίνουν και οι οποίες 

δεν είναι απαραίτητο να είναι οι αρχικές. 

 

2η δυνατότητα: 
 

Στην εξίσωση κίνησης  
  

                   x=A·ηµ(ωt + C4)    µε    t ≥ Rt0 ∈     Α>0     και   C4  πραγµατικός                (24) 
 

ονοµάζουµε φάση της αποµάκρυνσης, την ποσότητα 
 

                                     φ=ωt+C4           t ≥ Rt0 ∈                                                             (25) 

Κατά συνέπεια, ονοµάζουµε αρχική φάση της αποµάκρυνσης την ποσότητα 
 
 

                                 φ0=ωt0+C4       µε τον ισχυρό περιορισµό  0≤ φ0 <2π                      (26) 
 



 6 

Οι σταθερές Α>0  και  C4  θα προσδιοριστούν από τις συνθήκες που µας δίνουν και οι ο-

ποίες δεν είναι απαραίτητο να είναι οι αρχικές. 

Ο προσδιορισµός όµως του C4 , επειδή αυτή η σταθερά τώρα θεωρείται πραγµατικός 
αριθµός, θα γίνει µε την αοριστία ακέραιων πολλαπλασίων του π. Θα περιέχει δηλαδή 

το 2kπ (βλέπε παραδείγµατα παρακάτω). 
 

Έτσι η ακριβής τιµή του θα απαιτήσει οπωσδήποτε και τον ισχυρό περιορισµό που µετα-

τοπίσαµε στην αρχική φάση 
 
   

                         0≤ φ0 <2π       δηλαδή      τον       0≤ ωt0+C4 <2π                                   (27) 

 
2η δυνατότητα (εναλλακτικός τρόπος, προτιµητέος): 

 

(Η ιδέα γι αυτή τη δυνατότητα είναι του Διονύση) 
 

Εκµεταλλευόµενοι τη σχέση (20), την οποία χρησιµοποιήσαµε προκειµένου να καταλή-

ξουµε στη δεύτερη δυνατότητα, µπορούµε να δούµε τα πράγµατα και µε έναν άλλο τρόπο: 
 

Στην εξίσωση κίνησης  
   

 

                         x=A·ηµ[ω(t‒t0)+φ0 ]        t ≥ Rt0 ∈        A>0        0≤ φ0 <2π                   (28) 
 

 

ονοµάζουµε φάση της αποµάκρυνσης, την ποσότητα  
 

 

                                         φ=ω(t ‒ t0 )+φ0        t ≥ Rt0 ∈                                                   (29) 
 
 

Όµοια ονοµάζουµε αρχική φάση της αποµάκρυνσης την ποσότητα 
 

                                                     φ0                                                                                (29α) 
 

Οι σταθερές  A>0  και  φ0  θα προσδιοριστούν από τις συνθήκες που µας δίνουν και οι ο-

ποίες δεν είναι απαραίτητο να είναι οι αρχικές. 

  
 

Όπως εξηγήσαµε, η πρώτη δυνατότητα δεν περιορίζει την αρχική φάση σε ένα τριγωνο-

µετρικό κύκλο, δε βάζει κανένα περιορισµό στη φάση και στην αρχική φάση παρά µόνο σε 

µια σταθερά της εξίσωσης κίνησης, τη 0≤ C4 <2π   (βλέπε σχέση 21). 

Συνεπώς είναι πολύ πιο ισχυρή από τη δεύτερη δυνατότητα. Όµως χαλά όλες τις συνή-

θειές µας και το «τραγικότερο» είναι, ότι εύκολα µπορεί να καταργήσει και τις δύο έννοιες 

(φάση και αρχική φάση) αν κάποιος άρει (και έχει µαθηµατικά το δικαίωµα) το µοναδικό 

περιορισµό  0≤ C4 <2π , που θέτει η οικονοµία της περιγραφής των φαινοµένων.   
 

 

Γι΄ αυτή και µόνο την αναστάτωση που πιθανώς να επιφέρει στις συνήθειές µας, 

στις εκφράσεις µας και στον τρόπο σκέψης µας, πιστεύω, χωρίς αυτό να είναι ούτε 

απαραίτητο ούτε αναγκαίο, ότι πρέπει να υιοθετήσουµε τη δεύτερη δυνατότητα ορι-

σµών «φάσης» και «αρχικής φάσης» και µάλιστα τον εναλλακτικό τρόπο, ο οποίος θα 

αποδειχτεί παρακάτω πιο «φιλικός». 
....................................................................................................................................................

.................................................... 
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Β. Παραδείγµατα εύρεσης φάσης και αρχικής φάσης στις τα-

λαντώσεις και στη συµβολή των κυµάτων  
 

 

Ας ξεκινήσουµε ξαναθυµίζοντας τρία παραδείγµατα από την ανάρτηση «Ορισµοί και 

εξισώσεις κίνησης (β΄ µέρος)» 
 

 

1ο παράδειγµα: 
 

Υλικό σηµείο εκτελεί (απλή) αρµονική ταλάντωση που περιγράφεται από εξίσωση κίνησης 

της µορφής x=A·ηµ(ωt+C4). 

Τη χρονική στιγµή t0=2 sec που αρχίζουµε να µελετάµε την κίνηση το υλικό σηµείο βρίσκε-

ται στη θέση  m10
2

2
x

1
0

−⋅−=  (αρχική θέση)  και έχει ταχύτητα 
sec

m
 10 2

1
0 πυ −=  (αρχική τα-

χύτητα). Αν η περίοδος της ταλάντωσης είναι Τ=1 sec, να βρεθεί η .... φάση και η αρχική φά-

ση της αποµάκρυνσης στη δεδοµένη µορφή εξίσωσης κίνησης. 
 

  (Στην άσκηση δίνονται δύο συγκεκριµένες συνθήκες, οι αρχικές. Θα µπορούσαν όµως να 

είναι οποιεσδήποτε άλλες, αλλά πάντα δύο)  
 

 

Λύση 
 

α΄ τρόπος: Με τη χρήση των σχέσεων (24) έως (27) 
 
 

Την εξίσωση κίνησης που µας δίνουν, φέρνουµε στη µορφή και τους περιορισµούς 

της συνάρτησης (24): 
 

      x=A·ηµ(2πt + C4)    µε    t ≥2 sec   ,    Α>0     και    C4  πραγµατικός αριθµός         (30) 
 

Τότε η φάση της αποµάκρυνσης θα είναι  
 

               φ=2πt + C4            µε          t ≥2 sec           και     RC4 ∈                                 (30α) 
 

 

και η αρχική φάση της αποµάκρυνσης θα είναι  
 

 

                  φ0=2π2+C4       µε τον ισχυρό περιορισµό  0≤ φ0 <2π                                  (30β) 
 
 

Εποµένως όλο το πρόβληµα εντοπίζεται στον υπολογισµό της σταθεράς C4 .  
 

Ας τον κάνουµε: 
 

Η ταχύτητα του υλικού σηµείου είναι  
 

 

         υ=A2π·συν(2πt + C4)    µε    t ≥2 sec   ,    Α>0       και       C4  πραγµατικός            (31) 
 
 

Για  t=t0=2 sec ,  οι σχέσεις (30) και (31)  δίνουν 
 

                  1
10

2

2 −⋅− =A·ηµ(4π+C4)       µε      Α>0       και       C4  πραγµατικός   

 

                 π110 2 − =A2π·συν(4π+C4)    µε    Α>0      και       C4  πραγµατικός   
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Από όπου προκύπτει 
 

                   Α=10
-1

 m       ,          
2

2
C4 −=ηµ           και           

2

2
C4 =συν  

 

και τελικά  

               Α=10
-1

 m              και          Zk              rad     
4

7
k2C4 ∈+= µε

π
π                 (32) 

 

 

Βλέπουµε καθαρά πια, ότι ενώ η τιµή του Α, της µιας δηλαδή από τις δύο σταθερές Α και 

C4  που επιβάλλει η διαφορική εξίσωση έχει ήδη προσδιοριστεί από τις αρχικές συνθήκες, ο 

προσδιορισµός της ακριβούς τιµής του C4 , απαιτεί τον ορισµό και τον περιορισµό που υιο-

θετήσαµε για την αρχική φάση. 

Αυτός είναι και ο βαθύτερος κεφαλαιώδης ποιοτικός διαχωρισµός των εννοιών «πλάτος» 

και «αρχική φάση» που κάνει το πλάτος γρήγορα να ανεξαρτητοποιηθεί από τη µορφή της 

εξίσωσης κίνησης που θα χρησιµοποιήσουµε για τη ταλάντωση και έτσι να γίνει έννοια που 

αφορά το φαινόµενο και όχι τη συνάρτηση, την εξίσωση κίνησης δηλαδή. 

Λέµε πλάτος ταλάντωσης, αλλά ποτέ αρχική φάση ταλάντωσης   
 

 

Από τη σχέση (30α) προκύπτει ότι η φάση της αποµάκρυνσης στη δεδοµένη µορφή της ε-

ξίσωσης κίνησης είναι  
 

              φ=2πt+C4=2πt+ Zk            
4

7
k2 ∈+ µε

π
π     και       t ≥2 sec                      (33) 

 

και εποµένως η αρχική φάση είναι  
 

 

                            φ0 = 4π+ Zk            
4

7
k2 ∈+ µε

π
π                                                  (34) 

 

Πρέπει όµως    
 

                                             0≤ φ0 <2π 
 

 

Αντικαθιστώντας στην παραπάνω διπλή ανίσωση την φ0 από την σχέση  (34) προκύπτει 
 

 

                                                      k=−2  
 

Τότε από σχέση (32) προκύπτει 
 

                                        rad     
4

9π

4

7
4C4 −=+−=

π
π  

 

 

και συνεπώς η εξίσωση κίνησης του υλικού σηµείου (30) γίνεται  
 

 

                           x=10
-1

·ηµ(2πt 
4

9π
− )          (SI)               µε    t ≥2 sec                              (35) 

 

Η φάση της αποµάκρυνσης στην εξίσωση κίνησης (35) είναι 
 

                                  φ=      
4

9
t2

π
π −       και         t ≥2 sec    

                    

και η αρχική φάση  

                                      rad   
4

7
 

4

9
220

ππ
πϕ =−=                       
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β΄ τρόπος: Με τη χρήση των σχέσεων (28) έως (29α) 
 
 

Την εξίσωση κίνησης που µας δίνουν, φέρουµε στη µορφή και τους περιορισµούς της 

συνάρτησης (28): 
 

                      x=A·ηµ[2π(t‒2)+ φ0 ]           t ≥ 2 sec       A>0          0≤ φ0<2π                     (36)       
 

 

 

τότε η φάση της αποµάκρυνσης θα είναι   
 

 

                        φ=2π(t‒2)+ φ0            t ≥ 2 sec              0≤ φ0<2π                                  (36α) 
 

 

και η αρχική φάση της αποµάκρυνσης θα είναι  
 

                                                      φ0 

 

Εποµένως όλο το πρόβληµα εντοπίζεται στον υπολογισµό της φ0 .  
 

Ας τον κάνουµε: 
 

Η ταχύτητα του υλικού σηµείου είναι  
  
                    υ=2πΑ·συν[2π(t‒2)+ φ0 ]            t ≥ 2 sec        Α>0         0≤ φ0 <2π             (36β) 
 

Για  t=t0=2 sec , οι παραπάνω σχέσεις (36) και (36β) αποµάκρυνσης και ταχύτητας αντί-

στοιχα δίνουν   
 

            1
10

2

2 −⋅− =Αηµφ0               και                      π110 2 − =2πΑσυνφ0 

 

 

Από όπου 

              Α=10
-1

 m       ,          
2

2
0 −=ηµϕ              και               

2

2
 0=συνϕ  

 

Τελικά και µε δεδοµένο ότι   0≤ φ0 <2π  προκύπτει 
 

                                  Α=10
-1

 m               και                  rad     
4

7
0

π
ϕ =                 

 

Από τη σχέση (36) προκύπτει η εξίσωση κίνησης   
 

                          x=10
-1

·ηµ[2π(t-2)
4

7π
+ )            µε           t ≥2 sec                                      (37) 

 

δηλαδή η 

                         x=10
-1

·ηµ(2πt 
4

9π
− )           (SI)          µε    t ≥2 sec                                    (38) 

 

 Κατά συνέπεια η φάση της αποµάκρυνσης στην εξίσωση κίνησης (38) είναι 
 

                                   φ=      
4

9
t2

π
π −       µε         t ≥2 sec    

    και η αρχική φάση  

                                        rad   
4

7
 

4

9
220

ππ
πϕ =−=                       

 

τιµή την οποία εξάλλου έχουµε ήδη βρει. 
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2ο παράδειγµα: 
 

 Υλικό σηµείο εκτελεί (απλή) αρµονική ταλάντωση που περιγράφεται από την εξίσωση  
 

                                 x=10
-1

·ηµ(2πt 
4

9π
− )         (SI)      µε    t ≥2 sec                                  (39) 

                                                       

Να βρεθεί η  φάση και η αρχική φάση της αποµάκρυνσης x στη δεδοµένη µορφή της εξίσω-

σης κίνησης,  στη δεδοµένη δηλαδή µορφή της εξίσωσης αρµονικής ταλάντωσης. 
 

 

Λύση 
 

α΄ τρόπος: Με τη χρήση των σχέσεων (24) έως (27) 
 

Την εξίσωση κίνησης που µας δίνουν, φέρνουµε στη µορφή και τους περιορισµούς 

της συνάρτησης (24) 
 

            x=A·ηµ(2πt + C4)    µε    t ≥2 sec   ,    Α>0       και      C4  πραγµατικός              (40) 
 

Τότε η φάση της αποµάκρυνσης θα είναι  
 

                       φ=2πt+C4           t ≥2 sec                RC4 ∈                                              (40α) 
 

και η αρχική φάση της αποµάκρυνσης θα είναι  
 

 

                  φ0=2π2+C4       µε τον ισχυρό περιορισµό  0≤ φ0 <2π                                  (40β) 
 

Εποµένως όλο το πρόβληµα εντοπίζεται στον υπολογισµό της σταθεράς C4 .  

Ας τον κάνουµε: 
 

Για να έχει η εξίσωση κίνησης (39) που µας δίνουν, τη µορφή της σχέσης (40) για όλες 

τις χρονικές στιγµές t≥2 sec, πρέπει να ισχύει 
 

                              Α=10
-1

m   και  ηµ(2πt + C4)= ηµ(2πt 
4

9π
− ) 

και συνεπώς πρέπει  

                                                C4=2kπ
4

9π
−                                                                       (40γ) 

 

Τότε η φάση και η αρχική φάση, λόγω των σχέσεων (40α), (40β) και (40γ) θα είναι  
 

                                   φ=2πt+2kπ
4

9π
−                t ≥2 sec            

 

                                      φ0=4π+2kπ
4

9π
−       

   

Απαιτώντας               0≤ φ0 <2π            προκύπτει    k=0 
 

Άρα η φάση της αποµάκρυνσης στην (40) και κατά συνέπεια στην εξίσωση κίνησης 

(39) που µας δίνουν είναι 

                              φ=
4

π9
πt2 −       µε         t ≥2 sec    

 

και η αρχική φάση είναι 

                                           φ0=
4

7π         
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β΄ τρόπος: Με τη χρήση των σχέσεων (28) και (29) 
 

Την εξίσωση κίνησης που µας δίνουν, φέρνουµε στη µορφή και τους περιορισµούς 

της συνάρτησης (28): 
 
 

                      x=A·ηµ[2π(t‒2)+ φ0 ]           t ≥ 2 sec       A>0          0≤ φ0<2π                     (41)       
 

 

 

Τότε η φάση της αποµάκρυνσης θα είναι   
 

 

                                              φ=2π(t‒2)+ φ0                                                                   (41α) 
 

 

και η αρχική φάση της αποµάκρυνσης θα είναι  
 

                                                       φ0 
 

Εποµένως όλο το πρόβληµα εντοπίζεται στον υπολογισµό της φ0 .  
 

 

 

 

 

Ας τον κάνουµε: 
 

Μετασχηµατίζουµε την εξίσωση κίνησης (39) που µας δίνουν ώστε να αποκτήσει τη µορ-

φή της σχέσης (41) 
 

                                   x=10
-1

·ηµ[2π(t‒2)+4π−
4

9π
]               t ≥ 2 sec                                             

και τελικά  

                                x=10
-1

·ηµ[2π(t‒2)+
4

7π
]            (SI)          t ≥ 2 sec                             (42)                            

 

Άρα η φάση της αποµάκρυνσης στην εξίσωση κίνησης (42) και κατά συνέπεια στην εξί-

σωση κίνησης (39) που µας έδωσαν είναι 
 

 

                          φ=2π(t‒2)+
4

7π
=

4

π9
πt2 −       µε         t ≥2 sec    

 

 

και η αρχική φάση της αποµάκρυνσης θα είναι  
 

 

                                                   φ0=
4

7π
 

 

 

 

Σηµειώσεις: 
 

 

α) Από το παραπάνω παράδειγµα φαίνεται η ευκολία µε την οποία λύνεται το πρόβληµα 

της φάσης και της αρχικής φάσης µε τον β΄ τρόπο, αν φέρουµε δηλαδή την εξίσωση κίνη-

σης που µας δίνουν στη µορφή της συνάρτησης (28), µε τους περιορισµούς όµως που ακο-

λουθούν αυτή τη µορφή. Τον τρόπο αυτόν θα ακολουθήσουµε και στο επόµενο παράδειγµα. 
Ίσως κάποιος πει, γιατί να τα κάνουµε όλα αυτά αφού θα µπορούσαµε και µόνο µε παρα-

τήρηση, σύγκριση και µε µια αντικατάσταση στην εξίσωση κίνησης (39) που µας δίνουν, να 

βρούµε αυτά που ζητάµε πολύ πιο εύκολα. 

Ο λόγος της ευκολίας που πιθανώς να διακρίνει κάποιος, οφείλεται στο γεγονός ότι η (39) 

ήταν σχέση «µαγειρεµένη». Είχε ετοιµαστεί από το πρώτο παράδειγµα. Τα πράµατα όµως 

δε θα είναι πάντα τόσο ευδιάκριτα. Θα το διαπιστώσουµε στο επόµενο παράδειγµα. 
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β) Η εξίσωση κίνησης (39) που µας δώσανε  
 

                                x=10
-1

·ηµ(2πt 
4

9π
− )         (SI)      µε    t ≥2 sec                      

είναι µαθηµατικά ισοδύναµη µε την  
 

                                 x=10
-1

·ηµ(2πt 
4

π
− )         (SI)      µε    t ≥2 sec                   

Κατά συνέπεια, αυτή η τελευταία θα µπορούσε κάλλιστα να δοθεί στη θέση της πρώτης. 

Μήπως αυτό θα επηρέαζε  τη φάση και την αρχική φάση που θα βρίσκαµε, γεγονός που 

θα καθιστούσε και τους ορισµούς και τις έννοιες άχρηστες; 
 

Η απάντηση είναι όχι. Οποιαδήποτε µαθηµατικά ισοδύναµη σχέση 
και να χρησιµοποιήσουµε ως εξίσωση αρµονικής ταλάντωσης, εφό-
σον ακολουθήσουµε µε συνέπεια όσα αναφέραµε, θα καταλήξουµε 
στην ίδια σχέση για τη φάση και στην ίδια τιµή για την αρχική φά-
ση. 
 
 

Το γεγονός αυτό δείχνει τη συνέπεια των ορισµών που δώσαµε για φάση και αρχική φάση. 

Συνεπώς αν τους υιοθετήσουµε, που τουλάχιστον βουβά µέχρι τώρα το έχουµε ήδη κάνει 

στη φυσική, δεν θα έχουµε αντιφάσεις. 
 

 

 

 

γ) Ο λόγος που στην εξίσωση (39) χρησιµοποιήσαµε το  
4

9π
−  και όχι το ισοδύναµο  

4

π
−  

ήταν για να δείξουµε ότι αυτός που θα µας δώσει µια εξίσωση κίνησης δεν είναι υποχρεω-

µένος να την έχει επεξεργαστεί και να έχει υιοθετήσει κάποιες φόρµες ή να έχει προσέξει τις 

µαθηµατικές ισοδυναµίες. 
 

Αυτός που θα µας δώσει την εξίσωση κίνησης είναι ελεύθερος να 
µας δώσει ό,τι θέλει (µαθηµατικά ισοδύναµο), αρκεί να δώσει όπως 
οφείλει να δώσει σε κάθε συνάρτηση, το πεδίο ορισµού της. 

 

 
 
3ο παράδειγµα: 

 

 Υλικό σηµείο εκτελεί (απλή) αρµονική ταλάντωση που περιγράφεται από την εξίσωση κίνη-

σης 
 

                      x=10
-1

·ηµ(
4

π
t 

3

10π
+ )         (SI)         µε         t ≥ −3 sec                                (41) 

                                                       

Να βρεθεί η φάση και η αρχική φάση της αποµάκρυνσης στη δεδοµένη µορφή εξίσωσης κί-

νησης. 
 

Λύση 
 

Μετασχηµατίζουµε τη σχέση (41) ώστε να αποκτήσει τη µορφή της σχέσης (28), δηλαδή 

να αποκτήσει τη µορφή  
   

 

                           x=A·ηµ[ω(t‒t0)+φ0 ]        t ≥ Rt0 ∈        A>0        0≤ φ0 <2π             
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Πράγµατι η (41) γίνεται 
 

                              x=10
-1

·ηµ[
4

π
(t+3)− 

4

3π
 + 

3

10π
 ]             t ≥ -3 sec        

 

 

ή                                x=10
-1

·ηµ[
4

π
(t+3)+ 

12

31π
 ]                  t ≥ -3 sec        

 

 

Αφαιρώ (ή προσθέτω αν µε βολεύει) ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π προκειµένου να δη-

µιουργήσω θετική αρχική φάση περιορισµένη σε έναν τριγωνοµετρικό κύκλο 
 

 

                               x=10
-1

·ηµ[
4

π
(t+3)−2π+ 

12

31π
 ]                 t ≥ -3 sec        

 

και τελικά  
 

                       x=10
-1

·ηµ[
4

π
(t+3)+ 

12

7π
 ]           (SI)        µε          t ≥ -3 sec                       (42) 

 

Άρα η φάση της αποµάκρυνσης στην εξίσωση κίνησης (42) και κατά συνέπεια στην εξί-

σωση κίνησης (41) που µας έδωσαν είναι 
 

                                  φ=
4

π
(t+3)+ 

12

7π
=

4

π
t+

3

4π
      µε         t ≥-3 sec    

  
και άρα η αρχική φάση θα είναι   
 

                                             φ0=
12

7π
 rad 

 

 

 

Σηµείωση: 
 

 

Θα είχαµε καταλήξει στην ίδια ακριβώς σχέση για τη φάση και στην ίδια τιµή 

για την αρχική φάση ακόµη και αν αρχίζαµε από οποιαδήποτε εξίσωση, µαθη-

µατικά ισοδύναµη µε τη δεδοµένη εξίσωση κίνησης, όπως π.χ. από την 
   

                                 x=10
-1

·ηµ(
4

π
t 

3

4π
+ )         (SI)         µε         t ≥ −3 sec        

 

 

Αρκεί η σχέση που θα µας έδιναν να βρούµε τη φάση και την αρχική φάση να 

ήταν ισοδύναµη µαθηµατικά µε την (41) και κατά συνέπεια να είχε το ίδιο πε-

δίο ορισµού µε αυτή!!!  
....................................................................................................................................................

...............................................................................................» 
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Γ. Συµπέρασµα  
 

             (ένας απλός τρόπος υπολογισµού φάσης και αρχικής φάσης) 
 
Με τα παραπάνω θεµελιώνεται µαθηµατικά ένας πολύ απλός τρόπος εύρεσης της φάσης 

και της αρχικής φάσης, σε µια τυχαία εξίσωση αρµονικής ταλάντωσης την οποία µας δίνουν 

ή στην οποία καταλήγουµε µετά από διάφορους µαθηµατικούς µετασχηµατισµούς.  

Απαίτηση όµως για την εφαρµογή αυτού του τρόπου είναι η παρουσία του πεδίου ορισµού 

της συνάρτησης, κάτι που στο κάτω-κάτω είναι και απαίτηση κάθε σοβαρής µαθηµατικής 

αντιµετώπισης. 
 

Ας τον δούµε: 
 

Έστω για παράδειγµα ότι µε οποιονδήποτε µαθηµατικά σωστό τρόπο καταλήγουµε 

στην εξίσωση αρµονικής ταλάντωσης  
  

                      χ=Αηµ(ωt+θ)        µε       t ≥ t0                                      (60) 
 

Επειδή οι µαθηµατικές µεθοδολογίες δεν ενδιαφέρονται για τις αγωνίες ενός φυσικού, δεν είναι καθόλου υπο-
χρεωµένες να εξασφαλίσουν ότι η ποσότητα  θ  θα είναι αρχική φάση, ούτε ότι η ποσότητα  ωt+θ  θα είναι φά-
ση. 

Αυτές οι έννοιες αφορούν τον φυσικό, ο οποίος θα πρέπει πρώτα να τις ορίσει µε αυστηρότητα (και αυτό µπο-
ρεί να γίνει µόνο µέσα από την ξεχωριστή εσωτερική λειτουργία των διαφορικών εξισώσεων όπως έχουµε ήδη 
επισηµάνει) και κατόπιν να χρησιµοποιήσει την εγγύηση των µαθηµατικών για να εξασφαλίσει ότι η αυστηρότητα 
των ορισµών του θα είναι όχι απλά συνεπέστατη λογικά, αλλά κυρίως ότι θα δώσει την εγγύηση πως δεν θα 
προκύψουν παρανοήσεις. 

 

Έτσι λοιπόν το θ που θα προκύψει από τους µαθηµατικούς µετασχηµατισµούς 

µπορεί να είναι οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός. 

Τότε: 
 

1ο βήµα:  Στην (60) εµφανίζουµε την αρχική τιµή του χρόνου t0 γράφοντάς 

την µε τη µορφή 
 

                              x=Aηµ[ω(t-t0)±θ΄]           µε           t ≥ t0 
 

2ο βήµα:  Αν η θ΄ στο όρισµα του ηµίτονου είναι µέσα σε ένα τριγωνοµε-

τρικό κύκλο αυτή είναι η αρχική φάση. Αλλιώς προσθέτουµε ή 

αφαιρούµε ακέραια πολλαπλάσια του 2π ώστε µετά την παρά-

σταση  ω(t-t0) να εξασφαλίσουµε «γωνία» φ0 η οποία να είναι 

µέσα στον τριγωνοµετρικό κύκλο που έχουµε επιλέξει. 

Να είναι δηλαδή στο διάστηµα [0, 2π)  ή  στο [-π, π)  κ.λ.π. 
 

                          x=Aηµ[ω(t-t0)+φ0]           µε           t ≥ t0                  (60α) 
 

3ο βήµα:  Η ποσότητα  φ=ω(t-t0)+φ0  είναι η φάση και  φ0  είναι η αρχική 

φάση στη σχέση (60α). Άρα και στην (60) που µας έδωσαν.     
 

Τον παραπάνω τρόπο εφαρµόσαµε ήδη στο 3ο παράδειγµα  
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Δ. Κύµατα 
 

Το έχω ξαναπεί, αλλά θα το ξαναπώ, γιατί νοµίζω ότι µόνο έτσι, µόνο όταν πιστέψουµε 

στα λάθη που µας βάζουνε και διδάσκουµε, κάποια στιγµή θα βρεθούν κάποιοι ικανοί, που 

θα βρουν τρόπο να ζητήσουν ευθύνες από όλους εκείνους, που χρόνια τώρα µας βουλιάξανε, 

µας βουλιάζουνε και θα βουλιάξουνε γενιές ανθρώπων στα λάθη γράφοντας πανεπιστηµια-

κά βιβλία χωρίς ποτέ να µπουν στον κόπο να ξαναψάξουν αυτά που γράφουν. 
 

Το κεφάλαιο «Κύµατα» που διδάσκουµε είναι το λιγότερο λανθασµένο. Λανθασµένο 

πιο πολύ από τις ταλαντώσεις, γιατί τα «κύµατα» κουβαλάνε όλα τα λάθη των ταλα-

ντώσεων και κάτι ακόµη, που είναι πιο τραγικά λανθασµένο. Τη διάδοση !!!! 

Η διδασκαλία µας στο κεφάλαιο «Κύµατα», ΔΥΣΤΥΧΩΣ ΣΤΗΡΙΖΕΤΑΙ ΣΤΗ ΔΙΑ-

ΔΟΣΗ ΤΩΝ ΚΥΜΑΤΩΝ!!! 

Μα αυτά που διδάσκουµε ούτε «κύµατα» είναι, ούτε διαδίδονται.  
 

Και έτσι εµείς οι απλοί φυσικοί της γειτονιάς γινόµαστε τραγικές φιγούρες, µιας και µετά 

από ένα κεφάλαιο γεµάτο λάθη όπως είναι οι «ταλαντώσεις», αναγκαζόµαστε να λέµε, να 

βρίσκουµε, να διδάσκουµε, να µπαλώνουµε και να εµπλουτίζουµε µε ασκήσεις το δεύτερο 

κεφάλαιο, «Τα κύµατα», που είναι ακόµη πιο λανθασµένο. 
 
 

Η εµπειρία µου ως αεί υφιστάµενος τόσων και τόσων σε ένα Υπουργείο Παιδείας, που η-

δονίζεται να αλλάζει ονόµατα µόνο και όχι ουσία, µου λέει τούτο το απλό: 
 

Όταν τόσοι φυσικοί δυσκολευόµαστε κάποιες φορές να κατανοήσουµε αυτά που διδάσκου-

µε και που γράφει ένα σχολικό βιβλίο προορισµένο για µαθητές λυκείου, σίγουρα κάποιοι 

άλλοι κάνανε χοντρά λάθη ως «µέντορες» (γελοιοποίηση µιας ακόµη όµορφης αρχαίας λέ-

ξης) και µας βάλανε να διδάξουµε τα λάθη τους, µε τέτοιο τρόπο, που στο τέλος 

ξεχάσαµε ότι ήταν δικά τους λάθη και νοµίσαµε ότι όλα ήταν δικά µας σω-

στά!!!!!. 
 

 

Παρακάµπτω λοιπόν την ανύπαρκτη φυσική της συµβολής των «κυ-

µάτων» που διδάσκουµε και χρησιµοποιώντας µόνο την ορολογία της, θα προσπα-

θήσω µέσα από µια µατιά «γυµνά» µαθηµατική, να εφαρµόσω στο συγκεκριµένο «φαινόµε-

νο» όσα προαναφέραµε. Επικαλούµενος και ελπίζοντας µόνο στην αυστηρότητα του ορισµού.   
  

 

Αν εφαρµόσουµε µε συνέπεια τους αυστηρούς ορισµούς της φάσης και της αρχικής φάσης 

που δώσαµε κι αν, σε φαινόµενα ίδιας ποιότητας, δεν αρνηθούµε τις µαθηµατικές πορείες 

που καταγράψαµε κι ακολουθήσαµε στις τρεις προηγούµενες αναρτήσεις  «Ορισµοί και 

εξισώσεις κίνησης α΄, β΄ και γ΄ µέρος», τότε δε θα υπάρξουν συλλογιστικά αδιέξοδα. 
 

Ας το δούµε: (τα σύµβολα που χρησιµοποιούνται θεωρούνται αυτονόητα) 
 

 

 Στην εξίσωση αρµονικής ταλάντωσης 
 

 

                                 






 −=
λ

πηµ 1
1

r

T

t
2Ay         µε   

υ
1rt ≥                                                 (61) 
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που επιβάλλει στο τυχαίο σηµείο Μ το πρώτο «κύµα» όταν έχει διαδοθεί µόνο του, οι έν-

νοιες της φάσης και της αρχικής φάσης είναι καθορισµένες µε απόλυτη σαφήνεια, αρκεί να 

µην ξεχάσουµε το πεδίο ορισµού: 
 

       φάση της αποµάκρυνσης στην εξίσωση ταλάντωσης (61) 
 

                                       
λ
ππ

ϕ 1r2

T

t2
−=        µε     

υ
1rt ≥     

                 

       αρχική φάση της αποµάκρυνσης στην εξίσωση ταλάντωσης (61) 
                                          

                                               φ0=0 rad 
 

 

Στην εξίσωση αρµονικής ταλάντωσης 
 

                             






 −=
λ

πηµ 2
2

r

T

t
2Ay          µε     

υ
2rt ≥                                                 (62) 

 

που επιβάλλει στο τυχαίο σηµείο Μ το δεύτερο «κύµα» όταν έχει διαδοθεί µόνο του, οι έν-

νοιες της φάσης και της αρχικής φάσης είναι καθορισµένες µε απόλυτη σαφήνεια, αρκεί να 

µην ξεχάσουµε το πεδίο ορισµού: 
 

       φάση της αποµάκρυνσης στην εξίσωση ταλάντωσης (62) 
         

                                    
λ
ππ

ϕ 2r2

T

t2
−=        µε     

υ
2rt ≥                     

       

       αρχική φάση της αποµάκρυνσης στην εξίσωση ταλάντωσης (62) 
 

                                               φ0=0 rad 
 

 

 

Μετά τη «συµβολή των δύο κυµάτων», η εξίσωση ταλάντωσης του ση-

µείου Μ είναι   
     

 

         






 −+






 −=+=
λ

πηµ
λ

πηµ 21
21

r

T

t
2A

r

T

t
2Ayyy      µε 







≥
υυ

21 r
,

r
max  t                (63)        

 

 

Στη σχέση (63) οι έννοιες «φάση» και «αρχική φάση» δεν ορίζο-

νται. Δεν υπάρχουν!!!! 

 
Η κίνηση που αποδίδεται µε τη σχέση (63) είναι επαλληλία των εξισώσεων κίνησης δύο 

αρµονικών ταλαντώσεων (επαλληλία δύο αρµονικών συναρτήσεων δηλαδή και όχι πραγµα-

τικών κινήσεων) ίδιας διεύθυνσης, ίδιας συχνότητας και ίδιας «θέσης ισορροπίας». 
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Είναι επαλληλία των συναρτήσεων y1 και y2. 
 

Η σύνθεσή τους, η y δηλαδή, είναι µια (πραγµατική) αρµονική ταλάντωση ίδιας διεύθυν-

σης, ίδιας συχνότητας και ίδιας θέσης ισορροπίας µε τις συνιστώσες εξισώσεις κίνησης ή 

καλύτερα µε τους προσθετέους της (63). 
 

 

Όπως είναι γραµµένη η εξίσωση (63), δεν έχουµε κανένα δικαίωµα να µιλάµε 

ούτε για «φάση» ούτε για «αρχική φάση». 
 

Για να αποκτήσουµε αυτό το δικαίωµα, πρέπει να τη φέρουµε σε µορφή που να διαθέτει 

ένα µόνο τριγωνοµετρικό αριθµό και δη ή µόνο ένα ηµίτονο ή µόνο ένα συνηµίτονο. 
 

 

Με άλλα λόγια, 

αν θέλουµε να µιλάµε για φάση και αρχική φάση στην σχέση (63), εξίσωση συµβολής των 

κυµάτων, θα πρέπει να τη φέρουµε στη µορφή 

                                                 ( )0t Ay ϕωηµ ′+′=  

ή στη µορφή  

                                                ( )0t Ay ϕωσυν ′′+′′= .  

 

Τότε όµως, 
 

 

� για να µην καταρρεύσουν αµφότεροι οι ορισµοί κι εποµένως και οι έννοιες 

της φάσης και της αρχικής φάσης, θα πρέπει να φροντίσουµε η αρχική φάση 

να περιοριστεί σε ένα τριγωνοµετρικό κύκλο 
 

 

� για να αποφύγουµε κάθε επικίνδυνη ρευστότητα, θα πρέπει να τεθεί οπωσ-

δήποτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης 
 

 

� για να µην υπάρξουν συλλογιστικά αδιέξοδα, θα πρέπει να ακολουθήσουµε 

µε συνέπεια την πορεία που καταγράψαµε στα παραδείγµατα 1-3 για τον 

υπολογισµό φάσης και αρχικής φάσης, ή έστω να εφαρµόσουµε τον απλό 

τρόπο που καταγράφεται στη σελίδα 14. 
 

 

Ο µετασχηµατισµός της (63), ώστε να περιέχει ένα µόνο τριγωνο-

µετρικό αριθµό µπορεί να γίνει µε διάφορους τρόπους: 
 

 

1ος τρόπος:  Χρησιµοποιώντας τους τύπους της επαλληλίας εξισώσεων κίνησης 
 

Αν έχουµε αριθµητικά δεδοµένα και δε θέλουµε να µπλεχτούµε µε πολλά µαθηµατικά, 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τους τύπους του σχολικού βιβλίου για την επαλληλία εξι-

σώσεων αρµονικών ταλαντώσεων ίδιας διεύθυνσης, ίδιας συχνότητας και ίδιας θέσης ισορ-

ροπίας.  

Τους τύπους αυτούς όµως θα πρέπει να ισχυροποιήσουµε, ώστε να συµπεριλάβουν περι-

πτώσεις όπου και οι δύο ταλαντώσεις έχουν αρχική φάση και να εµπλουτίσουµε µε έναν ε-

πιπλέον τριγωνοµετρικό αριθµό ή µε κάποια επιπλέον µαθηµατική µας δεξιότητα, µιας και η 

σχέση µε την εφθ µόνη της δε µπορεί να προσδιορίσει την αρχική φάση θ, έστω κι αν αυτή 

περιοριστεί σε έναν τριγωνοµετρικό κύκλο.  
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( Επαλληλία εξισώσεων αρµονικών ταλαντώσεων  
  

 

 

               x1=Α1·ηµ(ωt+φ1)     και      x2=Α2·ηµ(ωt+φ2)  

                                                     

                                             x=x1+ x2=Aηµ(ωt+θ)                                                                

 

       όπου          )(AA2AAA 2121
2

2
2

1 ϕϕσυν −++=        
Α

ηµϕΑηµϕΑ
ηµϑ 2211 +

=                     (64) 

 

                         
2211

2211

AA

AA

συνϕσυνϕ
ηµϕηµϕ

εϕϑ
+

+
=              

Α
συνϕΑσυνϕΑ

συνϑ 2211 +
=  

 

                                                                          µε    0≤θ<2π 

 
Τέτοιου είδους αντιµετωπίσεις έχουν ήδη καταχωρηθεί στο δίκτυο) 

  

 

 

2ος τρόπος:  Μετασχηµατίζουµε την (63) και φτάνουµε στη µορφή 
 

 
 

          






 +
−⋅

−
=

λΤ
πηµ

λ
πσυν

2

rrt
2

2

rr
2A2y 2121                µε   







≥
υυ

21 r
,

r
max  t              (65) 

 
 

 

 

Αφού φιλοδοξούµε η (65) να περιγράφει πραγµατική κίνηση (κι όχι να είναι κα-

νένας προσθετέος σε επαλληλία εξισώσεων κίνησης) και επιθυµούµε οι έννοιες «φάση» και 

«αρχική φάση» να έχουν νόηµα, θα πρέπει ΥΠΟΧΡΕΩΤΙΚΑ να χειρι-

στούµε την (65) µε τους τρόπους που δείξαµε στα παραδείγµατα 1-3.  

Αν δηλαδή επιθυµούµε να βρούµε τη φάση και την αρχική φάση στην 

(65) θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε ΥΠΟΧΡΕΩΤΙΚΑ το πεδίο ορισµού 

της και τον περιορισµό της αρχικής φάσης σε ένα τριγωνοµετρικό κύκλο. 
 

 

(Το να χειριστούµε τη σχέση (65) γενικά ώστε να εµφανιστούν γενικοί περιορισµοί στο πεδίο ορισµού και στην 

αρχική φάση του ενός τριγωνοµετρικού κύκλου, νοµίζω ότι θα είναι άσκοπο µιας και ο χρόνος που θα απαιτήσει 

η γραφή αυτή θα ΄ναι µεγάλος και η αξία των τύπων ελάχιστη. Γι΄ αυτό καταφεύγω σε παραδείγµατα) 
 

 
 

4ο παράδειγµα: 
 

Έστω ότι σε κάποιο πρόβληµα συµβολής κυµάτων   y1=.....  και  y2=......  αντικαθι-

στούµε τα δεδοµένα στην εξίσωση της συµβολής (65) και βρίσκουµε ότι το σηµείο Μ που απέ-

χει  r1=......   και   r2=.....   από τις πηγές, ταλαντώνεται αρµονικά µε εξίσωση 
 

 

                               y=10
-1

·ηµ(2πt 
4

11π
− )        (SI)      µε    t ≥ 6 sec                                  (66) 

      

                                                  

 Να βρεθεί η φάση και η αρχική φάση της αποµάκρυνσης του Μ στην (66). 
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Λύση 
 

1ος τρόπος: 
 

Κάνουµε ό,τι κάναµε στο παράδειγµα 2 στη σελίδα 10  ή στο παράδειγµα 3 στη σελίδα 12 αυ-

τής της ανάρτησης. 
 

 

2ος τρόπος: 
 

Για πιο γρήγορα ακολουθούµε τα βήµατα της σελίδας 14: 
 

1ο βήµα: Μετασχηµατίζουµε την εξίσωση κίνησης (66), ώστε να εµφανιστεί η 

αρχική τιµή χρόνου 6 sec µέσω της µορφής  ω(t-t0)=2π(t-6) 
 

                                             x=10
-1

·ηµ[2π(t‒6)+12π−
4

11π
]                 t ≥ 6 sec                                             

και τελικά  

                                              x=10
-1

·ηµ[2π(t‒6)+
4

37π
]            (SI)          t ≥ 6 sec             (67)                            

 

2ο βήµα: Στο όρισµα του ηµίτονου, µετά την ποσότητα 2π(t-6), η «γωνία» 
4

37π
    

δεν είναι µέσα στο διάστηµα [0,2π) που έχουµε υιοθετήσει ως περιορι-

σµό της αρχικής φάσης.  

Εποµένως πρέπει να αφαιρέσουµε κατάλληλα ακέραια πολλαπλάσια 

του 2π 

      x=10
-1

·ηµ[2π(t‒6)+
4

37π
−4·2π]            (SI)          t ≥ 6 sec 

από όπου τελικά 

         x=10
-1

·ηµ[2π(t‒6)+
4

5π
]               (SI)              t ≥ 6 sec       (67α) 

 

3ο βήµα: Στην (67α) που καταλήξαµε µε την παραπάνω διαδικασία  

� η φάση είναι      φ=2π(t‒6)+
4

5π
   µε    t ≥ 6 sec   

� και η αρχική φάση είναι     φ0=
4

5π
  rad.  

 

Το ίδιο συνεπώς θα ισχύει και για την (67) 

 
 

Βέβαια όλα τα παραπάνω µπορούν να γίνουν πολύ πιο γρήγορα, αρκεί να έ-

χουµε στο µυαλό µας ότι για να βρούµε τη φάση και την αρχική φάση σε µια 

εξίσωση αρµονικής ταλάντωσης την οποία µας έδωσαν ή στην οποία καταλήξα-

µε, θα πρέπει να τη µετασχηµατίσουµε ώστε 
 

� να εµφανίσουµε την αρχική τιµή του χρόνου µε τη µορφή που είπαµε  
 

� να εξασφαλίσουµε ότι ο προσθετέος που δεν περιέχει χρόνο είναι σε 

διάστηµα ενός τριγωνοµετρικού κύκλου και µάλιστα στη µορφή που έ-

χουµε επιλέξει για την αρχική φάση ([0,2π) ή [-π,π) ή ..)  
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5ο παράδειγµα: 
 

Έστω ότι σε κάποιο πρόβληµα συµβολής κυµάτων   y1=.....  και  y2=......  αντικαθι-

στούµε τα δεδοµένα στην εξίσωση της συµβολής (65) και βρίσκουµε ότι το σηµείο Μ που απέ-

χει  r1=......   και   r2=.....   από τις πηγές, ταλαντώνεται αρµονικά µε εξίσωση 
 

 

                      y=−10
-1

·ηµ(2πt
4

9π
− )         (SI)           µε     t ≥ 0,5 sec                                 (68) 

      

                                                  

 Να βρεθεί η φάση και η αρχική φάση της αποµάκρυνσης του Μ στην (68). 

 

Λύση 
 

 Η (68) γίνεται διαδοχικά  
 

 

   y=−10
-1

·ηµ(2πt
4

9π
− ) = 10

-1
·ηµ(2πt+π

4

9π
− )=10

-1
·ηµ(2πt

4

5π
− )=10

-1
·ηµ[2π(t−0,5)

4

π
− ] 

 

 και τελικά 
 

                                    y=10
-1

·ηµ[2π(t−0,5)
4

7π
+ ]                                                           (68α) 

 

Η (68α) έχει εµφανίσει την αρχική τιµή χρόνου 0,5 sec στη µορφή που θέλουµε και προ-

σθετέο  
4

7π
  που δεν περιέχει χρόνο t  και βρίσκεται στο διάστηµα [0,2π) 

 

Άρα η φάση και η αρχική φάση της (68) είναι ίδιες µε εκείνες της (68α) 
 

∆ηλαδή  

                   Φάση      φ=2π(t−0,5)
4

7π
+ =2πt

4

3π
+        µε        t ≥ 0,5 sec 

 

       Αρχική φάση      rad  
4

7π
0 =ϕ  

 

 
 

Φάσεις και αντιφάσεις στη συµβολή 
 

Ο Νίκος (Ανδρεάδης)  µε δύο ευφυέστατες αναρτήσεις   
 

«Φάσεις και αντιφάσεις στη συµβολή» 
 

«Φάσεις και αντιφάσεις στη συµβολή-Μέρος δεύτερο» 
 

που βρίσκονται στη διεύθυνση 
 

 

http://ylikonet.gr/profiles/blogs/phhaseis-kai-antiphhaseis-ste 
 

µας ώθησε να ακούσουµε κάποιους τριγµούς από την ψεύτικη πραγµατικότητα των 

κυµάτων που διδάσκουµε. 
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Γράφει λοιπόν: 
 

 

«...................Ν=6, 
1
r 1,5= m, 

1 2
r r 6 λ− = ⋅ , 

2
r 0,3= m 

Για t 3≥ s η εξίσωση κίνησης προκύπτει από την επαλληλία των εξισώσεων: 
 

           1
1

2πr2πt
y A ηµ

T λ

 
= ⋅ −  

 
 και 2

2

2πr2πt
y A ηµ

T λ

 
= ⋅ −  

 
. 

Μετά από πράξεις: 
 

          ( )1
y 0,1 ηµ 5πt 15π= ⋅ −  και ( )2

y 0,1 ηµ 5πt 3π= ⋅ −  
 

Σύµφωνα µε τη σχέση 1 2 1 2
r r r r2πt

y 2A συν 2π ηµ π
2λ T λ

   − +
= ⋅ ⋅ −      

   
, µετά από πράξεις προκύπτει: 

                                              ( )y 0,2 ηµ 5πt 9π= ⋅ −  
 

Η φάση (της αποµάκρυνσης στην παραπάνω εξίσωση) δίνεται από τη σχέση φ 5πt 9π= −  

Για t 3= s  (προκύπτει η αρχική) φάση (η οποία) είναι 6π rad. 

............................................................................................................................................................... 

....παρατηρούµε ότι 7 σηµεία του µέσου τα οποία ξεκινούν την ίδια στιγµή, την ίδια κίνηση, από τη θέ-

ση ισορροπίας µε θετική ταχύτητα, περιγράφονται µε διαφορετικές εξισώσεις και την στιγµή της εκκί-

νησης έχουν διαφορετική φάση!!! 
 

Οι απορίες µου: 
  

� Ποιο είναι το φυσικό νόηµα των τιµών 0π, 2π, 4π, 6π, και 8π; 
 

� Έχει νόηµα να ζητήσουµε τη διαφορά φάσης ενός από αυτά τα σηµεία µε µια πηγή; 
 

Αν όµως δούµε το θέµα ως σύνθεση δύο ταλαντώσεων που βρίσκονται σε συµφωνία φάσης, καταλή-

γουµε αµέσως  στο συµπέρασµα ότι και στις 7 περιπτώσεις η κίνηση για t 3≥ s  περιγράφεται από την 

εξίσωση: ( )y 0,2 ηµ 5πt 15π= ⋅ −  (SI)  

Η φάση δίνεται από τη σχέση φ 5πt 15π= −  (SI) 

Για t 3= s η (αρχική) φάση είναι 0π rad. ∆ηλ. τη στιγµή της εκκίνησης έχουµε µηδενισµό της φάσης 

για τα 7 σηµεία, κάτι λογικό αφού τότε και τα 7 ξεκινούν µια νέα κίνηση από τη θέση ισορροπίας µε 

θετική ταχύτητα.........................................» 
 

 

 

Στους προβληµατισµούς που έθεσε ο Νίκος θα επιχειρήσω µια το-

ποθέτηση: 
 

Κατά τη γνώµη µου, το µόνο που µπορεί να µας γλιτώσει από το παραπάνω παράδοξο είναι 

η µαθηµατική αυστηρότητα, µε την οποία φροντίσαµε να εφοδιάσουµε (και έτσι πρέπει 

να γίνεται πάντα, αν και πολλές φορές τούτο το απλό το ξεχνάµε) τους ορισµούς φάση και 

αρχική φάση. 
 

 

Η αντίρρησή µου επικεντρώνεται στη φράση 
  

«...η φάση στην εξίσωση  ( )y 0,2 ηµ 5πt 9π= ⋅ −  δίνεται από τη σχέση φ 5πt 9π= − ...» 

η οποία εξάλλου είναι και η υπεύθυνη για τις αντιφάσεις που έχει εντοπίσει ο Νίκος. 
 

 

Προκειµένου να βρεθούν η φάση και η αρχική φάση στην εξίσωση µιας αρµονικής 

ταλάντωσης, πρέπει να ακολουθηθούν ορισµένες διαδικασίες. 
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Αυτό δεν είναι ούτε σωσίβιο, ούτε σοφιστεία, ούτε κάποια κίνηση απελπισίας... Είναι η ου-

σία του ορισµού που υιοθετήσαµε για τις δύο αυτές έννοιες.  
 

Η αυστηρότητα των ορισµών που δώσαµε ως φυσικοί, εξασφαλίζει ότι τα µαθηµατικά όχι 

µόνο θα µπορέσουν να εγγυηθούν τη συνέπεια των συλλογισµών και αποτελεσµάτων µας, 

αλλά θα ενσωµατώσουν µέσα τους τελείως διαφανείς πορείες, απαραίτητες για την αυτοδυ-

ναµία και ισχύ του φυσικού, έστω κι αν ένας µαθηµατικός αδιαφορήσει τελείως γι΄ αυτές. 
  

Αυτό δεν είναι παραλογισµός, αλλά συνειδητοποίηση του διαφορετικού ρόλου 

και της διαφορετικής ευθύνης των δύο ειδικοτήτων˙ του φυσικού και του µαθη-

µατικού  
 

Κοντολογίς: 

Προκειµένου να διατηρήσουµε το δικαίωµα να χρησιµοποιούµε στο λεξιλόγιό µας τις λέξεις 

φάση και αρχική φάση, επιβάλλεται από τα µαθηµατικά να είµαστε συνεπείς µε τους ορι-

σµούς που τους δώσαµε και να τις χειριζόµαστε µε ειδικό τρόπο, σε καθορισµένες πορείες. 
 

Αν δε το κάνουµε αυτό, τα µαθηµατικά θα µας γυρίσουν την πλάτη 

κι εµείς θα βουλιάξουµε στις παρανοήσεις, στα αδιέξοδα και τις λο-

γικές ασυνέπειες. 
 

 

Σύµφωνα λοιπόν µε όσα έχουν αναφερθεί, για να βρούµε τη φάση και 
την αρχική φάση στην εξίσωση κίνησης 
  

 
 

 

                       y=0,2·ηµ(5πt−9π)             µε       t≥3 sec                                            (69) 
 

 

πρέπει να εµφανίσουµε µέσα της την αρχική τιµή του χρόνου 3 sec και να αφαιρέσουµε τα 

ακέραια πολλαπλάσια του 2π µε τέτοιο τρόπο, ώστε η αρχική φάση να είναι µέσα στη µορ-

φή του τριγωνοµετρικού κύκλου που υιοθετήσαµε. 
 

Πράγµατι η (69) γίνεται 
 

 

                                  y=0,2·ηµ(5πt−9π)=0,2·ηµ[5π(t-3)+6π]   
  
 

και τελικά  
 

                       y=0,2·ηµ[5π(t-3)+0]           µε       t≥3 sec                                        (69α)                                                               
 

Η (69α) και κατά συνέπεια και η (69) έχουν  
 

 

 
 

                    Φάση        φ=5π(t-3)+0=5πt-15π        µε       t≥3 sec 
 

 

      Αρχική φάση       φ0=0 rad 

 

 
Νοµίζω ότι τώρα πια δεν υπάρχει καµιά αντίφαση, µιας και όλες οι συλλογιστικές και όλες 

οι µαθηµατικές πορείες θα δώσουν ακριβώς τα ίδια αποτελέσµατα: 
 

α)  Και τα επτά σηµεία Ν=0, ....  έχουν την ίδια φάση  φ=5πt-15π   µε    t≥3 sec   και την ί-

δια αρχική φάση  φ0=0 rad  
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β) Υπάρχει απόλυτη συλλογιστική συνέπεια σε όλα, αφού όπως έχει ήδη επισηµάνει ο Νί-

κος «...και τα 7 σηµεία πρέπει να έχουν την ίδια φάση και αρχική φάση, αφού ξεκινούν µια 

νέα κίνηση από τη θέση ισορροπίας µε θετική ταχύτητα...» 
 

γ)  Είτε χρησιµοποιηθούν οι τύποι σύνθεσης ταλαντώσεων, είτε χρησιµοποιηθεί ο τύ-

πος της συµβολής κυµάτων, είτε οποιαδήποτε άλλη µαθηµατική διαδροµή, τα αποτελέ-

σµατα φάσης και αρχικής φάσης θα είναι απολύτως ίδια. 
 

 

δ)  «...Κάθε κίνηση έχει φάση που µας πληροφορεί για πόσο χρόνο παρακολουθούµε τη συ-

γκεκριµένη κίνηση...». 

  

ε) Απορία:  
  

        «Ποιο είναι το φυσικό νόηµα των τιµών 0π, 2π, 4π, 6π, και 8π;» 
 

     Απάντηση: 
 

      «...οι τιµές 0π, 2π, 4π, 6π, και 8π που προκύπτουν µε (απλή-ανώδυνη) εφαρµογή της γνω-

στής σχέσης ηµΑ+ηµΒ=… δεν έχουν κανένα γνωστό ωφέλιµο φυσικό νόηµα...».  
 

Η εφαρµογή της σχέσης ηµΑ+ηµΒ=...... δεν οδηγεί πάντα απευθείας σε σχέση στην οποία να 

είναι άµεσα διαφανείς η φάση και η αρχική φάση µιας εξίσωσης αρµονικής κίνησης. 

Ο τελικός τύπος χρειάζεται οπωσδήποτε επεξεργασία. 
 

στ) Απορία:   
 

«Έχει νόηµα να ζητήσουµε τη διαφορά φάσης ενός από αυτά τα σηµεία µε µια πηγή;» 
 

     Απάντηση: 
 

      Όχι!!!  
Δεν πρέπει να ζητήσουµε τέτοιο πράγµα αν δε είµαστε έτοιµοι να αυτοκτονήσουµε ή να 

µπούµε σε ατέλειωτες µαθηµατικές αναζητήσεις για να γλιτώσουµε µόνο και µόνο τη συνέ-

πεια, της εννοιολογικά λανθασµένης «πραγµατικότητας» των κυµάτων που διδάσκουµε!!!! 

Η παρουσία πηγών επιβάλλει άλλου είδους κύµατα εµπλουτισµένα και µε άλλες έννοιες και 

µε µαθηµατικούς χειρισµούς αρκετά δύσκολους, µιας και στις διαφορικές εξισώσεις πρέπει 

να παρθούν υπόψη συνοριακοί περιορισµοί. 
 

Στην πρώτη σελίδα της ανάρτησής µου «Ορισµοί και εξισώσεις κίνησης γ΄ µέρος» 
έγραφα κάτι που όσο περνάει ο καιρός το πιστεύω όλο και πιο πολύ: 

 

«.....διδάσκουµε ˝κύµατα˝ που δήθεν διαδίδονται µε ταχύτητα υ, έχουν αρχικές φάσεις, έχουν 

πηγές που τα παράγουν και πολλές φορές δύο πηγές για να έχουµε συµβολή.  
 

Μα αυτά που διδάσκουµε ούτε κύµατα είναι, ούτε διαδίδονται, ούτε πηγές περιέχουν, 

ούτε είναι κάπου και τρέχουν να πάνε κάπου αλλού, ούτε ξεκινάνε από κάπου, ούτε.... ούτε.... 

ούτε....  
 

Στα κεφάλαια ˝Κύµατα˝ και ˝Μηχανική Στερεού Σώµατος˝ της Φυσικής Κατεύθυνσης 
Γ΄ Λυκείου, ειλικρινά µε πιάνει απελπισία... Τα πράµατα εκεί σκοτεινιάζουν τόσο πο-
λύ... Τί να πεις και από πού να αρχίσεις; .....»  
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Στο σηµείο αυτό όµως νιώθω υποχρεωµένος να τονίσω ότι η αρνητικότατη στάση 

µου απέναντι σε αυτό που µας βάζουν να διδάσκουµε ως κύµατα, δεν πρέπει στο 

ελάχιστο να θεωρηθεί ως απόρριψη της προσπάθειας συναδέλφων να µας δώσουν 

ένα πλήθος ασκήσεων, θέσεων, αναλύσεων, διαγωνισµάτων κ.λ.π. που έχουν σχέση 

µε κύµατα και µε συµβολή κυµάτων που περιέχουν πηγές.  

Στο σχολείο πρέπει να κάνουµε αυτό που επιτάσσουν οι πανελλαδικές. Άρα πέρα 

από όλες τις διαφωνίες µεταξύ µας, θα πρέπει προσωπικά να βρω ασκήσεις και θέ-

µατα να δώσω στα παιδιά για να καλύψω την ανήθικη έλλειψη ασκήσεων από το 

σχολικό βιβλίο. 

Επίσης θα πρέπει να βρω τρόπο να µην καταρρεύσει η συλλογιστική των παιδιών, 

έστω και σαθρή, πριν τις εξετάσεις.  

Αυτό µε τη σειρά του σηµαίνει, ότι πρέπει να έχω επιχειρήµατα και υλικό κοµµένο 

στις συγκεκριµένες ανάγκες τους.  
 

Σε αυτό το σηµείο, η βοήθεια που µου πρόσφεραν και µου προσφέρουν οι συνάδελ-

φοι του δικτύου και κάποια αξιόλογα εξωσχολικά βιβλία είναι όχι απλά πολύτιµη, 

αλλά ανεπανάληπτη. 

Με πολύ ανακούφιση δέχοµαι και παίρνω πολύτιµα διαγωνίσµατα, ασκήσεις και υ-

λικό που προσφέρουν απλόχερα διάφοροι συνάδελφοι και που αναφέρονται σε κύµα-

τα που προέρχονται από πηγές και που συµβάλλουν.  

Επί τη ευκαιρία τους ευχαριστώ που µου δίνουν τον κόπο τους. Κάποιες φορές µά-

λιστα αποτελεί πηγή αναθεωρήσεων και καινούριων αναζητήσεων µου. 

  
 

 

Ε. Παρατηρήσεις 
 

1)  Η εξίσωση της αρµονικής ταλάντωσης την οποία θα µας δώσουν ή στην οποία θα κα-

ταλήξουµε µετά από κάποια µαθηµατική επεξεργασία δεν είναι υποχρεωµένη να δηλώνει 

καθαρά τη φάση και την αρχική φάση. Εκείνο που πρέπει οπωσδήποτε να επισηµάνουµε εί-

ναι ότι φάση δεν είναι η ποσότητα που βρίσκεται µέσα στον τριγωνοµετρικό αριθµό. 

Η εύρεση της φάσης και της αρχικής φάσης θέλουν διαδικασία η οποία θα απαιτήσει το 

πεδίο ορισµού της εξίσωσης που µας δίνουν για την ταλάντωση ή για το κύµα. 
 

Ας του δώσουµε έµφαση µε µια άσκηση χωρίς κανένα απολύτως νόηµα: 
  

Στην παρακάτω εξίσωση αρµονικής ταλάντωσης να βρεθεί η φάση και η αρχική 

φάση της αποµάκρυνσης 
  

 

                                   y=10-1·ηµ(2πt 
4

11π
− )         

 

 

Ο λόγος που αυτή η άσκηση είναι α-νόητη, είναι γιατί δεν έχει δοθεί το πεδίο ορισµού. Αλ-

λάζοντας το πεδίο ορισµού, όπως ήδη έχουµε δείξει, θα αλλάξει τόσο η συνάρτηση της φά-

σης όσο και η τιµή της αρχικής φάσης. (∆ες σελίδα 18). 
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2)   Η εύρεση της διαφοράς φάσης ανάµεσα σε δύο µεγέθη του ίδιου 

φαινοµένου είναι ακόµη πιο επίπονη διαδικασία.  
 

Το θέµα αυτό είχε θέσει ο Θοδωρής  µε µια ανάρτησή του που βρίσκεται στη διεύθυνση 
http://ylikonet.gr/group/themata/forum/topics/phhasearchikhe-

phhasediaphorha?commentId=3647795%3AComment%3A16659&groupId=3647795%3AGroup%3A5901 

Όπως στην περίπτωση της φάσης και αρχικής φάσης οι αρµονικές συναρτήσεις πρέπει να 

«ετοιµαστούν», έτσι και στην περίπτωση που µας ζητάνε να βρούµε διαφορά φάσης ανάµε-

σα σε δύο φυσικά µεγέθη που εκφράζονται µε αρµονικές συναρτήσεις, οι συναρτήσεις αυτές 

πρέπει οπωσδήποτε να ετοιµαστούν κατάλληλα. 
  
 

3)   Το πιο σηµαντικό στο οποίο εστιάζουν οι εργασίες µου (άσχετα αν τα καταφέρνω να 

το δείξω ή όχι) είναι η µεθοδολογία που πρέπει να ακολουθούµε όταν θέλουµε να λύσουµε 

µια διαφωνία µας, να προχωρήσουµε µια αναζήτησή µας, να βρούµε διέξοδο σε µια αντίφα-

ση, να συνειδητοποιήσουµε µια έννοια.  

Κατά τη γνώµη µου, πρέπει να ξεκινάµε από τους ορισµούς και αφού εξασφαλίσουµε την 

αυστηρότητά τους να προχωρήσουµε σε απλές έστω, εννοιολογικές κατακτήσεις, απαραίτη-

τες όµως για την αναπνοή µας ως φυσικών ή ως ενδιαφεροµένων για τη φυσική. 
    

«…Η αξία των ορισµών εντοπίζεται στη σωστή θέση που πρέπει να κατέχουν κατά τη συνεννόηση µε-

ταξύ των φυσικών και στον κορυφαίο και αναντικατάστατο ρόλο που πρέπει, µε κάθε σεβασµό να απο-

δεχτούµε, ότι διαδραµατίζουν στη διαµόρφωση της δοµής της γλώσσας που χρησιµοποιεί η Φυσική.  

∆εν γίνεται να κάνεις Φυσική αν δεν έχεις τα σωστά, κατάλληλα λόγια για να περιγράψεις στους άλ-

λους το όµορφο. 

Η Φυσική έχει ορισµούς που δεν είναι διαπραγµατεύσιµοι και µαθηµατικές µεθοδολογίες που δεν 

πρέπει να αγνοούνται, αν θέλουµε να έχουµε συνέπεια και να εξασφαλίζουµε απόλυτη διαφάνεια στους 

συλλογισµούς µας. 

∆εν πρέπει να χαλάµε τη γλώσσα, γιατί αλλιώς χαλάει η σκέψη και η επικοινωνία µεταξύ µας.  
 Πρέπει να δεχτούµε στην ψυχή µας (όχι στα λόγια) ότι οι ορισµοί έχουν αξία και να συνειδητοποιή-

σουµε την µοναδική τους ιδιότητα Αυτή που είναι και η αιτία της ύπαρξής τους: Να είναι χρήσιµοι!!! 

Οι ορισµοί ή είναι χρήσιµοι ή δεν υπάρχουν.  
Τα λόγια της Φυσικής δε φτιάχτηκαν για να περιγράφουν, αλλά για να έχουν συγχρόνως τη δυνατότητα και να 

προφητεύουν......» 
 

 

 

4)  Στο παράδειγµα του Νίκου για τις φάσεις και τις αντιφάσεις χρησιµοποιήθηκαν σηµεία 

όπου είχαµε ενισχύσεις. 

Θα παρακαλούσα το Νίκο, αλλά και όποιον άλλο συνάδελφο θέλει, να κάνει µια άσκηση 

ή µια προσοµοίωση µε πιο γενικά σηµεία στη συµβολή κυµάτων και να υπολογίσει τις 

φάσεις και τις αρχικές φάσεις στην εξίσωση ταλάντωσης των σηµείων αυτών δίνοντας έµ-

φαση πάντα το πεδίο ορισµού και στον περιορισµό της αρχικής φάσης σε έναν τριγωνοµε-

τρικό κύκλο π.χ. της µορφής [0,2π).   

Πιστεύω ότι έτσι κάποια πράγµατα θα γίνουν πολύ πιο ευδιάκριτα, πιο απλά και το κυριό-

τερο θα περάσουν πιο εύκολα στους συναδέλφους.  
 
 

 

5)  Τελειώνοντας οφείλω να πω ότι η σηµερινή µου ανάρτηση ουσιαστικά  οφείλεται 

στους προβληµατισµούς που µας έθεσε ο Νίκος (Ανδρεάδης) πάνω στη συµβολή των κυµά-

των µε το «Φάσεις και αντιφάσεις στη συµβολή». 

Έχοντας ξεκινήσει να γράφω µια σειρά αναρτήσεων σχετικών µε τις έννοιες φάση και αρ-

χική φάση, µου ήρθε ανέλπιστα η δουλειά του Νίκου, η οποία µε τα ερωτήµατα που έθεσε,  

τη συζήτηση που ακολούθησε και τις γνώµες που διατυπώθηκαν, µου έδωσε ισχυρά επιχει-

ρήµατα να υποστηρίξω την απόλυτη πίστη µου στην αξία των ορισµών, όχι ως απλή λεκτική 

επανάληψη µιας υποχρεωτικής αποστήθισης, αλλά ως συνειδητοποίηση όλης εκείνης της 
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εσωτερικής λειτουργίας απόλυτα συγκεκριµένων πραγµάτων, που  κρίνουν τους ορισµούς 

ως χρήσιµους και απαραίτητους και τους γεννούν, για να υπάρχουν και να πλουτίζουν τη 

γλώσσα µας. 

Τους βάζουν δίπλα µας και µας καλούν να πιστέψουµε στην αξία τους και ποτέ να µην 

τους υποτιµήσουµε όσο απλοί και να είναι. 
 
 

                                                                                                    (συνεχίζεται) 
 

 

Σάββατο, 29 Ιανουαρίου 2011 

 

 

                                                                                Θρασύβουλος Κων. Μαχαίρας 
 

                                                                   Γενικό Λύκειο Αγριάς Πηλίου 
 

                                                                                       s7-kmgh@otenet.gr 


