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ΦΥΣΙΚΗ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ 

ΚΥΛΙΣΗ ΤΡΟΧΟΥ 

 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΟΥ ΦΑΙΝΟΜΕΝΟΥ 

Ένας λεπτός τροχός ακτίνας 𝐑 κυλίεται -χωρίς ολίσθηση- στο οριζόντιο 

επίπεδο με ταχύτητα κέντρου μάζας μέτρου 𝛖𝐜𝐦 και γωνιακή 

ταχύτητα μέτρου 𝛚. 

ΤΟ ΖΗΤΟΥΜΕΝΟ 

Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων 𝐌(𝐱, 𝐲) του τροχού των 

οποίων οι ταχύτητες έχουν διεύθυνση ακτινική. 

Η ΛΥΣΗ 

Η ταχύτητα 𝛖⃗⃗ 𝚳 του σημείου 𝐌 είναι η συνισταμένη της ταχύτητας του 

κέντρου μάζας 𝛖⃗⃗ 𝐜𝐦 του τροχού και της (γραμμικής) ταχύτητας 𝛖⃗⃗ , λόγω 

της περιστροφικής κίνησης του στερεού. 

𝛖⃗⃗ 𝚳 = 𝛖⃗⃗ 𝐜𝐦 + 𝛖⃗⃗    (𝟏) 

Από την (𝟏), προκύπτουν οι σχέσεις: 

𝛖𝚳 = √𝛖𝐜𝐦
𝟐 + 𝛖𝟐 + 𝟐𝛖𝐜𝐦𝛖𝛔𝛖𝛎𝛗′  𝛍𝛆 𝛗′ = 𝛗 +

𝛑

𝟐
, 𝟎 ≤ 𝛗 <  

𝛑

𝟐
   (𝟐) 

και 

𝛆𝛗𝛗 =
𝛖𝛈𝛍𝛗′

𝛖𝛔𝛖𝛎𝛗′ + 𝛖𝐜𝐦
     (𝟑) 
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Αντικαθιστώντας στην (𝟑), 𝛗′ = 𝛗 + 
𝛑

𝟐
 παίρνουμε διαδοχικά: 

𝛆𝛗𝛗 =
𝛖𝛈𝛍(𝛗 + 

𝛑
𝟐)

𝛖𝛔𝛖𝛎 (𝛗 + 
𝛑
𝟐) + 𝛖𝐜𝐦

 
𝛈𝛍𝛗

𝛔𝛖𝛎𝛗
=

𝛖𝛔𝛖𝛎𝛗

−𝛖𝛈𝛍𝛗 + 𝛖𝐜𝐦
 

−𝛖𝛈𝛍𝟐𝛗 + 𝛖𝐜𝐦𝛈𝛍𝛗 = 𝛖𝛔𝛖𝛎𝟐𝛗  𝛖𝐜𝐦𝛈𝛍𝛗 = 𝛖(𝛈𝛍𝟐𝛗 + 𝛔𝛖𝛎𝟐𝛗) 

𝛖 = 𝛖𝐜𝐦𝛈𝛍𝛗     (𝟒)  

Αντικαθιστώντας στην (𝟒) 𝛖𝐜𝐦 = 𝛚𝐑 και 𝛖 = 𝛚𝐫, όπου 𝐫 η ακτίνα της 

κυκλικής τροχιάς του σημείου 𝐌 προκύπτει: 

      𝐫 = 𝐑𝛈𝛍𝛗         (𝟓)         

Αντικαθιστώντας στην (𝟐) την (𝟒) παίρνουμε: 

𝛖𝚳 = √𝛖𝐜𝐦
𝟐 + 𝛖𝟐 + 𝟐𝛖𝐜𝐦𝛖𝛔𝛖𝛎 (𝛗 + 

𝛑

𝟐
) 

𝛖𝚳 = √𝛖𝐜𝐦
𝟐 + 𝛖𝐜𝐦

𝟐𝛈𝛍𝟐𝛗 − 𝟐𝛖𝐜𝐦
𝟐𝛈𝛍𝟐𝛗  

𝛖𝚳 = √𝛖𝐜𝐦
𝟐 − 𝛖𝐜𝐦

𝟐𝛈𝛍𝟐𝛗  

𝛖𝚳 = √𝛖𝐜𝐦
𝟐(𝟏 − 𝛈𝛍𝟐𝛗)  

𝛖𝚳 = √𝛖𝐜𝐦
𝟐𝛔𝛖𝛎𝟐𝛗  

𝛖𝚳 = 𝛖𝐜𝐦𝛔𝛖𝛎𝛗  (𝟔)  

Είναι προφανές ότι τα ζητούμενα σημεία βρίσκοναι στο τρίτο και 

τέταρτο τεταρτημόριο. Επιπλέον από το σχήμα είναι: 

𝛈𝛍𝛗 =
|𝐲|

𝐫
 , 𝐫𝟐 = 𝐱𝟐 + 𝐲𝟐  (𝟕) 

Από την σχέση (𝟓):  

𝛈𝛍𝛗 =
𝐫

𝐑


|𝐲|

𝐫
=

𝐫

𝐑
  𝐫𝟐 = |𝐲|𝐑𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 = −𝐲𝐑, 𝐲 ≤ 𝟎 

𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 + 𝐲𝐑 = 𝟎 

𝐱𝟐 + (𝐲 +
𝐑

𝟐
)
𝟐

= (
𝐑

𝟐
)
𝟐

  (𝟖) 

H (𝟖) εκφράζει εξίσωση κύκλου με κέντρο και ακτίνα αντίστοιχα: 

𝚱(𝟎,−
𝐑

𝟐
),   𝐑𝟎 =

𝐑

𝟐
       (𝟗) 

Σχόλιο: Για 𝛗 = 
𝛑

𝟐
 είναι 𝛖⃗⃗ 𝐜𝐦 = −𝛖⃗⃗   𝛖⃗⃗ 𝚳 = 𝟎⃗⃗ , άρα μπορούμε να 

συμπεριλάβουμε στον κύκλο των ζητούμενων σημείων και το σημείο 

επαφής του τροχού με το οριζόντιο επίπεδο. 


