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    Φ.Ε: Ροπή Αδράνειας και θεώρημα Steiner 

1) Μια ισοπαχής δοκός ΑΒ αποτελείται από δύο οµογενή τµήµατα ΑΚ και ΚΒ,    µήκους   
2

L
 το καθένα, 

µε µάζες  m1 = 4m και m2=m, αντίστοιχα.  Τα  κοµµάτια  αυτά  είναι  κολληµένα     µεταξύ τους στο 

σηµείο  Κ, ώστε  να σχηµατίζουν τη δοκό ΑΒ µήκους  L . 

                      

 

Να δείξετε ότι η ροπή αδράνειας της δοκού ως προς άξονα κάθετο σε αυτή ο οποίος διέρχεται από το άκρο 

της Α, έχει τιµή: 211

12AI mL=  

Η ροπή  αδράνειας  οµογενούς  και  ισοπαχούς  ράβδου µάζας Μ και µήκους L ως προς  άξονα κάθετο στο 

µέσο της  είναι : 21

12
I ML=  

 

2) Λεπτή  οµογενής  ράβδος  ΑΓ  µήκους  L και  µάζας  Μ  µπορεί  να στρέφεται  χωρίς  τριβή  γύρω  από  

οριζόντιο  άξονα  κάθετο  σε  αυτή,  ο  οποίος διέρχεται από σηµείο Κ της ράβδου και απέχει από το 

άκρο Γ απόσταση d = 
6

L
 . Στο άκρο Γ τοποθετούµε σώµα µάζας m  αµελητέων διαστάσεων και το 

σύστηµα ισορροπεί µε τη ράβδο σε οριζόντια θέση. 

 

A
K

Γ
 

 

Να υπολογίσετε  τη ροπή αδράνειας του στερεού ράβδος - σώµα ως προς τον άξονα περιστροφής.  

H ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας της και είναι κάθετος στη 

ράβδο είναι: 2

12

1
= lMI cm  
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                                                                              ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  21

4
I ML=     

3) Λεπτή οµογενής ράβδος ΑΓ µήκους L και µάζας Μ  µπορεί να στρέφεται  γύρω  από  οριζόντιο  άξονα  

κάθετο  στη  ράβδο χωρίς  τριβές,  ο  οποίος  διέρχεται  από  το  σηµείο  Ο  της ράβδου. Η  απόσταση  

του  σηµείου Ο  από  το Α  είναι 
4

L
.  Στο άκρο  Α  της  ράβδου  στερεώνεται  σηµειακή  µάζα m,  όπως 

φαίνεται στο σχήµα.  Η  ράβδος  ισορροπεί  σε  οριζόντια  θέση   

 

 

 

     Να υπολογίσετε τη ροπή αδράνειας του συστήµατος ράβδος-σηµειακή µάζα ως προς  οριζόντιο  άξονα  

κάθετο  στη  ράβδο ο οποίος διέρχεται από το άκρο Γ.    

 H ροπή αδράνειας ράβδου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας της και είναι κάθετος στη 

ράβδο είναι: 2

12

1
= lMI cm  

                                                                              ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  24

3
I MLΓ =     

   

4) Οι οµογενείς ράβδοι ΟΑ και ΑΒ µε ίσες µάζες 1 2m m m= =  και ίσα 

µήκη 1 2L L L= = , είναι συγκολληµένες όπως στο σχήµα. Να 

υπολογίσετε τη ροπή αδράνειας του συστήµατος των δύο ράβδων ως προς  

άξονα  κάθετο  στο επίπεδό τους  οποίος διέρχεται από το άκρο Ο.    

 H ροπή αδράνειας ράβδου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο 

µάζας της και είναι κάθετος στη ράβδο είναι: 2

12

1
= lMI cm  

                                                                             ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 25

3oI ML=  

 

5) ∆ίνεται συµπαγής, οµογενής κύλινδρος µάζας Μ και  ακτίνας R. Από το εσωτερικό αυτού του 

κυλίνδρου,  που έχει ύψος  h, αφαιρούµε πλήρως έναν οµοαξονικό κύλινδρο ακτίνας  r  και µάζας  m, 

όπως απεικονίζεται στο παρακάτω σχήµα. Να υπολογίσετε τη ροπή αδράνειας του κοίλου κυλίνδρου, ως 
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προς τον άξονά του, που προκύπτει µετά την αφαίρεση του εσωτερικού κυλινδρικού τµήµατος.      

                                                

 

  Η ροπή αδράνειας Ι συµπαγούς και οµογενούς κυλίνδρου µάζας Μ και ακτίνας R,  ως  προς  τον  άξονα  

του είναι:  Ι = 2

2

1
MR .                                         

 

     ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

 

     2 21 1

2 2KI MR mr= −        
2

2

M d R h

m d r h

π

π

=

=
  ⇒   

2

2

r
m M

R
=      

4
2

4

1
(1 )

2K

r
I MR

R
= −  

 

6) Το εικονιζόµενο οµογενές σώµα  έχει προκύψει από σφαίρα ακτίνας R στην οποία δηµιουργήσαµε 

σφαιρική κοιλότητα ακτίνας r=R/2. 

              

                           

Να συγκρίνετε τη ροπή αδράνειας του σώµατος ως προς τον άξονα χ’χ µε τη ροπή αδράνειας του σώµατος 

ως προς τον άξονα y’y 

Η ροπή αδράνειας σφαίρας ως προς µια διάµετρό της είναι: Ι=2mR2/5. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 
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'
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5 5x xI MR mr= −        
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=
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3
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r M
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2 2 2

' '

2 2 2 1 31
(1 )

5 5 8 4 5 32 80x x x x

M R
I MR MR I MR= − = − ⇒ =  

 

Άξονας y y′  

Η ροπή αδράνειας της σφαίρας που λείπει, µάζας m, υπολογίζεται µε τη βοήθεια του θεωρήµατος Steiner: 

          
2 2 2 2 2 2

22 2 7 7

2 5 2 2 5 4 4 20 160m CM

R R R R R mR
I I m m m m m MR

     ′ = + = + = + = =     
     

 

 Άρα: 

 

2 2 2
' '

2 7 57

5 160 160y y y yI MR MR I MR= − ⇒ =   Συνεπώς:  '

'

62
1

57
x x

y y

I

I
= >  

 

7) Στο άκρο Α µιας λεπτής οµογενούς ράβδος ΑΓ µήκους L και µάζας Μ ,  στερεώνεται  σηµειακή  µάζα  

m=Μ/2  αµελητέων διαστάσεων. 

 

                   A
O K Γ

m

 

        H ροπή αδράνειας ράβδου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο   µάζας της και είναι κάθετος 

στη ράβδο είναι: 2

12

1
= lMI cm  

Α) Να υπολογίσετε τη ροπή αδράνειας του συστήµατος ράβδος-σηµειακή µάζα ως προς άξονα που διέρχεται 

από το άκρο Γ και είναι κάθετος στη ράβδος 

                                                                                  ΑΠΑΝΤΗΣΗ    2 2 21 5

3 2 6

M
I ML L MLΓ = + =   (1) 

 

 
Επιµέλεια 

                                                  Θοδωρής  Παπασγουρίδης 


