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Περί κύλισης και τριβής. 

Με αφορµή ένα τεθέν ερώτηµα, ας δούµε λίγο αναλυτικά τι σηµαίνει κύλιση ενός τροχού και τι συµβαίνει 

µε την ασκούµενη δύναµη τριβής. 

Ας δούµε αρχικά, τι γράφει το σχολικό βιβλίο: 

Ας επανέλθουµε στην κύλιση του τροχού (σχ. 4.5). Κατά την κύλιση  κάθε σηµείο 

του τροχού έρχεται διαδοχικά σε επαφή µε το δρόµο. Έτσι, όταν ο τροχός σε χρόνο 

dt µετακινηθεί κατά ds, ένα σηµείο Α της περιφέρειας του θα έχει στραφεί κατά 

τόξο µήκους ds, στο οποίο αντιστοιχεί η επίκεντρη γωνία dθ. Η ταχύτητα υcm του 

κέντρου µάζας του τροχού είναι 

dt

ds
cm =υ  

όµως dθ =
R

ds
   ή ds = Rdθ 

αντικαθιστώντας έχουµε υcm =
dt

Rdϑ
   και, επειδή 

dt

dϑ
 = ω 

τελικά παίρνουµε 

υcm=ω·R 

Για να  δούµε, πώς «µεταφράζονται» από µια άλλη οπτική γωνία τα παραπάνω. 

Η κύλιση του τροχού µπορεί να θεωρηθεί σύνθετη κίνηση, αποτελούµενη από µια 

µεταφορική µε ταχύτητα υcm και µια στροφική µε γωνιακή ταχύτητα ω. Αλλά τότε αν 

εστιάσουµε στο σηµείο Α, σηµείο επαφής του τροχού µε το έδαφος, αυτό έχει τις τα-

χύτητες του διπλανού σχήµατος, όπου υγρ=ωR. Αλλά τότε µε βάση την παραπάνω 

σχέση του βιβλίου υcm=ωR, έχουµε ότι υγρ=υcm=ωR. 

Αλλά τότε το σηµείο του τροχού Α δεν έχει ταχύτητα ή αν προτιµάτε έχει την ίδια ταχύτητα µε το σηµείο 

επαφής Α΄ του εδάφους.  

Θα µπορούσαµε λοιπόν να ορίσουµε ως κύλιση, την κίνηση εκείνη, όπου δεν υπάρχει 

σχετική κίνηση µεταξύ των σηµείων επαφής Α-Α΄ του τροχού και του εδάφους. 

 

Ας δούµε πώς εφαρµόζονται τα παραπάνω σε διάφορες περιπτώσεις, αλλά και πώς και αν η κύλιση συνδέε-

ται µε την άσκηση δύναµης τριβής, µε τη βοήθεια κάποιων εφαρµογών. 

 

Εφαρμογή 1η: 

Τρεις τροχοί αυτοκινήτων Α, Β και Γ µε ακτίνες R1=0,3m, R2=0,4m και R3=0,5m αντίστοιχα, κινούνται σε 

οριζόντιο δρόµο µε ταχύτητα υcm=6m/s και γωνιακή ταχύτητα ω=15rαd/s, όπως στο σχήµα.  
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i)  Να εξετάσετε αν κάποιος τροχός κυλίεται. Τι κάνουν οι υπόλοιποι; 

ii) Ένας ∆ τροχός ακτίνας 0,4m αφήνεται σε οριζόντιο επίπεδο µε ταχύτητα υcm=6m/s και 

γωνιακή ταχύτητα ω=15rαd/s, όπως στο σχήµα. Κυλίεται ο τροχός αυτός; 

Απάντηση: 

i) Εστιάζουµε στο σηµείο επαφής κάθε τροχού µε το έδαφος. Το σηµείο αυτό έχει µια ταχύτητα υcm εξαι-

τίας της µεταφορικής κίνησης και µια γραµµική ταχύτητα λόγω της κυκλικής κίνησης του σηµείου, γύ-

ρω από το κέντρο Ο του τροχού, όπου υγρ=ωR. 
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Αλλά τότε το κάθε σηµείο έχει ταχύτητα: 

υΑ=υcm-υγρ= υcm-ωR1=6m/s-15·0,3m/s=1,5m/s 

υΒ= υcm-υγρ= υcm-ωR2=6m/s-15·0,4m/s= 0m/s 

υΓ= υcm-υγρ= υcm-ωR3=6m/s-15·0,5m/s= -1,5 m/s. 

Άρα  µόνο ο Β τροχός κυλίεται, αφού η ταχύτητα του σηµείου επαφής του µε το έδαφος είναι µηδενική. 

Αντίθετα ο τροχός Α ολισθαίνει και ο Γ «σπινάρει» (που σηµαίνει ότι έχουµε ξανά ολίσθηση στο ση-

µείο επαφής). 

ii)  Σηµειώνουµε ξανά τις ταχύτητες, όπως αναφέρθηκε προηγούµενα του σηµείου επα-

φής Α, του τροχού µε το έδαφος, όπως στο διπλανό σχήµα. Αλλά τότε βλέπουµε ότι η 

ταχύτητα του Α είναι: 

υΑ=υcm+ωR 

συνεπώς διάφορη από το µηδέν και ο τροχός ολισθαίνει. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι υcm=ωR=6m/s αλλά ο τροχός  δεν κυλίεται αφού οι δυο ταχύτητες έχουν την ί-

δια κατεύθυνση µε αποτέλεσµα υΑ=12m/s! ∆εν αρκεί να πούµε ότι ισχύει µια εξίσωση όπως υcm=ωR! 

 

Εφαρμογή 2η: 

Ο Α τροχός της παραπάνω εφαρµογής ακτίνας R1=0,3m, κινείται πάνω σε οριζό-

ντια πλατφόρµα µε ταχύτητα υcm=6m/s και γωνιακή ταχύτητα ω=15rαd/s. Η 

πλατφόρµα κινείται επίσης µε ταχύτητα V=1,5m/s. Κυλίεται ή ολισθαίνει ο τρο-

χός αυτός; 

Απάντηση: 
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Στο σχήµα έχουµε σχεδιάσει τις ταχύτητες του σηµείου επαφής Α. Και πάλι έ-

χουµε: 

υΑ=υcm-υγρ= υcm-ωR1=6m/s-15·0,3m/s=1,5m/s 

Αλλά ταχύτητα V=1,5m/s έχει και η πλατφόρµα.  

Συνεπώς αν πάρουµε το σηµείο Α του τροχού που έρχεται σε επαφή µε το σηµείο Α΄ 

της πλατφόρµας, βλέπουµε ότι τα δύο σηµεία έχουν ίσες ταχύτητες και κινούνται µαζί. 

∆εν υπάρχει µε άλλα λόγια σχετική κίνηση µεταξύ τους και ο τροχός κυλίεται, χωρίς να 

έχουµε κάποια ολίσθηση.  

Να σηµειωθεί ότι οι παραπάνω ταχύτητες, είναι αυτές που µετράει ένας ακίνητος παρατηρητής στο έδαφος. 

 

Εφαρμογή 3η: 

Ένας τροχός ακτίνας R=0,4m, κινείται πάνω σε µη λείο οριζόντιο επίπεδο Χ και 

κάποια στιγµή περνά στο λείο οριζόντιο επίπεδο Υ,  µε ταχύτητα υcm=6m/s και 

γωνιακή ταχύτητα ω=15rαd/s. 

Να εξετάσετε αν ο τροχός κυλίεται σε κάποιο επίπεδο. 

Απάντηση: 

Στο σχήµα έχουµε σχεδιάσει ξανά τις ταχύτητες του σηµείου επαφής Α. 

Και πάλι έχουµε: 

υΑ=υcm-υγρ= υcm-ωR=6m/s-15·0,4m/s=0 m/s 

Συνεπώς ο τροχός κυλίεται. 

Αλλά ακριβώς το ίδιο συµβαίνει και όταν ο τροχός περάσει στο λείο οριζόντιο επίπεδο. ∆εν πρόκειται να 

αλλάξει κάτι και ο τροχός θα συνεχίσει να κυλίεται. 

Με άλλα λόγια η κύλιση δεν συνδέεται µε το αν το επίπεδο είναι ή όχι λείο. 

 

 

Εφαρμογή 4η: 

Ένας τροχός µάζας 10kg ηρεµεί σε οριζόντιο επίπεδο Α µε το οποίο εµφανίζει 

συντελεστές τριβής µ=µs=0,5. Σε µια στιγµή ασκείται στον άξονά του µια σταθερή 

οριζόντια δύναµη F=60Ν. Μετά από λίγο ο τροχός εισέρχεται και συνεχίζει την 

κίνησή του σε δεύτερο λείο οριζόντιο επίπεδο Β.  

i)   Να υπολογίστε την τριβή που ασκείται στον κύλινδρο από το επίπεδο Α. 

ii)  Υπάρχει κάποια περιοχή όπου ο κύλινδρος κυλίεται; 

iii) Αν το Β επίπεδο δεν ήταν λείο, αλλά οι συντελεστές τριβής του κυλίνδρου µε αυτό ήταν µ1=µ1s=0,1, να 

εξετάσετε αν ο κύλινδρος µπορεί να κυλίεται στη διάρκεια της κίνησής του σε αυτό.  

∆ίνεται για τον τροχό Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 
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Απάντηση: 

i) Στο παρακάτω  σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στον τροχό. Θεωρώντας την κίνησή 

του σύνθετη, έχουµε µε εφαρµογή του 2ου νόµου του Νεύτωνα: 

Μεταφορική κίνηση: F-Τ=Μ·αcm (1) 

Στροφική κίνηση:   Στ=Ι·αγων → Τ·R= ½ ΜR2
·αγων  (2) 

Το ερώτηµα που ανακύπτει είναι, αν ο τροχός κυλίεται ή όχι και αυτό δεν το γνωρί-

ζουµε. Υποθέτουµε λοιπόν ότι κυλίεται (η κύλιση µπορεί να θεωρηθεί η πλέον «συνή-

θης» κίνηση ενός τροχού). Αλλά τότε θα ισχύει η γνωστή συνθήκη της κύλισης  

υcm=ω·R  ή  αcm=αγων·R   (3) 

Οι εξισώσεις (1), (2) και (3) αποτελούν ένα σύστηµα εξισώσεων, που επιλύουµε: 

 

.s/m4s/m
103

602

M3

F2
a 22

cm =
⋅

⋅
==  

Αλλά τότε η τριβή έχει µέτρο  Τ= ½ Μ·αcm= ½ 10·4Ν=20Ν. 

Είναι σωστή η υπόθεσή µας περί κύλισης; Υπολογίζουµε την µέγιστη τιµή της στατικής τριβής (την ο-

ριακή τριβή): 

Τορ=µs·Ν=µs·Μg=0,5·10·10Ν=50Ν 

Αυτό σηµαίνει ότι πριν αρχίσει να ολισθαίνει ο τροχός, µπορεί να ασκηθεί πάνω του στατική τριβή µέ-

τρου, µέχρι και 50Ν, ενώ η απαραίτητη τριβή για την παραπάνω κίνηση είναι 20Ν. Συνεπώς ο τροχός 

κυλίεται και η ασκούµενη τριβή είναι στατική µέτρου 20Ν. 

ii)  Με βάση το προηγούµενο ερώτηµα, ο τροχός κυλίεται στο Α επίπεδο. Τη στιγµή που ο τροχός φτάνει 

στο Β επίπεδο, κυλίεται, έχοντας µια ταχύτητα κέντρου µάζας υcm1 και µια γωνιακή ταχύτητα ω1 και ι-

σχύει υcm1=ω1R.   

Από εκεί και πέρα συνεχίζει να επιταχύνεται µεταφορικά, αφού ΣF=Μαcm2 → F=Μ·αcm2 συνεπώς η τα-

χύτητα του κέντρου µάζας αυξάνεται (υcm2=υcm1+αcm2∆t) , ενώ η γωνιακή ταχύτητα παραµένει σταθερή, 

αφού δεν ασκείται κάποια ροπή στον κύλινδρο, η οποία θα την µετέβαλε. 

 Αλλά τότε αν σχεδιάσουµε τις ταχύτητες του σηµείου επαφής Σ µε το επίπεδο, 

θα έχουµε ότι: 

υΣ=υcm2-υγρ=υcm2-ω1R=υcm2-υcm1=αcm2·∆t>0 

πράγµα που σηµαίνει ότι το σηµείο Σ έχει ταχύτητα προς τα δεξιά και ο τροχός 

ολισθαίνει. 

iii)  Με βάση την µελέτη στο i) ερώτηµα, για να µπορεί να κυλίεται σε οριζόντιο επίπεδο ο τροχός, είναι 

απαραίτητο να µπορεί να ασκηθεί πάνω του στατική τριβή, µέτρου 20Ν. Αλλά τώρα η οριακή τριβή µε-

ταξύ του τροχού και του Β επιπέδου είναι: 
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Τορ/Β=µs1·Ν=µs1·Μg=0,1·10·10Ν=10Ν 

Συνεπώς και πάλι, παρότι το επίπεδο δεν είναι λείο, ο τροχός θα ολισθαίνει. 

 

Εφαρμογή 5η: 

Ο τροχός της προηγούµενης εφαρµογής µάζας 10kg ηρεµεί σε οριζό-

ντιο επίπεδο µε το οποίο εµφανίζει συντελεστές τριβής µ=µs=0,2. Σε 

µια στιγµή ασκείται στον άξονά του µια σταθερή οριζόντια δύναµη 

F=15Ν. Μετά από 2s η δύναµη καταργείται. Στη συνέχει ο τροχός 

συναντά ένα κεκλιµένο επίπεδο µε το οποίο παρουσιάζει τον ίδιο συντελεστή τριβής.  

Να εξετάσετε αν ο τροχός κυλίεται, καθώς και αν ασκείται δύναµη τριβής στον τροχό: 

i) Στη διάρκεια της άσκησης της δύναµης F. 

ii) Μετά την κατάργηση της δύναµης F. 

iii) Κατά τη διάρκεια της ανόδου στο κεκλιµένο επίπεδο. 

∆ίνεται για τον τροχό Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2, ενώ για την κλίση του επιπέδου ηµθ=0,6 και συνθ=0,8. 

Απάντηση: 

i) ∆ουλεύοντας όπως στο i) ερώτηµα της προηγούµενης εφαρµο-

γής έχουµε: 

.s/m1s/m
103

152

M3

F2
a 22

cm =
⋅

⋅
==  

Αλλά τότε η τριβή έχει µέτρο  Τ= ½ Μ·αcm= ½ 10·1Ν=5Ν. 

Είναι σωστή η υπόθεσή µας περί κύλισης; Υπολογίζουµε την µέγιστη τιµή της στατικής τριβής (την ο-

ριακή τριβή): 

Τορ=µs·Ν=µs·Μg=0,2·10·10Ν=20Ν 

Συνεπώς ο τροχός κυλίεται κατά τη διάρκεια της άσκησης της δύναµης F. 

ii)  Μόλις πάψει να ασκείται η δύναµη F, το σηµείο επαφής του τροχού µε το έδαφος έχει µηδενική ταχύτη-

τα και αυτό δεν υπάρχει λόγος να αλλάξει. Συνεπώς ο τροχός θα συνεχίσει να κυλίεται, χωρίς να ασκεί-

ται πάνω του δύναµη τριβής. 

iii)  Μόλις ο τροχός αρχίσει να ανεβαίνει στο κεκλιµένο επίπεδο, εξαιτίας της συνιστώ-

σας wx θα αρχίσει να επιβραδύνεται συνεπώς θα µειώνεται η υcm. Αλλά τότε αν ε-

στιάσουµε στο σηµείο επαφής του µε το επίπεδο υγρ=ωR>υcm, δηλαδή το σηµείο αυ-

τό τείνει να αποκτήσει ταχύτητα αντίθετη της υcm. Αυτό όµως συνεπάγεται ότι θα 

ασκηθεί πάνω του τριβή, µε φορά προς τα πάνω, όπως στο διπλανό σχήµα. 

Θεωρώντας ξανά την κίνησή του σύνθετη, έχουµε µε εφαρµογή του 2ου νόµου του 

Νεύτωνα (δουλεύουµε µε τα µέτρα των µεγεθών): 

     Μεταφορική κίνηση: wx-Τ1 =Μ·αcm (1) 
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Στροφική κίνηση:   Στ=Ι·αγων → Τ1 ·R= ½ ΜR2
·αγων  (2) 

Υποθέτοντας ξανά ότι ο τροχός κυλίεται θα ισχύει ότι υcm=ω·R  ή  αcm=αγων·R   (3) 

Οι εξισώσεις (1), (2) και (3) αποτελούν ένα σύστηµα εξισώσεων, που επιλύουµε: 

 

.s/m4
3

6,0102
a 2

cm =
⋅⋅

=  

Αλλά τότε η τριβή έχει µέτρο  Τ= ½ Μ·αcm= ½ 10·4Ν=20Ν. 

Είναι σωστή η υπόθεσή µας περί κύλισης; Υπολογίζουµε την µέγιστη τιµή της στατικής τριβής (την ο-

ριακή τριβή): 

Τορ=µs·Ν=µs·Μg·συνθ=0,2·10·10·0,8Ν=16Ν 

Συνεπώς δεν µπορεί να ασκηθεί στατική τριβή µέτρου 20Ν στον τροχό και ο τροχός ολισθαίνει κατά 

την κίνησή του στο κεκλιµένο επίπεδο, ενώ δέχεται τριβή ολίσθησης παράλληλη µε την ταχύτητα µέ-

τρου 16Ν. 

 

 

Εφαρμογή 6η: 

Ο κύλινδρος του σχήµατος έχει ακτίνα R και µάζα 5kg και ηρεµεί σε οριζόντιο 

επίπεδο µε το οποίο παρουσιάζει συντελεστές τριβής µ=µs=0,2. Ο κύλινδρος έχει 

εγκοπή βάθους ½ R στην οποία έχει τυλιχθεί ένα αβαρές νήµα, στο άκρο Α του 

οποίου, κάποια στιγµή ασκούµε οριζόντια δύναµη F.  

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονα περιστροφής του, ο οποίος συνδέει τα κέντρα 

των δύο βάσεων Ι= ½ mR2. 

Να εξετάσετε αν ο κύλινδρος θα κυλίεται και αν πάνω του ασκηθεί δύναµη τριβής. 

Απάντηση: 

Ας δούµε τι ακριβώς θα συµβεί, µόλις ασκηθεί στον κύλινδρο, µέσω του νήµατος δύ-

ναµη F΄=F, όπως στο διπλανό σχήµα. 

Θεωρώντας την κίνησή του σύνθετη, έχουµε µε εφαρµογή του 2ου νόµου του Νεύτω-

να: 

Μεταφορική κίνηση:   F΄= F =Μ·αcm → 
M

F
acm =  

Στροφική κίνηση:    Στ=Ι·αγων →F · ½ R= ½ ΜR2
·αγων  → 

R

a

MR

F
a cm==γων  

Αλλά τότε το σηµείο επαφής Α, του κυλίνδρου µε το έδαφος έχει µηδενική επιτάχυν-

ση. Πράγµατι: 
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αΑ=αcm-αεπ=αcm-αγων·R =0 

Οπότε δεν πρόκειται να κινηθεί ως προς το έδαφος και να αποκτήσει κάποια ταχύτητα ολίσθησης. 

Αλλά τότε ο κύλινδρος αρχίζει να κυλίεται, χωρίς να ασκηθεί δύναµη τριβής πάνω του.  

 

Συµπέρασµα: 

∆εν πρέπει να συνδέεται η κύλιση µε την ύπαρξη ή όχι δύναµης τριβής.  

Κύλιση σηµαίνει ότι το σηµείο επαφής ενός τροχού µε την επιφάνεια, πάνω στην οποία πραγµατοποιείται η 

κίνηση,  δεν έχει σχετική ταχύτητα ως προς το αντίστοιχο σηµείο επαφής της επιφάνειας. 

Από την άλλη, η Τριβή είναι µια δύναµη, που πάντα «καιροφυλακτεί» να κάνει την εµφάνισή της. Αν θα 

εµφανιστεί ή όχι εξαρτάται αν υπάρχει σχετική κίνηση ή αν τουλάχιστον τείνει να υπάρξει κίνηση, µεταξύ 

των σηµείων επαφής των δύο επιφανειών. 

Υ λ ι κ ό  Φ υ σ ι κ ή ς - Χ η μ ε ί α ς  
Γιατί το να µοιράζεσαι ̟ράγµατα, είναι καλό για όλους… 

Επιµέλεια: 

∆ιονύσης Μάργαρης 

 

 

 

 

 


