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Μερικοί υπολογισμοί ροπής αδράνειας. 

Παρακάτω ας δούµε µερικά παραδείγµατα υπολογισµού της ροπής αδράνειας στερεών. 

Άσκηση 1η: 

Στα άκρα µιας αβαρούς ράβδου µήκους l=2m έχουν προσδεθεί δυο σηµειακές 

µάζες των 2kg, όπως στο σχήµα, δηµιουργώντας έτσι ένα στερεό S. Να υπο-

λογιστεί η ροπή αδράνειας του στερεού S, ως προς  τους άξονες: 

 i)  y1, ο οποίος είναι κάθετος στη ράβδο και περνά από το µέσον της ράβδου 

Μ. 

 ii)  παράλληλον άξονα y2 που περνά από το άκρο Α. 

  iii) άξονα z που περνά από το Μ και είναι κάθετος στο επίπεδο της σελίδας. 

  iv) τον άξονα x κατά µήκος της ράβδου. 

Απάντηση: 

i) Η ροπή αδράνειας του στερεού S είναι το άθροισµα Ι=ΣmiRi
2, που σηµαίνει: 
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Όπου η παρένθεση αναφέρεται στη ροπή αδράνειας της ράβδου. Αλλά από τη στιγµή που αυτή θεωρεί-

ται αβαρής, η παρένθεση είναι µηδενική και 
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ii) Με την ίδια λογική ως προς τον άξονα y2 έχουµε: 
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Εναλλακτικά µε χρήση του θεωρήµατος Steiner: 
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Όπου 24
1

kgmII ycm == αφού το κέντρο µάζας του στερεού είναι το µέσον της ράβδου Μ. Έτσι: 

.8144 22222

2
kgmmkgkgmMdII cmy =⋅+=+=  

iii) Ο άξονας z περνά επίσης από το κέντρο µάζας και είναι κάθετος στη ράβδο, οπότε και πάλι: 
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iv) Για τον άξονα x θα έχουµε επίσης: 
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Αφού οι αποστάσεις των σηµειακών µαζών από τον άξονα x είναι µηδενική. 

 Άσκηση 2η: 

Στο άκρο Α µιας οµογενούς ράβδου µάζας Μ=2kg και µήκους l=2m έχουµε 

δέσει µια σηµειακή µάζα m=2kg, όπως στο σχήµα, δηµιουργώντας έτσι ένα 
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στερεό S. Να υπολογιστεί η ροπή αδράνειας του στερεού S, ως προς  τους άξονες: 

  i)  y1, ο οποίος είναι κάθετος στη ράβδο και περνά από το µέσον της Μ. 

  ii)  παράλληλον άξονα y2 που περνά από το άκρο Α. 

  iii) παράλληλον άξονα y3 που περνά από το άκρο Β. 

  iv) Η ελάχιστη ροπή αδράνειας που µπορεί να εµφανίσει το στερεό ως προς άξονα y παράλληλο προς τους 

παραπάνω άξονες. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας ράβδου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το µέσον της 2
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 Απάντηση: 

i) Η ροπή αδράνειας του στερεού S είναι το άθροισµα Ι=ΣmiRi
2, που σηµαίνει: 
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Όπου η παρένθεση αναφέρεται στη ροπή αδράνειας της ράβδου, η οποία µας έχει δοθεί ότι είναι ίση µε 
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ii) Για τον άξονα y2 θα έχουµε: 
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2
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Όπου από το θεώρηµα των παραλλήλων αξόνων έχουµε: 

2
2

22
/ 3

1

212

1
l

l
l MMMMdII cmA =







+=+=ρ  

Έτσι µε αντικατάσταση στην (1) έχουµε: 
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Μπορούµε να διαπιστώσουµε την ισότητα των δύο παραπάνω ροπών αδράνει-

ας; Περίεργο; Αν θυµηθούµε ότι το κέντρο µάζας είναι το σηµείο στο οποίο 

θεωρούµε συγκεντρωµένη τη µάζα του στερεού, µήπως η κατάσταση είναι ό-

µοια µε το να είχαµε δυο υλικά σηµεία σε απόσταση 1m; Αλλά τότε η ροπή 

αδράνειας ως προς τους άξονες y1 και y2 δεν θα ήταν η ίδια, αφού m=Μ; 

iii) Με τον ίδιο τρόπο όπως προηγούµενα θα έχουµε: 
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iv) Το στερεό από όλους τους παραπάνω παράλληλους άξονες, θα παρουσιάζει τη 

µικρότερη ροπή αδράνειας, ως προς τον άξονα που περνά από το κέντρο µά-

ζας. Γιατί; Γιατί αυτό επιβάλει το θεώρηµα του Steiner: 2MdII cm += . Η 
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ελάχιστη ροπή αδράνειας θα είναι στην περίπτωση που d=0! 

Αλλά αν φανταστούµε, µε βάση το προηγούµενο σχόλιο, το στερεό ως ένα σύστηµα δύο σηµειακών µα-

ζών, το κέντρο µάζας του, θα είναι ένα σηµείο Κ, στο µέσον της ΑΜ. Έτσι θα έχουµε: 
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2

/ )( ρ+==  

Όπου για τη ράβδο: 
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Άσκηση 3η: 

Στα άκρα Α και Β µιας οµογενούς ράβδου µάζας Μ και µήκους l=2m έχουµε 

δέσει δύο σηµειακές µάζες m1 και m2=2kg, αντίστοιχα, όπως στο σχήµα, δη-

µιουργώντας έτσι ένα στερεό S. Η ροπή αδράνειας του στερεού S ως προς τον 

άξονα y, ο οποίος είναι κάθετος τη ράβδο, περνώντας από το σηµείο Κ, είναι 

Ι=4kgm2.   Να υπολογιστεί η ροπή αδράνειας του στερεού S1 που θα προκύψει αν αφαιρεθεί η µάζα m2, ως 

προς τον ίδιο άξονα y. 

Απάντηση: 

Η ροπή αδράνειας του στερεού S ως προς άξονα y είναι ίση µε το άθροισµα: 
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Όπου R1, R2 οι αποστάσεις των σηµειακών µαζών από το Κ και Ιρ/Κ η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς 

τον άξονα στο Κ. Αλλά τότε αντίστοιχα η ροπή αδράνειας του στερεού S1 θα είναι: 
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Συµπέρασµα: 

Το στερεό S µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελείται από το στερεό S1 και τη σηµειακή µάζα m2. Αλλά τότε θα 

µπορούσαµε να γράψουµε: 

2/1// mss yyy III +=  → 

2//1/ mss yyy III −=  

Άσκηση 4η: 

Ένας οµογενής δίσκος Α ακτίνας R=1m και µάζας Μ=8kg µπορεί να στρέφεται ως 

προς κατακόρυφο άξονα z που διέρχεται από το κέντρο του Ο, όπως στο σχήµα. 

i) Να υπολογιστεί η ροπή αδράνειας  του δίσκου ως προς τον παραπάνω άξονα. 

ii) Ένας δεύτερος δίσκος Β του ίδιου πάχους και από το ίδιο υλικό, έχει ακτίνα 

r=0,5m. Να υπολογιστεί η ροπή αδράνειας του δίσκου Β ως προς κάθετο άξονα 

y΄ που περνά από το κέντρο του Κ. 
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iii) Τοποθετούµε το δίσκο Β πάνω στον Α, όπως στο σχήµα και συγκολλώντας τον, δηµιουργούµε το στε-

ρεό S. Να υπολογιστεί η ροπή αδράνειας του στερεού S, ως προς τον άξονα y. 

y

O K
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iv) Από τον αρχικό δίσκο Α, αφαιρούµε ένα τµήµα του, κυκλικού σχήµατος, ακτίνας 

r=0,5m, οπότε αποµένει το υπόλοιπο τµήµα του, όπως στο σχήµα, ας το ονοµά-

σουµε S1. Να υπολογιστεί η ροπή αδράνειας του στερεού S1 ως προς τον άξονα 

y. 

∆ίνεται η ροπή  αδράνειας ενός δίσκου, ως προς κάθετο άξονα που περνάει από το 

κέντρο του 2

2

1
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 Απάντηση: 

i) Η ροπή αδράνειας του δίσκου Α ως προς τον άξονα y θα είναι: 
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ii) Με τον ίδιο τρόπο η ροπή αδράνειας του Β, ως προς τον άξονα y΄ είναι: 
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Αλλά αν x το πάχος των δίσκων, τότε η µάζα του Α δίσκου είναι: 
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Ενώ η αντίστοιχη του Β δίσκου: 
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Με διαίρεση των παραπάνω σχέσεων κατά µέλη παίρνουµε: 
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Οπότε η ζητούµενη ροπή αδράνειας  είναι: 
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iii) Για το στερεό S έχουµε: 

( ) .75,4)5,0225,0(4 22222
/// kgmkgmkgmmrIIIII BAyByAys =⋅++=++=+=  

iv) Το τµήµα που αφαιρούµε, είναι ένας δίσκος ίδιος µε τον Β! Αλλά τότε για τον αρχικό δίσκο Α, θα µπο-

ρούσαµε να γράψουµε: 
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Όπου .75,0)5,0225,0( 2222
/ kgmkgmmrII ByB =⋅+=+=  Οπότε: 

222
///1 25,375,04 kgmkgmkgmIII yByAys =−=−= . 

 

Υ λ ι κ ό  Φ υ σ ι κ ή ς - Χ η μ ε ί α ς  
Γιατί το να µοιράζεσαι ̟ράγµατα, είναι καλό για όλους… 

Επιµέλεια: 

∆ιονύσης Μάργαρης 

 


