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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ∆ΙΚΑΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΣΤΗΝ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ ΤΟΥ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ 
 
Ερώτηση 1η 
Α1. Μια οµογενής λεπτή δοκός ΑΒ ισορροπεί καθώς βρίσκεται σε επαφή µε τον τοίχο και το δάπεδο του 
σχήµατος. Οι αντιδράσεις του δαπέδου και του τοίχου µπορεί να είναι, όπως στο σχήµα :  
α. (Α) β. (Β) γ. (Γ) 
Α2. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
 

Ερώτηση 2η 
Β1.Στο δρόµο των 110m µετ΄ εµποδίων οι κανονισµοί προβλέπουν το ύψος του εµποδίου να είναι 
h=1,06m.Τα οριζόντια πέλµατα-αντίβαρα έχουν ρυθµιστεί έτσι ώστε, τα βάρη τους W=W΄=31,8Ν να 
ασκούνται σε απόσταση r=0,6m από τα σηµεία Ο και Ο΄ αντίστοιχα .Το µέτρο της οριζόντιας δύναµης F που 
πρέπει να ασκηθεί από έναν αθλητή στο µέσο Κ1 του πάνω άκρου της οριζόντιας δοκού του εµποδίου, η 
οποία όπως και τα υπόλοιπα τµήµατα του εµποδίου θεωρείται οµογενής, ώστε αυτό να  ανατραπεί , χωρίς να 
ολισθήσει, πρέπει να είναι µεγαλύτερο από:   
α.18Ν     β.36Ν      γ.72Ν 

 
Β2. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
Ερώτηση 3η 
Γ1. Η οµογενής και ισοπαχής ράβδος AB µήκους L =1m µόλις ισορροπεί µε το 
άκρο της Α σε επαφή µε το λείο οριζόντιο  δάπεδο  και το άκρο της Β σε  επαφή 
µε το άκρο υποστηρίγµατος ύψους h=0,5 m.Ο συντελεστής οριακής στατικής 
τριβής µστ,ορ µεταξύ υποστηρίγµατος και ράβδου είναι : 

α. 3     β.
3

2
   γ. 

3

3
 

Γ2. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
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Ερώτηση 4η 
∆1. Η οµογενής και ισοπαχής δοκός ΑΒ ισορροπεί στηριζόµενη 
στα λεία κεκλιµένα επίπεδα του σχήµατος γωνιών κλίσης 

o
φ̂ = 30  και θ̂ = 45o  ως προς το οριζόντιο έδαφος . Για τη  

γωνία (κλίση) α̂ ( α̂ 0≠ ) που σχηµατίζει η  δοκός µε την 
οριζόντια που διέρχεται από το Α , ισχύει: 

α.  ˆσφα = 3 1-     β. ˆεφα = 3 +1     γ. ˆσφα = 3 +1 
∆2. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
Να θεωρήσετε γνωστές όποιες από τις επόµενες τριγωνοµετρικές ταυτότητες  χρειαστείτε.                             
ηµ(α+β)=ηµασυνβ + ηµβσυνα, ηµ(α-β)=ηµασυνβ – ηµβσυνα , συν(α+β)=συνασυνβ-ηµαηµβ,                       
συν(α-β)=συνασυνβ+ηµαηµβ. 
 
Ερώτηση 5η 
Ε1. Σε οµογενή δακτύλιο µάζας m =0,5Kg και εξωτερικής 
ακτίνας R=0,4m έχει τοποθετεί σώµα µάζας m0 =2Kg . Το 
κέντρο µάζας  Κ του σώµατος απέχει από το κέντρο µάζας 
Ο του δακτύλιου απόσταση r=0,2m. Το σύστηµα 
ισορροπεί πάνω σε κεκλιµένο επίπεδο γωνίας κλίσης α̂ , 
µε ηµ α̂ =0,2 µε τη επίδραση δυνάµεων που θεωρούνται 
οµοεπίπεδες και σε θέση όπου η ακτίνα  του δακτύλιου 
που αντιστοιχεί στο κέντρο µάζας του σώµατος 
Κ ,σχηµατίζει µε την κατακόρυφη που διέρχεται από το 

κέντρο του δακτύλιου Ο , γωνία θ̂  ίση µε : 

α.  o30         β.  o45        γ.  o60  
Ε2. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
 
 
Ερώτηση 6η 
Στ1. Η οµογενής και αµελητέου πάχους πινακίδα  βάρους W 
και σχήµατος ορθογωνίου παραλληλογράµµου, έχει διαστάσεις 
α και β µε α=2β. Η γωνία Α της πινακίδας έχει συνδεθεί µε 
άρθρωση, ενώ η γωνία της Γ συνδέεται µε το ακλόνητο σηµείο 
Ζ µέσω νήµατος ΓΖ το οποίο σχηµατίζει µε την οριζόντια που 

διέρχεται από το Γ γωνία φ̂ µε 0< φ̂ < o90 . Όλες οι δυνάµεις 
που ασκούνται στην πινακίδα θεωρούνται οµοεπίπεδες. Το 
όριο θραύσης του νήµατος  έχει τιµή που επιτρέπει να 
υπάρχουν τιµές της γωνίας φ̂  για τις οποίες η  πινακίδα  

ισορροπεί, αρκεί για τη γωνία φ̂ να ισχύει: 

α. εφ φ̂ > 
1

2
      β. εφ φ̂ < 2     γ. εφ φ̂ >2   

 
Στ2. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
Α1. α 
Α2. Η δοκός ισορροπεί υπό την επίδραση τριών µη παράλληλων δυνάµεων, του 
βάρους W , της δύναµης από το δάπεδο FA και της δύναµης από τον τοίχο FΒ,  
εποµένως πρέπει οι φορείς τους να διέρχονται από το ίδιο σηµείο.  
Αυτό συµβαίνει µόνο στο σχήµα (Α), όπου οι φορείς των τριών δυνάµεων 
διέρχονται από το σηµείο Ο. 
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Β1. β 
Β2. Στο εµπόδιο  ασκούνται οι εξωτερικές δυνάµεις του βάρους του πάνω οριζόντιου τµήµατος W1, τα βάρη 
των κατακόρυφων τµηµάτων 2W  και 2W′ , τα βάρη των αντίβαρων W  και W′ , το βάρος του κάτω 

οριζόντιου τµήµατος (το οποίο δεν εφάπτεται στο στίβο) W3, οι κάθετες αντιδράσεις Ν και N′  από το στίβο, 
οι δυνάµεις στατικής τριβής Τστ και στ

Τ'  και η οριζόντια δύναµη F που ασκεί ο αθλητής µε τη λανθασµένη 

υπερπήδηση του εµποδίου. Από τις συνθήκες ισορροπίας του εµποδίου έχουµε: ΣFy=0:   

N+ N′ = W1+2 2W +2W +W3

′Ν=Ν
⇒ Ν= N′ = 1 3

2

W W
+ W  + W +

2 2
 (1). 

Από τη σχέση (1) προκύπτει ότι όταν το εµπόδιο ισορροπεί, τα µέτρα των δυνάµεων Ν= N′  παραµένουν 
σταθερά και ανεξάρτητα από την τιµή της οριζόντιας δύναµης F που τυχόν ασκεί ο αθλητής στο εµπόδιο. 
Από τη συνθήκη  (ως προς τον άξονα ΟΟ ) = 0Στ ′ , αν θεωρήσουµε θετικές τις ροπές που στρέφουν αντίθετα από τη  

φορά κίνησης των δεικτών του ρολογιού:  

-F h - N x -N′ x +W r + W′ r =0
W=W

Ν=Ν

′

′
⇒  F h + 2 N x =2W r από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι όσο 

αυξάνεται το µέτρο της F πρέπει να ελαττώνεται ο µοχλοβραχίονας x των Ν και N′ προκειµένου το εµπόδιο 
να παραµένει σε ισορροπία, αφού τα µέτρα των Ν και N′  παραµένουν σταθερά.  
Η ανατροπή του εµποδίου αρχίζει όταν οι Ν και N′  ασκούνται στα σηµεία Ο και Ο′  , δηλαδή οι 
µοχλοβραχίονες  τους µηδενίζονται, x=0 και  (ως προς τον άξονα ΟΟ )Στ ′ <0⇒  -F h +2W r < 0⇒  F h >2W r⇒     

F >
2Wr

h
⇒  F >

2 31,8 0,6

1,06

⋅ ⋅
⇒  F >36Ν. 

 
 
 
Γ1.  γ 
Γ2.  Η ισορροπία της ράβδου επιβάλλει και η αντίδραση ΒF

r
 του υποστηρίγµατος 

στη ράβδο να είναι κατακόρυφη, διότι σε άλλη περίπτωση κατά την οριζόντια 
διεύθυνση  ΣFx≠ 0. 
Η ράβδος µόλις ισορροπεί, δηλαδή ισορροπεί οριακά , άρα η στατική τριβή που 
δέχεται από το υποστήριγµα είναι  η οριακή στατική τριβή, Τστ,ορ για την οποία 
ισχύει Τστ,ορ =µστ.ορ ΝΒ (1) A
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Από το ορθογώνιο τρίγωνο 
∆

ΒΓΑ : ηµ φ̂ =
h

L
⇒  ηµ φ̂ =

1

2
⇒ φ̂ =30°.Η γωνία µεταξύ των BF

r
 και στ,ορΤ

r
 

είναι ίση µε φ̂ , διότι οι πλευρές τους είναι κάθετες.                                              

Άρα , στ,ορΤ
εφ30° =

Ν
Β

⇒ στ,ορΤ =Ν
Β
εφ30°(2). Από (1) και (2) : µστ.ορ= εφ30°=

3

3
. 

 
∆1. γ 
∆2. Η δοκός ισορροπεί υπό την επίδραση του βάρους W και 
των κάθετων αντιδράσεων FA και FB από τα κεκλιµένα επίπεδα. 
Θεωρούµε θετικές τις ροπές που στρέφουν αντίθετα από τη  
φορά κίνησης των δεικτών του ρολογιού, ως προς το κέντρο 
µάζας Κ που βρίσκεται στο µέσο της οµογενούς δοκού και από 
τη συνθήκη ισορροπίας Στ(Κ)=0, έχουµε : -FA x + FB y=0 (1).         

Οι γωνίες ˆ ˆΑΟΚ = φ = 30° και ˆ ˆΚΟΒ = θ = 45°(έχουν τις 
πλευρές τους κάθετες µε αυτές των γωνιών των κεκλιµένων 
επιπέδων).  

Από τα ορθογώνια τρίγωνα 
∆

OΓK  και 
∆

O∆K  αντίστοιχα  

x= (OΚ)ηµ o30  και y= (OΚ)ηµ45o  :                                      

Από την (1) :- FA(OA)ηµ o30 + FB(OA)ηµ45o =0⇒  

FA= FB 2 (2) 

Η γωνία ˆ ˆZΑΧ = φ = 30°  (εντός εναλλάξ των παραλλήλων ), άρα ˆΟΑΧ = 60° και ˆ ˆΟΑΚ = 60° -α , τέλος 

από το τρίγωνο ΑΟΒ
∆

: ˆˆ60° α 30° 45° +ΟΒΚ = 180− + + ° ⇒ ˆΟΒΚ = ˆ45°  α+ . 

Υπολογίζουµε εκ νέου τους µοχλοβραχίονες x και y από τα ορθογώνια τρίγωνα  
∆

Κ ΓΑ  και 
∆

Κ∆Β  
προκειµένου να εισάγουµε την γωνία α̂  στους υπολογισµούς µας και αντίστοιχα έχουµε ,  
x= (ΑΚ)ηµ(600- α) (3) , y= (ΒΚ)ηµ(450 +α) (4). 

Από  (1)    
(2)

(3),(4)
⇒ - FB 2 (AK) ηµ(600- α) +  FB(BK) ηµ(450 + α)=0 

(ΑΚ)=(ΒΚ)
⇒  

2  ηµ(600- α)= ηµ(450 + α) ⇒ 2 (
3

2
συνα -

1

2
ηµα)=

2

2
 συνα +

2

2
ηµα ⇒

3 -1
( )

2
συνα=ηµα 

ηµα 0≠
⇒ σφα=

2
( )

3 -1
⇒  σφα = 3 +1 

 
Παρατήρηση: 
Αν κάποιος ήθελε να αποφύγει την ασυνήθιστη χρήση της ίδιας σχέσης (Στ(Κ)=0) δύο φορές, θα έπρεπε να 
καταφύγει σε µία καθαρά γεωµετρική – τριγωνοµετρική διαδικασία, όπου από το πουθενά θα έπρεπε να 

αποφασίσει να εκφράσει το λόγο 
x

y
 µε δύο διαφορετικούς τρόπους.  

Ε1. α 
Ε2.  Στο σύστηµα οµογενής δακτύλιος – σώµα ασκούνται το βάρος W του δακτυλίου, το βάρος W0 του 
σώµατος, η στατική τριβή από το κεκλιµένο επίπεδο στο δακτύλιο Τστ, η κάθετη αντίδραση του κεκλιµένου 
επιπέδου Ν και οι εσωτερικές δυνάµεις του συστήµατος που έχουν σχέση δράσης – αντίδρασης, 

0στ
T και 

0στ
T'  από την εσωτερική επιφάνεια του δακτυλίου στο σώµα και από το σώµα στο δακτύλιο αντίστοιχα και 

οι κάθετες αντιδράσεις Ν0 και Ν'
0

 από το δακτύλιο στο σώµα και από το σώµα στο δακτύλιο αντίστοιχα. 

Από την ισορροπία του συστήµατος οµογενής δακτύλιος – σώµα και θεωρώντας ως θετικές τις ροπές που 
στρέφουν αντίθετα από τη  φορά κίνησης των δεικτών του ρολογιού έχουµε: 
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O στ 0
Στ Τ R - W x = 0= ⇒
( )

0  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο 
∆

OΓK :  
x=r ηµθ, άρα 

στ 0
Τ R = m g r ηµθ  (1). 

Αντίστοιχα για τις δυνάµεις που 
επιδρούν στο σύστηµα κατά τη 
διεύθυνση του κεκλιµένου επιπέδου 
έχουµε:  

(στη διεύθυνση του κεκλιµένου επιπέδου)
ΣF 0= ⇒                                                                                                       

x 0x στW W T 0+ − =  .Οι γωνίες 

µεταξύ των W και Wx,  W0 και W0x  
είναι   ίσες µε α̂ , διότι έχουν πλευρές 
κάθετες µε αυτές της γωνίας του 
κεκλιµένου επιπέδου.                                                                                                                                      

0 στ
mgηµα + m gηµα - Τ = 0⇒   

στ 0
Τ = (m + m )gηµα  (2).  

Από (1) και (2): 

0 0
R(m + m )g ηµα = m g r ηµθ ⇒

0 0

0 0

( )
m + m mR R

ηµθ = ηµα ηµθ = (1 + ) ηµα
m r m r

⇒

.  

Με αριθµητική αντικατάσταση ηµθ=(1+
0, 5

2
)

0, 4

0, 2
0,2⇒ηµθ=

1

2
⇒ θ̂ =30ο . 

 
Στ1. γ 
 
Στ2.  Στην οµογενή πινακίδα ασκούνται η δύναµη του 
βάρους W, η δύναµη από την άρθρωση στο Α, FΑ και η 
δύναµη από το νήµα στο Γ, Τ.  
Θεωρώντας θετικές τις ροπές που στρέφουν αντίθετα από 
τη  φορά κίνησης των δεικτών του ρολογιού από την 
ισορροπία της ράβδου θα έχουµε:  
 
 
 
 
1ος τρόπος 
Αναλύουµε τη δύναµη Τ στην οριζόντια συνιστώσα της Τx 
και στην κατακόρυφη συνιστώσα της Ty: 

α=2β

x y x yΣτ -W = 0 - W = 0
α α

- Τ β + Τ α - Τ 2α + Τ α
2 2( )

0
Α
= ⇒ ⇒ ⇒  

W
-W =

2(ηµφ - 2συνφ)

α
- Τ 2α συνφ + Τ ηµφ α = 0 Τ

2
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇒  (1).  

2ος τρόπος 

Αν z =(ΑΘ)= ο µοχλοβραχίονος της  δύναµης Τ  ως προς το Α, τότε Στ -W Τz = 0
α

2( )
0

Α
= ⇒ + (1α). 

 
Η γωνία φ̂  µεταφέρεται στο Η (εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων) και ως κατά κορυφήν στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΑΘΗ
�

, από το οποίο έχουµε z=(AH)ηµφ         (2α).  
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Όµως, (ΑΗ)=(ΑΒ)-(ΗΒ)=α-(ΗΒ) . Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΗΒΓ
�

: (ΗΒ)=
β

εφφ
. Άρα (ΑΗ)=α-

β

εφφ

α=2β

⇒   

(AH)=α-
2ασυνφ

ηµφ
(3α). Από (2α) και (3α) :    z=(α -

2ασυνφ

ηµφ
) ηµφ   ⇒   z =αηµφ-2ασυνφ (4α).  

                                                               

Από (1α ) και (4α): Τ(
α

-W αηµφ - 2ασυνφ) = 0
2

⇒+ Τ=
W

2(ηµφ - 2συνφ)
(1).  

 
Ποιόν τρόπο προτιµάτε;  
 
Επειδή η δύναµη από το νήµα µπορεί µόνο να έλκει την πινακίδα, Τ > 0 από τη σχέση (1) προκύπτει ότι 

συνφ

(ηµφ - 2συνφ) εφφ > 2
0

0
≠

> ⇒ . 
 
Παρατήρηση:  
Από τη διερεύνηση της σχέσης (1) προκύπτει ότι όταν εφφ=2, η Τ→ ∞ , δηλαδή πρακτικά το νήµα σπάει. 
Αντίστοιχα όταν εφφ < 2 ,η T < 0 και η πινακίδα δεν µπορεί να ισορροπεί συνδεδεµένη µε νήµα µε το 
σηµείο Ζ, διότι η δύναµη από νήµα µπορεί µόνο να έλκει και όχι να ωθεί. Σε αυτή την περίπτωση η 
ισορροπία της πινακίδας θα µπορούσε να επιτευχθεί, αν στη θέση του νήµατος ΓΖ τοποθετούσαµε άκαµπτη 
ράβδο συνδεδεµένη µε την πινακίδα , η οποία θα ωθούσε προς τα αριστερά. 
    

 
Ξ. Στεργιάδης 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  


