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Επαναληπτικά δύσκολα θέµατα 

5.1. Κυλιόµενος Οµογενής Κυκλικός ∆ίσκος και ΑΑΤ. 

Κατά µήκος οριζόντιας ευθείας (ε), µπορεί να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει, οµογενής κυκλικός δίσκος 

µάζας m και ακτίνας R. To κέντρο (c) του δίσκου συνδέεται µε σταθερό σηµείο Α, µέσω εκτατού νήµατος 

(γραµµικό ελατήριο σταθεράς k και φυσικού µήκους ℓ0=(AO)), όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

Επιπλέον το νήµα διέρχεται από σταθερό δακτύλιο (ο). 

 

Εάν αποµακρύνουµε τον κυκλικό δίσκο από τη θέση ισορροπίας του κατά x0 και τη χρονική στιγµή t=0 τον 

αφήσουµε ελεύθερο, να δείξετε ότι το κέντρο του δίσκου θα εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση περί της 

κατακόρυφου που διέρχεται από το δακτύλιο ο. Επίσης να βρεθούν: 

α) η περίοδος της ταλάντωσης. 

β) η εξίσωση της αποµάκρυνσης του κέντρου του κυκλικού δίσκου από τη θέση ισορροπίας ως συνάρτηση 

του χρόνου. 

γ) η χρονική εξίσωση της αλγεβρικής τιµής, της γωνιακής ταχύτητας του δίσκου. 

δ) η στροφική, µεταφορική και ολική κινητική ενέργεια του κυκλικού δίσκου ως συνάρτηση του χρόνου. 

ε) ο λόγος της στροφικής προς τη µεταφορική κινητική ενέργεια του δίσκου. 

στ) ο ρυθµός µεταβολής της στροφικής, µεταφορικής και ολικής κινητικής ενέργειας, όταν ο δίσκος 

διέρχεται από τη θέση x=x0/2. 

∆ίνεται �� =
�
�
��� 

 

5.2. Κυκλικός ∆ίσκος ο οποίος ∆έχεται Εξωτερική ∆ύναµη 

Ένας κυκλικός δίσκος µάζας m=4Kg και ακτίνας R=0,2m ισορροπεί σε οριζόντιο επίπεδο. Την χρονική 

στιγµή t=0, ασκείται στον κυκλικό δίσκο σταθερή οριζόντια δύναµη µέτρου F=15Ν & αρχίζει να κυλίεται 

χωρίς να ολισθαίνει (ο συντελεστής τριβής µ σε κάθε περίπτωση παίρνει την ελάχιστη δυνατή τιµή) κατά 

µήκος του οριζοντίου επιπέδου. Εάν ο φορέας της δύναµης βρίσκεται στο επίπεδο του δίσκου και απέχει 

απόσταση y από το οριζόντιο επίπεδο, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα:  
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i) Να προσδιορίσετε τις παρακάτω συναρτήσεις και να κατασκευάσετε τις αντίστοιχες γραφικές 

παραστάσεις. 

α) α=f(y)    β) T=f(y)   γ)µmin=f(y)  

ii)  Ποια η φόρα και ποιο το µέτρο της τριβής, όταν η δύναµη F ασκείται στα σηµεία C, Ρ; 

iii)  Σε πόση απόσταση (y) από το οριζόντιο επίπεδο πρέπει να ασκηθεί η δύναµη F, ώστε η συνολική 

δύναµη που δέχεται ο κυκλικός δίσκος από αυτό να είναι ίση µε το βάρος του; 

iv) Αν σε κάποια χρονική στιγµή η κινητική ενέργεια του κυκλικού δίσκου είναι Κ=90π J και η δύναµη F 

ασκείται σε απόσταση από το οριζόντιο επίπεδο ίση µε εκείνη που προκύπτει από το ερώτηµα 3, να 

προσδιορίσετε τον αριθµό των περιστροφών που έχει εκτελέσει ο κυκλικός δίσκος καθώς και το 

διάστηµα που έχει διανύσει ως αυτή τη χρονική στιγµή. 

∆ίνεται: Ι�		(κυκλικού	δίσκου) =


�
mr�, g = 10m s�⁄  

5.3. Οµογενής Κύλινδρος µε ∆εµένο Σχοινί Κίνηση σε Κεκλιµένο Επίπεδο. 

Οµογενής κύλινδρος µάζας m και ακτίνας R εφάπτεται επί κεκλιµένων δοκών και είναι τυλιγµένος µε 

αβαρές µη εκτατό σχοινί µεγάλου µήκους, όπως φαίνεται στο σχήµα. Στο ελεύθερο άκρο του σχοινιού έχει 

δεθεί σώµα (Σ) µάζας M=2m. 
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Το σύστηµα αρχικά ισορροπεί και το σχοινί είναι τεντωµένο. Την χρονική στιγµή t=0 ελευθερώνουµε το 

σύστηµα και ο κύλινδρος αρχίζει να κυλάει προς τα επάνω, χωρίς να ολισθαίνει. Θεωρώντας ότι το σχοινί 

παραµένει συνεχώς κατακόρυφο, να υπολογιστούν: 

i) η γωνιακή επιτάχυνση & η επιτάχυνση του κέντρου µάζας του κυλίνδρου, καθώς και η επιτάχυνση 

του σώµατος (Σ). 

ii)  η τάσης του νήµατος 

iii)  η στατική τριβή 

iv) η ελάχιστη τιµή του συντελεστή στατικής τριβής µ, ώστε ο κύλινδρος να κυλίεται χωρίς να 

ολισθαίνει. 

∆ίνεται: Ι� =


�
mR�,φ = π/6 

5.4.Τελικά ο ∆ίσκος θα Πέσει στο Πηγάδι 

∆υο οµογενείς ράβδοι ΚΛ (m1=3Kg, ℓ1=1m) & ΛΜ (m2=4Kg, ℓ2=1,5m), εκ των οποίων η ΛΜ φέρει στο 

άκρο της Μ καρφί αµελητέας µάζας, είναι ενωµένες στο κοινό τους άκρο Λ, έτσι ώστε να σχηµατίζουν ορθή 

γωνία �Λ� = 90��. Μεταξύ των δύο ράβδων, υπάρχει οµογενής κυκλικός δίσκος µάζας m=2Kg και ακτίνας 

R=√2 10⁄ m, o οποίος εξαρτάται από το κοινό σηµείο των ράβδων (σηµείο ένωσης) µέσω µη εκτατού 

νήµατος όπως φαίνεται στο σχήµα. Το σηµείο επαφής (Γ) µεταξύ του δίσκου και της ράβδου ΚΛ, απέχει 

από την άρθρωση (σηµείο Κ) απόσταση (5ℓ1)/6. 

 

Αρχικά η όλη διάταξη βρίσκεται σε ισορροπία (το άκρο Μ της ράβδου ΛΜ συνδέεται µε σταθερό σηµείο, 

µέσω µη εκτατού νήµατος), µε την ράβδο ΚΛ να σχηµατίζει γωνία φ" = 45� µε τη κατακόρυφο που 
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διέρχεται από το σηµείο Κ. Την χρονική στιγµή t = 0, σπάει το νήµα στο σηµείο Μ, και το όλο σύστηµα 

ράβδοι-κύλινδρος αρχίζει να περιστρέφεται χωρίς τριβές, περί οριζόντιο άξονα κάθετο στο επίπεδο ΚΛΜ, 

που διέρχεται από το άκρο Κ της ράβδου ΚΛ. Όταν το σύστηµα διαγράψει γωνία 90�, η ράβδος ΛΜ έρχεται 

σε επαφή µε το οριζόντιο επίπεδο και στερεώνεται. Την στιγµή που το σύστηµα ακινητοποιείται, το νήµα 

στο σηµείο Λ σπάει και ο δίσκος αρχίζει να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει κατά µήκος της ράβδου ΛΜ 

(σχηµατίζεται κεκλιµένο επίπεδο). 

Α. Αν η στατική τριβή µεταξύ της ράβδου ΛΜ και του δίσκου είναι Τ1, να υπολογιστούν: 

1. η τάση του νήµατος στο σηµείο Μ και η κατακόρυφη συνιστώσα της δύναµης που ασκεί η άρθρωση στο 

άκρο Κ της ράβδου ΚΛ. 

2. η ροπή αδράνειας του συστήµατος ως προς οριζόντιο άξονα, κάθετο στο επίπεδο ΚΛΜ, ο οποίος 

διέρχεται από το Κ. 

3. η αρχική (όταν κόβεται το νήµα στο σηµείο Μ) και η τελική (όταν η ράβδος ΛΜ στερεώνεται στο 

έδαφος) γωνιακή επιτάχυνση του συστήµατος. 

4. η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος, τη στιγµή που η ράβδος ΛΜ στερεώνεται στο έδαφος. 

5. η γραµµική ταχύτητα τους σηµείου Μ, τη στιγµή που η ράβδος ΛΜ στερεώνεται στο έδαφος. 

6. η ελάχιστη τιµή του συντελεστή στατικής τριβής µ1, ώστε ο δίσκος να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. 

7. η γωνιακή επιτάχυνση & η επιτάχυνση του κέντρου µάζας του κυκλικού δίσκου. 

8. η ταχύτητα του κέντρου µάζας του δίσκου, η γωνιακή του ταχύτητα, ο αριθµός των στροφών που έχει 

εκτελέσει και η κατακόρυφη µετατόπιση του, την στιγµή που φτάνει στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου. 

9. για το σύστηµα, τη στιγµή που η ράβδος ΛΜ στερεώνεται στο έδαφος, ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής 

ενέργειας και ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής,  

10. για το δίσκο, τη στιγµή που φτάνει στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου, οι ρυθµοί µεταβολής της 

στροφικής και µεταφορικής κινητικής ενέργειας, ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής και ο ρυθµός 

µεταβολής της ορµής. 

Β. Ο  κυκλικός δίσκος µόλις φτάσει στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου, περνά χωρίς απώλειες ενέργειας σε 

οριζόντιο επίπεδο, ενώ ταυτόχρονα δέχεται στο κέντρο µάζας του οριζόντια δύναµη F=5N µε φορά προς τα 

δεξιά. Στην συνέχεια µετά από απόσταση S=3m, ο δίσκος εγκαταλείπει το οριζόντιο επίπεδο ενώ 

ταυτόχρονα παύει να εφαρµόζεται η δύναµη F. 

1. Αν η στατική τριβή µεταξύ του δίσκου και του οριζοντίου επιπέδου είναι Τ2 και ο συντελεστής στατικής 

τριβής µ2=0,1, να εξετάσετε εάν ο δίσκος εκτελεί κύλιση χωρίς ολίσθηση, για όσο χρόνο βρίσκεται σε 

επαφή µε το οριζόντιο επίπεδο. 

2. Αν σε απόσταση d1=2m από το σηµείο που ο δίσκος εγκαταλείπει το οριζόντιο επίπεδο, υπάρχει πηγάδι 

διαµέτρου r=1m, να εξετάσετε αν ο δίσκος θα πέσει στο πηγάδι. Επιπλέον το πηγάδι βρίσκεται σε 

απόσταση d2=1m, κάτω από το οριζόντιο επίπεδο. 

∆ίνεται: Ι�		(ράβδου) =



�
mℓ� , Ι�		(δίσκου) =



�
mr�, g = 10m s�⁄ , √2 = 1,4 

5.5.Και αν κινείται και η βάση; 
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Στην παραπάνω διάταξη η σανίδα Σ 

8 kg και για την τροχαλία δίνονται Μ

µε αβαρές νήµα το οποίο περνά από

ελατηρίου σταθεράς Κ = 160 Ν / m

βρίσκεται  καρφωµένο στη σανίδα

τεντωµένο και το ελατήριο στο φυσικό

δύναµη που φαίνεται στο σχήµα , µε µέτρο

φυσικό του µήκος , ώστε F = 320 

επιτάχυνση και το νήµα δεν ολισθαίνει

i) Να υπολογίσετε την επιτάχυνση των

ii)  Τη χρονική στιγµή που το µέτρο της

τροχαλίας . 

iii)  Τη χρονική στιγµή t = 
2

5
 s , καταργούµε

τη σανίδα . Να υπολογίσετε το πλάτ

iv) Όταν το Σ 2 βρεθεί στη µέγιστη θετική

επιδρά δύναµη απόσβεσης της µορφής

µε το χρόνο . Θεωρούµε ότι η περίοδος

ελεύθερης αµείωτης ταλάντωσης

δύναµης απόσβεσης είναι  –  
128

975

5.6. Μια …άλλη ταλάντωση στερεού

Επαναληπτικά

www.ylikonet.gr 

σανίδα Σ 1 έχει µάζα m 1 = 21 kg και µεγάλο µήκος , το σώµα

δίνονται Μ = 2 kg , I = M R 2 / 2 . Τα σώµατα Σ 1 , Σ 2 είναι

περνά από περιφέρεια της τροχαλίας και το Σ 2 δεµένο στο

m ,του οποίου το άλλο άκρο είναι ακλόνητα δεµένο

στη σανίδα . Τριβές δεν υπάρχουν . Αρχικά το σύστηµα

ελατήριο στο φυσικό του µήκος . Τη στιγµή t = 0 ασκούµε στη σανίδα

σχήµα , µε µέτρο που µεταβάλλεται µε την παραµόρφωση 

= 320 d + 7,5 ( S I ) . Παρατηρούµε ότι τα σώµατα κινούνται

δεν ολισθαίνει στην περιφέρεια της τροχαλίας . 

επιτάχυνση των σωµάτων Σ 1 , Σ 2 .  

που το µέτρο της δύναµης είναι 71,5 Ν , να υπολογίσετε την κινητική

, καταργούµε τη δύναµη , κόβουµε το νήµα και ακινητοποιούµε

υπολογίσετε το πλάτος της α α τ που θα εκτελέσει το σύστηµα  ελατηρίου

στη µέγιστη θετική αποµάκρυνση από τη θέση ισορροπίας του

απόσβεσης της µορφής F / = - b υ , οπότε το πλάτος της ταλάντωσης

Θεωρούµε ότι η περίοδος της φθίνουσας ταλάντωσης είναι ίση

ταλάντωσης του συστήµατος .Μετά από 5 πλήρεις ταλαντώσεις

128

975
 J . Να υπολογίσετε τη σταθερά Λ της ταλάντωσης

ταλάντωση στερεού. 

 

Α Γ

∆
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µήκος το σώµα Σ 2  έχει µάζα m 2 = 

είναι δεµένα µεταξύ τους 

δεµένο στο άκρο του ιδανικού 

ακλόνητα δεµένο στο στέλεχος που 

το σύστηµα ηρεµεί µε το νήµα  

ασκούµε στη σανίδα την οριζόντια 

ρφωση d του ελατηρίου από το 

τα σώµατα κινούνται µε σταθερή 

υπολογίσετε την κινητική ενέργεια της 

νήµα και ακινητοποιούµε ακαριαία 

σύστηµα  ελατηρίου – Σ 2 

ισορροπίας του ( t = 0 ),αρχίζει να 

της ταλάντωσης µειώνεται εκθετικά 

ταλάντωσης είναι ίση µε την περίοδο της 

πλήρεις ταλαντώσεις, το έργο της 

της ταλάντωσης . 
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Η οµογενής ράβδος ΑΓ µάζας Μ=30kg και µήκους 2m µπορεί να στρέφεται γύρω από άρθρωση στο άκρο 

της Α και ισορροπεί οριζόντια δεµένη στο σηµείο ∆, όπου (Α∆)=1,25m,  µε κατακόρυφο νήµα και στο άκρο 

της Γ µε κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς k=200Ν/m. Στη θέση αυτή η τάση του νήµατος είναι ίση µε 160Ν. 

i)   Να βρεθεί η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου. 

ii) Σε µια στιγµή κόβουµε το νήµα και η ράβδος αρχίζει να στρέφεται. Το πάνω άκρο του ελατηρίου 

συνδέεται µε µια µικρή «ροδίτσα» σε εγκοπή, µε αποτέλεσµα το ελατήριο να παραµένει συνεχώς 

κατακόρυφο.  

α) Να βρεθεί η µέγιστη γωνία που θα διαγράψει η ράβδος πριν σταµατήσει  στιγµιαία. 

β) Ποιος ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής της στη 

παραπάνω θέση; 

iii)  Να υπολογιστεί η µέγιστη γωνιακή ταχύτητα της ράβδου κατά τη διάρκεια της κίνησής της. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής της Ι= 1/3 Μℓ
2 και g=10m/s2. 

5.7. Ολίσθηση ράβδου 

Μια ράβδος µάζας m και µήκους L στέκεται κατακόρυφη πάνω σε λείο 

οριζόντιο δάπεδο. Επειδή η θέση ισορροπίας είναι ασταθής, εκτρέποντας 

ελαφρώς τη ράβδο αυτή αρχίζει να πέφτει περιστρεφόµενη και ενώ το ένα της 

άκρο είναι πάντα σε επαφή µε το δάπεδο. Να βρείτε την γωνιακή ταχύτητα της 

ράβδου τη στιγµή που πέφτει στο έδαφος. ∆ίνεται η επιτάχυνση της 

βαρύτητας g, ενώ για τη ράβδο 21
I

12cm mL= .  

5.8.. Μια πραγµατικά σύνθετη άσκηση 

Στο παρακάτω σχήµα η ράβδος ΑΓ έχει  µάζα Μ=2kg  και µήκος L=6m ισορροπεί οριζόντια  µε τη βοήθεια 

καρφιού που βρίσκεται σε απόσταση l=2m από το ένα της άκρο της Α. Στο άκρο Α υπάρχει κολληµένο 

πάνω στη ράβδο σώµα µάζας Μ2. 
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Πάνω στην ίδια κατακόρυφο µε την άλλη άκρη Γ της ράβδου υπάρχει  κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς 

Κ=200π2
Ν/m µε την πάνω άκρη του στερεωµένη. Στο άλλο άκρο του ελατηρίου είναι δεµένο σώµα µάζας 

m1=0,5kg στο άκρο του οποίου είναι δεµένη οριζόντια ελαστική χορδή πάνω στην οποία µπορεί να διαδοθεί 

εγκάρσιο αρµονικό κύµα µε ταχύτητα U=2 m/sec.Mέσω ενός δεύτερου  κατακόρυφου νήµατος το σώµα  

µάζας m1 συνδέεται µε δεύτερο σώµα µάζας m2=0,5kg.Το σώµα µάζας m2 απέχει κατακόρυφη απόσταση 

από το άκρο Γ της ράβδου ύψος Η=1,25m. Στo σώµα µάζας m1 υπάρχει ηχητική πηγή αρµονικών ήχων 

συχνότητας Fs=680Hz ενώ στο σώµα µάζας m2 υπάρχει ανιχνευτής ηχητικών κυµάτων. Κάποια στιγµή το 

κατακόρυφο νήµα κόβεται και τo σώµα µάζας m2 συγκρούεται πλαστικά µε την ράβδο. Να βρεθούν: 

A    H µάζα Μ2 

Β)   Να βρεθεί η εξίσωση που περιγράφει την συχνότητα που καταγράφει ο ανιχνευτής ήχων που βρίσκεται 

στο σώµα µάζας m2 µέχρι την στιγµή που αυτή συγκρούεται πλαστικά µε την ράβδο και να βρεθεί η 

συχνότητα του ανιχνευτή  ελάχιστα πριν την κρούση. 

Γ)   Η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος  αµέσως µετά την πλαστική καθώς και η συχνότητα που 

καταγράφει ο ανιχνευτής αµέσως µετά την πλαστική κρούση  αν υποθέσουµε ότι η κρούση ήταν 

ακαριαία.  

∆)  Η µορφή της οριζόντιας ελαστικής  χορδής την στιγµή που γίνεται η πλαστική κρούση. 

∆ίνεται για την ράβδο Ιcm=1/12 M·L2  η ταχύτητα του ήχου υηχ=340m/sec  το g=10m/sec2   και  π2=10. Ολα 

τα σώµατα εκτός της ράβδου να θεωρηθούν σηµειακά. 

5.9. Κυκλικός δίσκος επιβραδύνεται από ∆υο Αβαρής Ράβδους 

Κυκλικός δίσκος ακτίνας R και µάζας m, περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω0 (η τριβή στον 

άξονα περιστροφής θεωρείται αµελητέα). Προκειµένου να επιβραδύνουµε το κυκλικό δίσκο, 

χρησιµοποιούµε αβαρής ράβδους µήκους ℓ, όπου στο άκρο της καθεµίας, τη χρονική στιγµή t=0 ασκείται 

δύναµη F. Οι δυνάµεις αυτές ασκούνται µέσω δύο όµοιων ελατηρίων, σταθεράς k και φυσικού µήκους ℓ0, 

όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα (τα ελατήρια έχουν την ίδια συσπείρωση x). 

FFFF
r

FFFF
r
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Αν ο συντελεστής τριβής µεταξύ ράβδου (ρ1) και κυκλικού δίσκου είναι µ1, ενώ µεταξύ ράβδου (ρ2) και 

δίσκου είναι µ2, µε µ1>µ2, και η κατακόρυφη συνιστώσα της δύναµης που ασκεί η άρθρωση στο άκρο Β της 

ράβδου (ρ2) είναι Νy, να υπολογιστούν: 

α) η συσπείρωση x των ελατήριων και οι κάθετες αντιδράσεις που δέχονται οι ράβδοι από τον κυκλικό 

δίσκο, στα σηµεία Κ και Μ. Επίσης να δείξετε Τ1(2d)>Τ2(3Rσυνφ). 

β) η γωνιακή επιτάχυνση (επιβράδυνση) του κυκλικού δίσκου. 

γ) η χρονική στιγµή, κατά την οποία ο κυκλικός δίσκος σταµατάει να κινείται. 

δ) ο αριθµός των περιστροφών που εκτελεί ο δίσκος, µέχρι να µηδενιστεί η γωνιακή του ταχύτητα. 

ε) το έργο των ροπών των δυνάµεων που επιβραδύνουν το δίσκο, µέχρι να σταµατήσει να κινείται. 

στ) το πόσο της θερµικής ενέργειας που εκλύεται, όταν ο δίσκος έχει εκτελέσει n1 περιστροφές. 

ζ) ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας του δίσκου, κατά τη χρονική στιγµή που ω=ω0/4. 

η) ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του δίσκου. 

θ) η συνολική στιγµιαία ισχύς των ροπών των δυνάµεων που επιβραδύνουν το κυκλικό δίσκο, τη χρονική 

στιγµή κατά την οποία γίνεται ω=ω0/3. 

ι) η µέση συνολική ισχύς των ροπών των δυνάµεων που επιβραδύνουν το κυκλικό δίσκο. 

κ) το ρυθµό µε τον οποίο πρέπει να προσφέρουµε ενέργεια στο δίσκο, ώστε η ταχύτητα του να παραµένει 

αµετάβλητη. 

∆ίνεται IC=(1/2)mR2, α=d/3 

5.10.  Ισορροπία Συστήµατος το οποίο Περιλαµβάνει ∆υο Ράβδους 

Στη διάταξη του παρακάτω σχήµατος οι ράβδοι ΑΒ & ΒΓ έχουν µάζα m=0,2Kg η κάθε µια & µήκη  ℓ1, ℓ2 

αντίστοιχα. Αν το όλο σύστηµα ισορροπεί µε τη βοήθεια οριζόντιας δύναµης F=√3N, όπως φαίνεται στο 

παρακάτω σχήµα, να προσδιοριστούν:  

1. οι γωνίες θ1 και θ2. 

2. η δύναµη που ασκεί η άρθρωση στο άκρο Α της ράβδου ΑΒ. 
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5.11.  Κρεµασµένοι στα λάστιχα του bungee jumping. 

Ο Γιώργος ζυγίζει 90 kg και κρέµεται από ένα λάστιχο του bungee jumping. 

Η Μαρία κρέµεται από ένα όµοιο λάστιχο έτσι ώστε να είναι στο ίδιο ύψος µε τον 

Γιώργο. ∆ύο φίλοι τους τούς θέτουν σε ταλάντωση ανεβάζοντας τη Μαρία 1 m, 

κατεβάζοντας  1 m τον Γιώργο και αφήνοντάς τους ελεύθερους. 

Ο Γιώργος βλέπει ότι η Μαρία ταλαντεύεται µε πλάτος µεταβλητό. Νοµίζει ότι µεταξύ 

δύο διαδοχικών διαβάσεων της Μαρίας από µπροστά του µεσολαβεί χρόνος 1 s. Επίσης 

Βλέπει τη Μαρία να ακινητοποιείται στιγµιαία κάθε 5 s. 

Πόση είναι η µάζα της Μαρίας; 

5.12. Συνάντηση Ταλαντωτών. 

∆υο όµοιοι αρµονικοί ταλαντωτές ταλαντώνονται χωρίς απόσβεση µε 

περιόδους 12 s.  

Εκτρέποµε τον πορτοκαλί κατά 0,1 m και τον θαλασσί κατά 0,2 m. 

Αφήνουµε ελεύθερο τον θαλασσί και µετά από 4 s τον πορτοκαλί. 

Ποιες χρονικές στιγµές συναντώνται. Λέγοντας συναντώνται εννοούµε ότι 

βρίσκονται στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο. 

Σε ποιες θέσεις; 

5.13.  Ταλάντωση πάνω σε κινούµενη πλατφόρµα. 

Σώµα Σ µάζας m=1kg είναι, αρχικά, ακίνητο πάνω σε λεία πλατφόρµα  Π µάζας M=10kg που είναι, αρχικά, 

ακίνητη πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο. 

Το σώµα είναι δεµένο στο άκρο ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k=11N/m, το άλλο άκρο του οποίου είναι 

δεµένο στο ένα άκρο της πλατφόρµας,  και στο άκρο ιδανικού νήµατος, το άλλο άκρο του οποίου είναι 

δεµένο στο άλλο άκρο της πλατφόρµας. 

Αρχικά το ελατήριο είναι επιµηκυµένο κατά ∆lo= 10 /10m. 

                                                   Σ 

 

 

 

 

Κάποια χρονική στιγµή που θεωρείται αρχή των χρόνων κόβεται το νήµα. 

i) Να βρεθούν: 

α. η µέγιστη ταχύτητα που θα αποκτήσει κάθε σώµα 

β. η µετατόπιση κάθε σώµατος ώσπου η ταχύτητά του να γίνει µέγιστη  

ii)  Να δειχτεί ότι κάθε σώµα θα πραγµατοποιήσει γραµµική αρµονική ταλάντωση 

iii)  Να βρεθεί η περίοδος της ταλάντωσης κάθε ταλάντωσης 

iv) Να γραφούν οι εξισώσεις κίνησης κάθε σώµατος 

Π 
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5.14. Εξαναγκασµένη ταλάντωση. Όταν ο διεγέρτης είναι µια ταλάντωση. 

Το οµογενές τραπέζι ενός εργαστηρίου πειραµάτων Φυσικής, όπως αυτό του 

σχήµατος, έχει µάζα Μ και συνδέεται µέσω δύο ιδανικών ελατηρίων 

σταθεράς k µε κινητό δάπεδο. Το δάπεδο συγκρατείται ακίνητο ως προς το 

έδαφος και το σύστηµα ισορροπεί. Εκτρέπουµε κατακόρυφα το τραπέζι από 

τη θέση ισορροπίας του και το αφήνουµε ελεύθερο.  

Α.Να δείξετε ότι το τραπέζι εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση και να 

υπολογίσετε τη γωνιακή συχνότητά της ω0.  

Β. Συνδέουµε το τραπέζι µε µηχανισµό επιβράδυνσης ο οποίος ασκεί στο τραπέζι δύναµη της µορφής F′=-

bυ, όπου b = η σταθερά απόσβεσης και υ = η ταχύτητα του τραπεζιού. Με κατάλληλο µηχανισµό θέτουµε 

το δάπεδο σε αµείωτη αρµονική ταλάντωση µε εξίσωση y=Aηµωt.  

Β1. Να δείξετε ότι η εξαναγκασµένη ταλάντωση που θα εκτελέσει το τραπέζι, όταν αποκατασταθεί η 

µόνιµη κατάσταση, είναι ίδια µε αυτήν που θα εκτελούσε, αν σ’ αυτό επιδρούσε εξωτερική 

περιοδική δύναµη (διεγέρτης) της µορφής Fδ=F0δ ηµ(ωt+θ). Να προσδιορίσετε τις τιµές των F0δ και θ. 

Β2. Αυξάνοντας τη γωνιακή συχνότητα ταλάντωσης του δαπέδου ω, παρατηρούµε ότι το πλάτος της 

εξαναγκασµένης ταλάντωσης που εκτελεί το τραπέζι Ατρ αυξάνεται σε σχέση µε µία αρχική τιµή, 

µεγιστοποιείται και στη συνέχεια ελαττώνεται. Με βάση το συµπέρασµα του προηγούµενου 

ερωτήµατος να υπολογίσετε το πλάτος της εξαναγκασµένης ταλάντωσης του τραπεζιού Ατρ σε 

συνάρτηση µε την γωνιακή συχνότητα ω, αφού θεωρήσετε ότι η εξίσωση της εξαναγκασµένης 

ταλάντωσης που εκτελεί το τραπέζι είναι της µορφής x=Ατρηµωt. Να διερευνήσετε τη σχέση µεταξύ 

του πλάτους Ατρ και του πλάτους Α της ταλάντωσης που εκτελεί το δάπεδο, για τις διάφορες δυνατές 

τιµές της γωνιακής συχνότητας ω. Να σχεδιάσετε ποιοτικά τη γραφική παράσταση Ατρ=f(ω), στην 

οποία να απεικονίζεται και η τιµή του πλάτους ταλάντωσης του δαπέδου Α. 

Γ. Στο τραπέζι πρόκειται να τοποθετήσουµε µια ευαίσθητη συσκευή Laser, την οποία  θέλουµε να 

προφυλάξουµε από ταλαντώσεις µεγάλου πλάτους. Από πειραµατικές µετρήσεις  γνωρίζουµε ότι για την 

προστασία της συσκευής ,είναι επιθυµητή  για το τραπέζι τιµή ιδιοσυχνότητας f0 =1Hz .Αν η σταθερά 

των ελατηρίων είναι k=800N/m,  να υπολογιστεί η µάζα Μ του τραπεζιού. Για ποιες τιµές της 

συχνότητας f  της ταλάντωσης του δαπέδου η συσκευή είναι ασφαλής; Ποιος ο ρόλος της µάζας Μ του 

τραπεζιού στην απόσβεση – εξασθένιση  του πλάτους των ταλαντώσεων που εκτελεί το τραπέζι ;Ποιος ο 

ρόλος της τιµής του παράγοντα απόσβεσης 
b

M
; Να θεωρήσετε ως 

θετική φορά για την αποµάκρυνση του τραπεζιού την αντίθετη του 

βάρους. ∆ίνονται : ηµ(α+β)= ηµασυνβ+ηµβσυνα ,  π2=10 , 2 = 1, 4,  

5.15.  ∆ύο δίσκοι, µια ράβδος και ένα ελατήριο 

Στην διάταξη στου σχήµατος εικονίζονται µια ράβδος µάζας Μ, δύο 
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δίσκοι ακτίνας R και µάζας m και ένα ιδανικό ελατήριο σταθεράς k. 

Αρχικά το σύστηµα βρίσκεται σε ισορροπία. 

Ανυψώνουµε την ράβδο τόσο ώστε το ελατήριο να αποκτήσει το φυσικό του µήκος και την αφήνουµε 

ελεύθερη να κινηθεί.  

Η κίνηση γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε οι δίσκοι να µην ολισθαίνουν ούτε στην ράβδο ούτε στα πλευρικά 

τοιχώµατα. 

Α) Να αποδείξετε ότι στην θέση ισορροπίας η δύναµη που ασκεί το ελατήριο στην ράβδο είναι ίση µε το 

βάρος της ράβδου αυξηµένο κατά το ηµιάθροισµα των βαρών των δύο δίσκων. 

Β) Να αποδείξετε ότι οι δύο δίσκοι περιστρέφονται µε αντίθετες γωνιακές ταχύτητες  

Γ) Να αποδείξετε ότι η ράβδος θα εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση της οποίας να βρείτε την περίοδο. 

∆) Να βρεθεί η ενέργεια που προσφέραµε για να ανεβάσουµε την ράβδο στην θέση µέγιστης 

αποµάκρυνσης 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας λεπτού οµογενούς κυλίνδρου µάζας  m και ακτίνας R ως προς άξονα κάθετο στο 

επίπεδό του διερχόµενο από το κέντρο του 21
I mR

2
=  

5.16. Μια ράβδος γλιστρά στις πλευρές ορθής γωνίας 

Ορθή γωνία xOy βρίσκεται σε κατακόρυφο επίπεδο και οι πλευρές της 

Ox και Oy είναι οριζόντια και κατακόρυφη αντιστοίχως. Μια λεπτή 

οµογενής ράβδος ΑΒ µήκους L και µάζας m µπορεί να κινείται χωρίς 

τριβές µε τα άκρα της σε επαφή µε τις πλευρές της γωνίας. Αρχικά η 

ράβδος είναι ακίνητη και ο άξονάς της είναι κατακόρυφος. Αφήνουµε 

την ράβδο ελεύθερη να κινηθεί. 

Α) Να βρεθούν συναρτήσει της γωνίας φ που σχηµατίζει η ράβδος µε 

την πλευρά Oy της γωνίας xOy. 

i) Η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου 

ii)  Η γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου 

iii)  Οι δυνάµεις που δέχεται η ράβδος από τις πλευρές της γωνίας 

Β) Να βρεθεί η γωνία φ για την οποία η ράβδος χάνει την επαφή της µε την πλευρά Oy. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας λεπτής οµογενούς ράβδου µάζας m και µήκους L ως προς άξονα που διέρχεται 

από το µέσον της και είναι κάθετος σε αυτήν 21
mL

12
Ι = . 

5.17. Ένα βαγόνι σε κατηφόρα 

Ένα βαγόνι µάζας Μ έχει τέσσερις τροχούς. Ο κάθε τροχός έχει µάζα m. Το βαγόνι βρίσκεται πάνω σε 

κεκλιµένο επίπεδο γωνίας θ και αφήνεται ελεύθερο από την ακινησία να κυλήσει πάνω στο επίπεδο.  

Να βρεθούν: 

i) Η επιτάχυνση που αποκτά το σύστηµα. 
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ii)  Ποια η τιµή του λόγου Μ/m ώστε η επιτάχυνση που υπολογίσαµε να διαφέρει κατά 10% από την 

επιτάχυνση που θα αποκτούσε το σύστηµα, αν ολίσθαινε χωρίς κύλιση πάνω στο επίπεδο. 

Για τον τροχό Ι= ½ mr2. 

ΣΜΑ 1964 

5.18.  Κύλιση σε τεταρτοκύκλιο και ταλάντωση 

Από την κορυφή ενός κατακόρυφου τεταρτοκυκλίου ακτίνας  R=1,95m  αφήνουµε  ελεύθερη µία σφαίρα 

µάζας Μ=2Κg και ακτίνας  r=0,2m.  H σφαίρα έχει περασµένη συµµετρικά,  µία αβαρή βελόνα µήκους L>2r  

η οποία είναι οριζόντια και περνάει από το κέντρο της σφαίρας. Η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει 

πάνω στο τετρτοκύκλιο και την στιγµή t=0  µπαίνει σε οριζόντιο επίπεδο και αφού διανύσει οριζόντια 

απόσταση S=10m συναντάει χωρίς απώλεια ενέργειας  ταυτόχρονα  δύο   oριζόντια ελατήρια σταθεράς 

Κ=1750N/m  που απέχουν µεταξύ τους απόσταση L. Αν σε όλη την διάρκεια της κίνησης της σφαίρας η 

σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει  να βρεθούν: 

 

Α)   Η µέγιστη συσπείρωση των ελατηρίων 

Β)  Ο χρόνος που το κέντρο µάζας της σφαίρας κινείται ευθύγραµµα 

Γ)  Η γραφική παράσταση της γωνιακής ταχύτητας σε συνάρτηση µε το χρόνο για όσο χρόνο η σφαίρα 

κινείται ευθύγραµµα. 

5.19.  Ζήτηµα 4ο:   Ο ποδηλάτης. 

 

 

υο 
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Ο ποδηλάτης του σχήµατος κινείται σε οριζόντιο δρόµο και βλέπει µπροστά του κάποιο εµπόδιο. Μόλις 

όµως πάει να φρενάρει, κόβεται το συρµατόσκοινο του πίσω φρένου. Αν το µέτρο της ταχύτητάς του είναι 

υο = 20m/s τη στιγµή που συµβαίνει αυτό, να υπολογίσετε την ελάχιστη απόσταση που χρειάζεται, 

φρενάροντας µόνο µε το µπροστινό φρένο, για να σταµατήσει χωρίς να κινδυνέψει να πέσει. 

∆ΙΝΟΝΤΑΙ: 

Η µάζα του κάθε τροχού θεωρείται αµελητέα, ακτίνα κάθε τροχού  R=0,3m, απόσταση  Κ1Κ2 = L = 1m,  

µάζα ποδηλάτου – ανθρώπου  m = 60kg, οριακός συντελεστής στατικής τριβής µεταξύ ασφάλτου και 

ελαστικού  µ = 2  και g = 10m/s². 

Να θεωρήσετε επίσης ότι το κέντρο µάζας Κ του συστήµατος ισαπέχει από τα κέντρα Κ1, Κ2 (δηλαδή ΚΚ1 = 

ΚΚ2) και βρίσκεται σε ύψος h = 1,1 m από το έδαφος. Τέλος, το σηµείο εφαρµογής Σ της δύναµης που ασκεί 

το φρένο στον τροχό βρίσκεται στην κατακόρυφη που περνάει από το κέντρο Κ1 και απέχει απόσταση R από 

αυτό. 

5.20. ∆ιατήρηση ορµής του συστήµατος καροτσάκι-ράβδος. 

Το καροτσάκι του σχήµατος έχει µάζα Μ. Η ράβδος 

έχει µάζα m και µήκος L.  

Αρχικά το καροτσάκι και η ράβδος είναι ακίνητα 

ενώ η ράβδος συγκρατείται στην οριζόντια θέση. 

Αφήνουµε την ράβδο να κινηθεί. 

Βρείτε την ταχύτητα του καροτσιού και την γωνιακή 

ταχύτητα της ράβδου την στιγµή που η ράβδος είναι 

κατακόρυφη. 

Οι ρόδες έχουν αµελητέες ροπές αδράνειας. 

 Τριβές στις αρθρώσεις αµελητέες. 

5.21.  Στρίψιµο νοµίσµατος ή " κορώνα ή γράµµατα" 

πόσο τυχαίο είναι να έλθει κορώνα ή γράμματα ένα νόμισμα που το στρίβουμε στον αέρα 

 Εκτοξεύουµε κατακόρυφα (στρίβουµε) ένα νόµισµα διαµέτρου δ στον αέρα. Η 

εκτόξευση γίνεται έτσι ώστε, το ένα άκρο Α µιας διαµέτρου, να έχει ταχύτητα 

µηδέν ενώ το άλλο Β να έχει ταχύτητα  u.  Αρχικά το επίπεδο του νοµίσµατος 

είναι οριζόντιο. Το  νόµισµα περιστρέφεται γύρω από  άξονα οριζόντιο κάθετο 

στην ΑΒ.   Αν το κέντρο του νοµίσµατος φτάνει σε ύψος h, να βρείτε 

 i) Πόσες στροφές θα κάνει µέχρι να επανέλθει στο επίπεδο εκτόξευσης και 

 ii) αν θα έλθει κορώνα ή γράµµατα.  

 Θεωρείστε ότι η αντίσταση του αέρα είναι αµελητέα.   Το νόµισµα επανέρχεται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο 

εκτόξευσης (παλάµη µας) και δεν αναπηδά.    ∆εδοµένα h ,δ .  εφαρµογή h=50cm , δ=4cm 
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5.22.  Μια µπάλα του bowling πέφτει σε κινούµενο καροτσάκι. 

Ένα καροτσάκι έχει µάζα 8 kg και τροχούς µε αµελητέα ροπή αδράνειας. Ενώ κινείται µε ταχύτητα 9 m/s 

αφήνουµε µια µπάλα bowling ίδιας µάζας να πέσει επάνω του. Μετά από σύντοµες αναπηδήσεις η µπάλα 

κυλίεται χωρίς ολίσθηση στο καροτσάκι. Η ακτίνα της µπάλας είναι 0,1 m. 

i) Με ποια ταχύτητα κινείται το καροτσάκι τη στιγµή που αρχίζει η κύλιση χωρίς ολίσθηση;  

ii)  Αν η µπάλα έπεσε από ύψος 0,5 m πόση ενέργεια χάθηκε; 

 

5.23. Προς ποια κατεύθυνση τα κινηθεί το αυτοκινητάκι; 

 

Το γιογιό του πιτσιρίκου αποτελείται από δύο ξύλινους δίσκους ακτίνας R και µάζας m συνολικά και έναν 

κύλινδρο αµελητέας µάζας  µε ακτίνα r που είναι κολληµένος µε αυτούς ώστε τα κέντρα τους να ανήκουν 

στον ίδιο άξονα. 

Ο µικρός τραβάει το νήµα µε σταθερή δύναµη. Το γιογιό δεν ολισθαίνει στο αυτοκινητάκι το οποίο έχει 

µάζα Μ. 

∆ιερευνήσατε πως θα κινηθεί το αυτοκινητάκι για διάφορες τιµές του λόγου των ακτίνων. 

 

oυ
uur

υ
r
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5.24.  Κρούση δύο σφαιρών … µέσω ελατηρίων. 

Οι σφαίρες του παρακάτω σχήµατος µπορούν να κυλίονται χωρίς να ολισθαίνουν πάνω σε οριζόντιο επίπεδο 

έχοντας αρχικές ταχύτητες υocm1=3m/sec και υocm2=1m/sec .Οι σφαίρες έχουν την ίδια ακτίνα R=0,2m και 

την ίδια µάζα m=1Kg. 

  

Η κάθε σφαίρα έχει περασµένη συµµετρικά από το κέντρο της µία οριζόντια αβαρή και άκαµπτη βελόνα 

µήκους 3R. Στα άκρα της βελόνας που είναι περασµένη στη δεύτερη σφαίρα  είναι κολληµένα δύο οριζόντια 

ελατήρια φυσικού µήκους Lo=0,5m και σταθεράς Κ=140Ν/m το καθένα. 

Α)  Να αποδείξετε ότι οι σφαίρες µόλις   θα έρθουν σε επαφή. 

Β)  Το µέτρο του µέγιστου ρυθµού µεταβολής της στροφορµής της κάθε σφαίρας 

Γ)  Τα µέτρα των τελικών ταχυτήτων των κέντρων µάζας των δύο σφαιρών. 

∆ίνεται Ιcm=0,4MR2. 

 


