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Ποια μπορεί να είναι η κίνηση μετά την κρούση; 

ή 

Η επιτάχυνση και ο ρυθµός µεταβολής του µέτρου της ταχύτητας. 

Ένα κινούµενο σώµα, συγκρούεται κάποια στιγµή µε ένα σώµα Σ, που είναι δεµένο σε ελατήριο. Τι κίνηση 

θα εκτελέσει µετά την κρούση το σώµα Σ; Τι ακριβώς σηµαίνει ότι έχει κάποια στιγµή επιτάχυνση και πώς 

αυτή συνδέεται µε το ρυθµό µεταβολής του µέτρου της ταχύτητάς του;  

Παρακάτω ας δούµε µερικές  περιπτώσεις 

Παράδειγµα 1ο: 

Ένα σώµα Σ µάζας Μ=1kg ηρεµεί σε λείο οριζόντιο επίπεδο, δεµένο στο άκρο 

οριζόντιου ελατηρίου σταθεράς k=100Ν/m. Μια µικρή σφαίρα, µάζας 

m=0,2kg, η οποία κινείται µε ταχύτητα υ1=15m/s, µε διεύθυνση αυτή του άξο-

να του ελατηρίου, συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά µε το Σ. 

i) Να βρεθεί η ταχύτητα του Σ αµέσως µετά την κρούση. 

ii) Τη στιγµή που η ταχύτητα του Σ γίνεται για πρώτη φορά v=4m/s, να βρεθούν: 

α) Η επιτάχυνση του σώµατος Σ. 

β) Ο ρυθµός µεταβολής του µέτρου της ταχύτητά του. 

Απάντηση: 

i)   Η ταχύτητα που αποκτά το σώµα Σ µετά την κεντρική και ελαστική κρούση έχει µέτρο: 
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Η ταχύτητα αυτή είναι και η µέγιστη ταχύτητα της ΑΑΤ που θα εκτελέσει το σώµα Σ, µετά την κρούση. 

ii) Εφαρµόζοντας την διατήρηση της ενέργειας ταλάντωσης για το σώµα Σ 

παίρνουµε: 
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α) Αλλά τότε η για την επιτάχυνση έχουµε: 
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·x=- 22 /30/3,0
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όπου το αρνητικό πρόσηµο δείχνει ότι η επιτάχυνση κατευθύνεται προς τα αριστερά (πήραµε x>0, 

συνεπώς έστω και αν δεν το δηλώσαµε, θεωρήσαµε την προς τα δεξιά κατεύθυνση ως θετική). 

β) Η παραπάνω επιτάχυνση, το µόνο που κάνει είναι να µειώνει το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος, µε 

αποτέλεσµα να επιβραδύνεται και µετά από λίγο να σταµατήσει στην ακραία θέση της ταλάντωσης 

του, συνεπώς ο ρυθµός µεταβολής του µέτρου της ταχύτητάς του είναι ίσος µε την επιτάχυνση: 
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Όπου το (-) εκφράζει αυτήν την µείωση του µέτρου της ταχύτητας. 

∆ηλαδή αν είχαµε πάρει την προς τα αριστερά κατεύθυνση ως θετική, τι θα συνέβαινε; 

Τότε θα υπολογίζαµε α=+30m/s2, αλλά και πάλι θα είχαµε 2/30 sm
dt

d
−=

υ
r

. 

 

Παράδειγµα 2ο: 

Ένα σώµα Σ, που θεωρείται υλικό σηµείο, µάζας Μ=1kg ηρεµεί σε λείο οριζόντιο επίπεδο, 

δεµένο στα άκρα δύο όµοιων οριζοντίων ελατηρίων σταθεράς k=50Ν/m, τα οποία έχουν 

το φυσικό µήκος τους ℓο=0,5m, όπως στο σχήµα. Μια µικρή σφαίρα, µάζας m=0,2kg, η 

οποία κινείται µε ταχύτητα υ1=15m/s, µε διεύθυνση κάθετη στον κοινό άξονα των ελατη-

ρίων, συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά µε το Σ. 

i) Να βρεθεί η ταχύτητα του Σ αµέσως µετά την κρούση. 

ii) Να αποδείξετε ότι το σώµα Σ θα εκτελέσει γραµµική ταλάντωση, της οποίας να υπο-

λογίστε το πλάτος. 

iii) Να εξεταστεί, αν η παραπάνω ταλάντωση είναι ή όχι ΑΑΤ. 

iv) Τη στιγµή που η ταχύτητα του Σ γίνεται για πρώτη φορά v=4m/s, να βρεθούν: 

α) Η επιτάχυνση του σώµατος Σ. 

β) Ο ρυθµός µεταβολής του µέτρου της ταχύτητά του. 

Απάντηση: 

i) Όπως και στο προηγούµενο παράδειγµα βρίσκουµε: 
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ii) Το σώµα, µε την ταχύτητα που απέκτησε µετά την κρούση, θα κινηθεί προς τα δε-

ξιά και έστω µετά από λίγο στη θέση που φαίνεται στο σχήµα, απέχοντας κατά x, 

από την θέση της κρούσης Ο. Στο σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις F1 και F2 

από τα δυο ελατήρια µε µέτρα F1=F2=k·∆ℓ=k·(ℓ-ℓ0).   

Αλλά αναλύοντάς τις σε δυο κάθετους άξονες x και y, θα έχουµε: 

ΣFy=F1y-F2y=F1·συνθ-F2·συνθ=0 

ενώ 

ΣFx=F1x+F2x=2F1·ηµθ=2·k·∆ℓ·ηµθ 

Παρατηρούµε ότι το σώµα έχει ταχύτητα στην διεύθυνση x, ενώ δέχεται δύναµη αντίθετης κατεύθυν-

σης, συνεπώς θα κινηθεί ευθύγραµµα, εκτελώντας επιβραδυνόµενη κίνηση, µέχρι την θέση που θα µη-

δενιστεί η ταχύτητά του. Στη συνέχεια θα επιταχυνθεί στην ίδια διεύθυνση αποκτώντας ταχύτητα προς 

τα αριστερά. Πού θα σταµατήσει; 
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Εφαρµόζοντας την διατήρηση της µηχανικής ενέργειας για το σύστηµα σώµα -δυο ελατήρια, (αφού οι 

δυνάµεις είναι συντηρητικές), ανάµεσα στις θέσεις, αµέσως µετά την κρούση και τη θέση που µηδενί-

ζεται στιγµιαία η ταχύτητα του Σ, παίρνουµε: 

Καρ+Uαρ=Κτελ+Uτελ → 
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Στη συνέχεια το σώµα θα επιταχυνθεί στην ίδια ευθεία προς τα αριστερά, φτάνοντας µέχρι τη συµµε-

τρική, ως προς το Ο, θέση και η κίνηση θα επαναλαµβάνεται. 

Αλλά στη θέση αυτή, κάθε ελατήριο έχει µήκος: 

mmmo 15,05,01 =+=∆+= lll  

και από το πυθαγόρειο θεώρηµα παίρνουµε: 

→=+ 2
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 Θα έχουµε δηλαδή µια γραµµική ταλάντωση του σώµατος µε πλάτος Α= m35,0 , γύρω από την θέση 

ισορροπίας Ο. 

iii) Έστω η θέση που φαίνεται στο παραπάνω σχήµα και έστω η κατεύθυνση προς τα δεξιά θετική. Τότε 

για τη συνισταµένη δύναµη στην τυχαία αυτή θέση, µπορούµε να γράψουµε: 

ΣF=ΣFx=-F1x-F2x=-2F1·ηµθ=-2·k·∆ℓ·ηµθ→ 
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Βλέποντας την τελευταία σχέση παρατηρούµε ότι η συνισταµένη δύναµη δεν είναι ανάλογη της αποµά-

κρυνσης x (υπάρχει και το x2 στην υπόρριζη ποσότητα µέσα στην παρένθεση), πράγµα που σηµαίνει ότι 

η ταλάντωση αυτή, δεν είναι ΑΑΤ. 

iv)  Εφαρµόζουµε ξανά την διατήρηση της µηχανικής ενέργειας ανάµεσα στη θέση αµέσως µετά την κρού-

ση και στη θέση µε αποµάκρυνση x, όπου το σώµα έχει ταχύτητα v και παίρνουµε: 

Καρ+Uαρ=Κτελ+Uτελ → 
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Αλλά τότε το µήκος του κάθε ελατηρίου είναι mmmo 8,03,05,0 =+=∆+= lll , ενώ µε εφαρµογή 

ξανά του πυθαγορείου θεωρήµατος παίρνουµε: 

ol 1l
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α)  Οπότε από το 2ο νόµο του Νεύτωνα παίρνουµε 

ΣF=Μ·α →  
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β)  Και µε την ίδια λογική, όπως στην προηγούµενη εφαρµογή: 
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Παράδειγµα 3ο: 

Ένα σώµα Σ, που θεωρείται υλικό σηµείο, µάζας Μ=1kg ηρεµεί σε λείο οριζόντιο επίπε-

δο, δεµένο στο άκρο οριζόντιου ελατηρίου σταθεράς k=50Ν/m, το οποίο έχει το φυσικό 

µήκος του ℓο=0,5m, το άλλο άκρο του οποίου είναι δεµένο σε καρφί στο σηµείο Ο, όπως 

στο σχήµα. Μια µικρή σφαίρα, µάζας m=0,2kg, η οποία κινείται µε ταχύτητα υ1=15m/s, 

µε διεύθυνση κάθετη στον άξονα του ελατηρίου, συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά µε 

το Σ. 

i) Να βρεθεί η ταχύτητα του Σ αµέσως µετά την κρούση. 

ii) Τη στιγµή που η ταχύτητα του Σ γίνεται για πρώτη φορά v=4m/s, να βρεθούν: 

α) Η επιτάχυνση του σώµατος Σ. 

β) Ο ρυθµός µεταβολής του µέτρου της ταχύτητά του. 

iii) Σε µια στιγµή η ταχύτητα του σώµατος γίνεται ελάχιστη v1=2,2m/s. Για τη στιγµή αυτή να βρεθούν: 

α) το µήκος του ελατηρίου. 

β) η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς του σώµατος Σ. 

∆ίνεται ότι η ακτίνα καµπυλότητας µιας καµπύλης, ορίζεται ίση µε την ακτίνα ενός κύκλου, ο οποίος 

στην συγκεκριµένη θέση προσεγγίζει ικανοποιητικά την καµπύλη µας. 

Απάντηση: 

i) Όπως και στις προηγούµενες κρούσεις βρίσκουµε: 
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ii) Εφαρµόζοντας την διατήρηση της µηχανικής ενέργειας για το σύστηµα σώµα-ελατήριο, αµέσως µετά 

την κρούση και στη θέση που το σώµα έχει ταχύτητα v, παίρνουµε: 

Κα +Uα = Κτ+Uτ → 
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Όπου x η επιµήκυνση του ελατηρίου. Συνεπώς στη θέση αυτή το ελατήριο έχει µήκος: 

mxo 8,0=+= ll  

Βέβαια τώρα, µε την κίνηση του σώµατος Σ, το ελατήριο αρχίζει να επιµη-

κύνεται, αλλά η δύναµη που ασκεί στο σώµα κατευθύνεται στο σταθερό 

σηµείο Ο, το άλλο άκρο του ελατηρίου. Συνεπώς η τροχιά του σώµατος δεν 

θα είναι πλέον ευθύγραµµη, αλλά καµπυλόγραµµη. Έτσι η κατάσταση είναι 

όπως αυτή που περιγράφεται στο διπλανό σχήµα. 

α) Έτσι η επιτάχυνση του σώµατος Σ στην θέση αυτή έχει την κατεύθυνση της δύναµης F και µέτρο: 
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β) Το ερώτηµα που ανακύπτει είναι ποια η διεύθυνση της ταχύτητας v και πώς συνδέεται µε την διεύ-

θυνση της επιτάχυνσης; 

 Η δύναµη που ασκείται στο σώµα από το ελατήριο, αλλάζει διεύθυν-

ση, αλλά κατευθύνεται πάντα προς ένα σταθερό σηµείο Ο, είναι δη-

λαδή µια κεντρική δύναµη. Συνεπώς η στροφορµή του σώµατος ως 

προς το Ο, θα παραµένει σταθερή, αφού δεν ασκείται καµιά ροπή στο 

σώµα Σ ως προς το Ο: 
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Όπου d η απόσταση του σηµείου Ο από τον φορέα της ταχύτητας, 

όπως στο παραπάνω σχήµα. 

 Αναλύουµε τώρα την επιτάχυνση του σώµατος σε δυο συνιστώσες, 

µια στη διεύθυνση x και µια σε κάθετη διεύθυνση y, όπως στο διπλα-

νό σχήµα. Η συνιστώσα αy είναι κάθετη µε αποτέλεσµα να µεταβάλ-

λει την κατεύθυνση της ταχύτητας (κεντροµόλος επιτάχυνση), ενώ η 

συνιστώσα αx µειώνει το µέτρο της ταχύτητας, αφού έχει αντίθετη 

κατεύθυνση από την ταχύτητα (δες επιβραδυνόµενη κίνηση). Συνεπώς: 
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iii) Στο διπλανό σχήµα έχει σχεδιαστεί το σώµα σε τρεις θέσεις Α,Β και 

Γ, ενώ έχει αντικατασταθεί το ελατήριο µε γραµµή, για να είναι κα-

θαρότερη η κατάσταση. Στη θέση Β η ταχύτητα είναι κάθετη στην 

ΟΒ. Με βάση όσα διατυπώθηκαν στο προηγούµενο ερώτηµα, στη 

θέση Α, η επιτάχυνση δίνει συνιστώσα αντίθετη της ταχύτητας, µε 

αποτέλεσµα να µειώνεται το µέτρο της ταχύτητας. Με την ίδια συλ-

λογιστική βρίσκουµε ότι στη θέση Γ, θα πάρουµε συνιστώσα επιτάχυνσης στην ίδια κατεύθυνση µε 

την ταχύτητα, οπότε το µέτρο της ταχύτητας θα αυξάνεται. Αλλά τότε η ταχύτητα θα µειώνεται από τη 

θέση Α στην Β, ενώ θα αυξάνεται κατά την κίνηση από το Β στο Γ. Συνεπώς στο σηµείο Β που η επι-

τάχυνση είναι κάθετη στην ταχύτητα, θα έχουµε µια θέση µε ελάχιστο µέτρο ταχύτητας v1. 

Εφαρµόζουµε ξανά την διατήρηση της µηχανικής ενέργειας για το σύστηµα σώµα-ελατήριο, αµέσως 

µετά την κρούση και στη θέση που το σώµα έχει ταχύτητα v1, παίρνουµε: 

Κα +Uα = Κτ+Uτ → 
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Αλλά τότε το ελατήριο έχει µήκος mxo 95,011 =+= ll και το σώµα θα έχει επιτάχυνση µέτρου: 
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µε κατεύθυνση προς το σηµείο Ο, η οποία αλλάζει µόνο την κατεύθυνση της ταχύτητας, είναι δηλα-

δή κεντροµόλος επιτάχυνση. 

Αλλά από τον νόµο της κεντροµόλου έχουµε: 
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∆ηλαδή η ακτίνα του κύκλου, στον οποίο µπορούµε να θεωρήσουµε ότι κινείται το 

σώµα στη θέση αυτή, είναι ίση µε 0,22m. Ή ισοδύναµα, η καµπύλη στην παραπάνω 

θέση, µπορεί να προσεγγιστεί µε έναν κύκλο ακτίνας R=0,22m. 

 

Σχόλια: 

1) Πόση είναι η αντίστοιχη ακτίνα καµπυλότητας στην αρχική θέση, αµέσως µετά την κρούση; Προφανώς 

το ελατήριο έχοντας το φυσικό µήκος του, δεν ασκεί δύναµη, άρα δεν έχουµε επιτάχυνση και η κίνηση 

δεν είναι καµπυλόγραµµη, αλλά ευθύγραµµη. Αλλά ένα ευθύγραµµο τµήµα προσεγγίζεται µόνο, από 

ένα κύκλο µε άπειρη ακτίνα! 

Αν θέλουµε να χρησιµοποιήσουµε εξισώσεις θα λέγαµε: 
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Και αφού α→0, τότε R→∞. 

2) Στην αρχική λοιπόν θέση, η κίνηση είναι ευθύγραµµη και η τροχιά του σώ-

µατος δεν παρουσιάζει καµπυλότητα. Αυτό διαφοροποιεί την παραπάνω κί-

νηση, για παράδειγµα από την κίνηση ενός  δορυφόρου σε ελλειπτική τρο-

χιά. Πράγµατι η Γη διαγράφει ελλειπτική τροχιά, όπου στην µία εστία  της 

έλλειψης βρίσκεται ο Ήλιος. Αλλά εδώ δεν υπάρχει κανένα σηµείο στο οποίο να µην εµφανίζεται κα-

µπυλότητα της τροχιάς, αφού σε όλες τις θέσεις ασκείται δύναµη παγκόσµιας έλξης, συνεπώς υπάρχει 

κεντροµόλος επιτάχυνση. 

3) Ας κρατήσουµε το συµπέρασµα ότι, άλλο ακτίνα καµπυλότητας και άλλο µήκος ελα-

τηρίου, που προέκυψε στο ερώτηµα iii) του τελευταίου παραδείγµατος. Έτσι στην πε-

ρίπτωση που το σώµα αφήνεται να κινηθεί,  σε κατακόρυφο επίπεδο, από οριζόντια 

θέση, όπως στο διπλανό σχήµα, στο χαµηλότερο σηµείο, η ακτίνα καµπυλότητας, δεν 

είναι ίση µε το µήκος του ελατηρίου, µια λύση που κατά κόρον συναντάµε σε βιβλία. 

 

 
Επιµέλεια 

∆ιονύσης Μάργαρης 

 


