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INTRODUCCION.

ESTOS APUNTES DE LA MATERIA DE MATEMATICAS V, DEDICADA A CALCULO INTEGRAL, FUERON ELABORADOS CON EL UNICO FIN DE QUE EL ALUMNO TENGA UN MATERIAL DE REPASO Y DE EJERCITACION MEDIANTE DIVERSOS PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS PARA TAL FIN.

AL ELABORARLOS NO PRETENDO QUE SE CONVIERTAN EN UNA BASE PARA EL CURSO, SINO LO QUE SE DESEA ES QUE SIRVA COMO  MATERIAL DE APOYO AL DOCENTE.

I  N  D  I  C  E

1. -  Diferenciales de funciones.

2. -  Sumatorias.

3. -  Integración.

4. -  Integrales Simples.

5. -  Integración por Sustitución.

6. – Integrales Trascendentes.

7. -  Integrales de Potencias Pares e Impares de Seno y Coseno.

8. -  Integrales por Sustitución Trigonométrica.

9. -  Integración por Partes.

10. - Integración de  Fracciones Simples.

11. -  Cálculo de Areas por Integración.

12. -  Cálculo de Volúmenes por Integración.

13.   -  Integrales Múltiples.

 I.- DIFERENCIALES DE FUNCIONES.

Dada la función: 
y= 5x3         

Su derivada es:
y´= 15x2   ó   dy = 15x2           






dx

El diferencial de la función es:

dy=15x2 dx 
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El Diferencial de una función es igual al producto de la derivada de la función por el diferencial de la variable independiente. 

Ejemplos:

y= Cos 3x

dy= -3 Sen 3x dx
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Reduciendo tenemos: 
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EJERCICIOS PROPUESTOS.
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INTERPRETACION GEOMETRICA DEL DIFERENCIAL.

Sea la función:  y= x2 , representada geométricamente por un cuadrado de lado x:
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Derivando por la regla de los cuatro pasos, tenemos:


y+(y=(x+(x)2 


y+(y-y=(x+(x)2 –x

(y=x2 +2x (x+((x)2-x

(y=2x (x+((x)2

Derivando por fórmulas, tenemos:

        

y= x2

dy=2x dx


2.- SUMATORIAS ( ∑).

Para representar la suma de varios términos que cumplen con ciertas condiciones, se usa matemáticamente el símbolo: ∑ (Sigma), el cual se interpreta como una Suma.

Propiedades de las sumatorias.

1._


n
 n 

( ki= k ( i

donde k=constante

i=1
i=1

2._

n 

( i= n(n+1) 

i=1       2

3._

n 
      n
     n

( (si ( ti)= ( si ( ( ti
i=1
     i=1
    i=1

4._ 


n

( k =n.k

donde k=constante.

i=1

Ejemplos:

  5

 ∑   i
=1+2+3+4+5 = 5(5+1) =15


Usando propiedad 2.

 i=1


       2


La expresión anterior se lee como la suma de los términos i, comenzando en i igual a 1 y terminando en i igual a 5.

10

 ∑  j
=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10 = 10(10+1) = 55
Propiedad 2.

j=1





2

15




     15

 ∑  2k
= 2(1)+2(2)+2(3)+...+2(15)
= 2 ( k = 2 (15)(15+1) = 240
Props. 1 y 2.

k=1




     k=1
    2

(La anterior expresión representa la suma de los números pares del 2 al 30)

 5







  5
  5

 ∑  2j-1
= 2(1)-1+2(2)-1+...+2(5)-1= 1+3+...+9 =   ( 2j  - ( 1 

l=1







  i=1
 i=1



      5
    5



= 2 ( j  - ( 1 = 2(5)(5+1) - 5 = 25

Props. 1,2,3,4



      i=1   i=1

2

(Suma de los números impares desde 1 hasta 49).

EJERCICIOS PROPUESTOS.
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3.- INTEGRACION.

La operación de Integración, es la inversa de la operación de diferenciación, vista en  la materia de Cálculo Diferencial. 



El símbolo usado para la integración es:


[image: image8.wmf]ò

llamado símbolo integral, y no es más que una S (de suma) deformada.

En el cálculo diferencial, dada una función f(x), su derivada es f´(x) representada por F(x).


Ejemplo:




 f(x)= 3x+2

f´(x)= 3 ó F(x)=3

En el cálculo integral dada una función F(x), la integral es la función primitiva u original f(x).

Ejemplo:



Dada la derivada de una función F(x)=3, obtener la función primitiva f(x):



∫3 dx = 3x
lo cual es la función primitiva f(x)=3x, del ejemplo de derivación.

A la integral:
∫f(x) dx, se le conoce como integral indefinida, y en el resultado debe agregarse una constante C, llamada constante de integración.

La constante de integración C, se fundamenta en que pueden haber varias funciones similares que varían en un término como:


f(x)=3x
g(x)=3x+5

h(x)=3x-7

Las derivadas respectivas son:


f´(x)=3
=F(x)
g´(x)=3=G(x)

h´(x)=3=H(x)

Como se ve las derivadas de las funciones son iguales.

Si se integran las funciones:

∫ F(x) dx=∫ 3 dx,

∫ G(x) dx=∫ 3 dx

∫ H(x) dx=∫ 3 dx

Los resultados son:


f(x)=3x


g(x)=3x


h(x)=3x

Como se ve no son iguales a las funciones primitivas, por lo tanto se acostumbra agregar la Constante de Integración C, a toda integral de tipo Indefinida, indicando con esto que los valores que puede tomar C son cualquier número real.



∫ 3 dx  = 3x +C


Otro ejemplo:



∫ x dx = x2 + C




     2


Existe otro tipo de integral denominada Integral definida, la cual tiene dos límites de integración llamados límite inferior representado por a, y el límite superior representado por b y que se simboliza:



 b



∫ f(x) dx



a

El resultado de la integral definida representa un valor numérico, y también en esta integral no aparece la constante de integración ya que en el proceso de integración, ésta es anulada.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

  Sea f contínua en [a,b] y sea F[x] = ∫ f(x) dx entonces:

     

   2                

 ∫x dx = x2  |2 = (2)2 –(1)2 = 2 – 1 = 3
1              2  |1     2       2             2    2

   5

∫4x3 dx= 4x4 |5 = (5)4-(-1) 4 =625-1=624
-1               4  |-1
   2              2

 ∫√x dx = ∫x½ dx = x3/2   | 2= (2)3/2 - (1)3/2  = 4(2  - 2 = 4(2 - 2
1               1

  3/2  |1        3/2      3/2        3      3 
        3


EJERCICIOS PROPUESTOS.
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4.- INTEGRALES SIMPLES

FORMULAS DE INTEGRACION

1) ∫dx= x+c

c=Constante de integración

2) ∫a dx = a ∫dx

donde a es una constante

3) ∫xn dx = xn+1 + c
                      n+1

4) ∫(du+dv-dw)= ∫du+∫dv-∫dw

EJEMPLOS

∫(2x3 + 3x - 5) dx = 2x4 + 3x2 - 5x + c = x4   +  3x2 - 5x + c 

4 2

 2
 2

∫3√x4 dx =∫x4/3 dx= x7/3 +c = 3x7/3 + c
                                                    7/3
         7

∫3 dx =∫3x-4 dx =3x-3+c

     x4                                      -3

∫(2x3 – 4 + 3)dx = 2x4 – 4x-1 +3x = x4 + 4 +3x +c

             x2                         4       -1             2     x

∫(3 
[image: image10.wmf]3

x

  - 5  – 8 ) dx

                √x    x3

  
=∫(3x1/3  - 5x-1/2  -8x-3)dx =   3x 4/3- 5x1/2-8x-2 +c = 9x 4/3- 10x1/2 + 4x-2 +c
                                                                                  4/3        ½      -2
     4


EJERCICIOS PROPUESTOS:
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5.- INTEGRACION POR SUSTITUCION.

 ∫(sustituír la expresión por la variable u).

Sea la integral:∫f(x)dx  

se sustituye x por la variable u de modo que:

x=g(u)

dx=g´(u)du


tenemos:

∫f(x)dx= ∫f(g(u)) g´(u)du

Ejemplos:

 ∫(½ x2 +5)7 xdx

Haciendo:

u=½ x2 +5  

du= x dx      
∫u7 x du =∫u7du= u8 +c = (½x2+5)8 +c

du= dx                
 x                   8                8

         x
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INTEGRACION POR SIMPLE INSPECCION.

 ∫(g(x))n g’(x) dx = (g(x))n+1+ c

                                      n+1

Ejemplo: ∫(½ x2 +5)7 xdx

(g(x))n=  (½ x2+5)7  

g´(x) = x 

Entonces:  

∫(½ x2 +5)7 xdx = (½ x2+5)8 + c

    
    8

Otros ejemplos:

∫( x2 +3x-5)3 (2x+3)dx = 
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EJERCICIOS PROPUESTOS.
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FORMULA DE INTEGRACION LOGARITMICA.

5) du = Ln u + c

       u

Ejemplos:

∫dw = Ln w+c

     w
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EJERCICIOS PROPUESTOS.
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6.- INTEGRALES TRASCENDENTES.

EXPONENCIALES.

6) ∫ev dv= ev+c
7) ∫av dv =  av  +c

                   Ln a

TRIGONOMETRICAS.

8) ∫sen u du = -cos u+c

9) ∫cos u du = sen u+c

10) ∫tan u du = -ln cos u+c=ln sec u +c

11) ∫cot u du = ln sen u+c

12) ∫sec u du = ln(sec u+tan u)+c

13)∫csc u du = ln(csc u-cot u)+c

14) ∫sec2 u du = tan u+c

15) ∫csc2 u du = -cot u+c

16) ∫sec u tan u du = sec u+c

17) ∫csc u cot u du = -csc u+c

EJEMPLOS

∫e3x dx = 1/3 ∫ e3x 3dx = 1/3 e3x + c

∫74x dx= ¼ ∫74x 4 dx = ¼ 74x + c

                           Ln 7

∫sen 8x dx =⅛ ∫sen 8x (8 dx) = -⅛ cos 8x +c
∫cos 9x dx =1/9 ∫cos 9x (9 dx) = 1/9 sen 9x +c
∫sec2 2x dx =1/2 ∫sec2 2x (2 dx) = 1/2 tan 2x +c
∫csc2 x/3 dx =3 ∫csc2 x/3 (1/3 dx) = -3 cot x/3 +c
∫sen ax cos ax dx = 1/a∫sen ax cos ax (a) dx = 1/a sen2 ax +c

                                                                                           2

∫tan 2s ds = ½ ∫2 tan 2s ds = -½ Ln (cos 2s)+c

∫sec ax dx = 1/a ∫a sec ax dx = 1/a Ln (sec ax + tan ax)+c

EJERCICIOS PROPUESTOS.
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IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

PITAGORICAS.

Sen2 x + cos2 x=1

Tan2 x +1=sec2 x                                    

Cot2 x +1=csc2 x                                                    

RECIPROCAS.

Sen x =    1    .

             Csc x               

Cos x =     1   _

             Sec x                                                    

Tan x =     1     .

               Cot x

TANGENTE Y COTANGENTE EN FUNCION DE SENOS Y COSENOS.

Tan x=Sen x

           Cos x 

Cot x=Cos x
           Sen x    


EJEMPLOS

∫dx   = ∫sec2 x dx = tan x +c

  cos2x

∫dx  = ∫csc2 x dx = -cot x +c

 sen 2 x

EJERCICIOS PROPUESTOS.
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INTEGRALES DE FUNCIONES INVERSAS.

18) ∫  dv  =  1  tan –1   v   + c

          v2+a2   a              a

19)∫  dv  =  1  Ln v-a  + c

        v2-a2    2a      v+a      

20) ∫   dv      =   1   Ln a+v  + c

          a2-v2         2a        a-v

21)∫   dv     = sen –1    v  +c 
        √a2-v2                              a   

22)∫ dv    = Ln (v+√v2±a2) +c

  √v2±a2
23) ∫√a2-v2 dv= v  √a2-v2 + a2 sen–1 v +c

                            2                2           a

24)∫√v2±a2 dv= v √v2 ±a2  ± a2 Ln v+√v2±a2 )+c

                            2                  2

25) ∫dv    = 1 sec-1 v + c

  v√v2-a2  a           a
Ejemplo:

  ∫√4-x2 dx=  x √4-x2 + 4 sen–1 x +c
                            2              2          2
7.-POTENCIAS PARES E IMPARES DE SENOS Y COSENOS.

De la forma:

               ∫senm v cosn v dv

Donde: m o n son potencias impares

Usar la identidad: sen2x +cos2x=1

Ejemplo: 

∫sen2x cos5x dx=∫sen2x cos4x cos x dx=∫sen2x(1-sen2x)2 cos x dx=

∫sen2x(1-2sen2x+sen4x)cosxdx=∫(sen2xcosx–2sen4xcosx+sen6xcosx) dx =

  sen3x – 2sen5 + sen7x +c

    3            5            7

De la forma:

               ∫senm v cosn v dv

Siendo: m y n pares 

Aplicar: sen x cos x = 1 sen 2x

                                   2

Identidades: 

 sen2x=½-½ cos 2x

 cos2x=½+½ cos 2x

Ejemplo:

∫cos2x dx=∫(½+½ cos 2x) dx =½ x+¼sen 2x dx

EJERCICIOS PROPUESTOS.
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POTENCIAS DE TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE Y COSECANTE.

CASO

INTEGRALES

POTENCIAS 
SUSTITUIR

    I                 ∫tann v dv


n=numero entero
tan2 x=sec2 x-1

      ∫cotn v dv





cot 2 x=csc2x-1

   II                ∫secn v dv


n= numero par
sec2 x=tan2x+1

                     ∫cscn v dv





csc2x=cot2x+1

   III   

∫tanm v secn v dv

n=numero par
csc2x=tan2x+1

                     ∫cotm v cscn v dv




csc=cot2x+1


  IV                ∫tanm v secn v dv

m=numero impar
tan2 x=sec2x-1

∫cotm v cscn v dv




cot2x=csc2-1

CASO I  

∫cot3x dx=∫cot2 dx cot x dx =∫((csc2x-1)cotx)dx=

∫(csc2 cot x-cot x)dx= -cot2x –ln sen x +c

                                          2

CASO II

∫sec4x dx=∫sec2x sec2x dx=∫(tan2x+1) sec2x =

 ∫(tan2x sec2x +sec2x)=tan3x +tanx+c

                                          3

CASO III

∫tan6 sec4 x dx=∫tan6x sec2x sec2x dx=∫tan6(tan2x+1) sec2x dx=

∫(tan8x sec2x+tan6x sec2x)dx= tan9x + tan7x +c

                                                      9          7   

CASO IV

∫cot3 csc2x dx=∫cot2 x cotx csc2 x dx= ∫(csc2x-1)cscx cotx cscx dx=

∫(csc3x cscx cotx-cscx cscx cot x)dx= -csc4x+csc2x +c






   
 4
  2


EJERCICIOS PROPUESTOS.
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8.- SUSTITUCION TRIGONOMETRICA.

Para resolver expresiones que contienen: √a2-u2 , √a2+u2 , √u2-a 2

Expresion


Usar


Figura

 √a2-u2

          u=a sen Ø 



      
 √a2-u2 = a cos Ø                         
                                                                                                            a     u
                     √a2-u2


 √a2+u2
  
    u= a tan Ø                 √a2+u2         u                    
            √a2+u2 =a sec Ø        
                     a

 


   

                                        u=a sec Ø                         u         √u2-a 2
 √u2-a 2

    √u2-a 2 =a tan Ø
                                                                                                                       a

Ejemplos:

Caso 1:

∫ dx   = ∫ dx   = ∫2cos Ø dØ =∫ 2cos Ø dØ = 1 ∫ dØ  
   (4-x2)3/2       (√4-x2)3        (2 cos Ø)3         8 cos3 Ø        4    cos2 Ø 


                                                 




         2         x                                                                                                                                              

x= 2 sen Ø                       

√4-x2= 2 cos Ø             = 1 ∫sec 2 dØ = 1 tan Ø + c                           √4-x2
dx= 2cos Ø dØ                 4                      4                                       




= 
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Caso 2:

                                                                                 1

∫ dx  = ∫3/2 sec2 Ø dØ =   1 ∫sec Ø dØ = 1 ∫cos Ø dØ =1∫ dØ   =1∫Csc Ø dØ
 x√4x2+9   3/2 tan Ø 3 sec Ø   3       tan Ø        3      sen Ø
   3   Sen Ø   3
                       cos Ø

                




√4x2+9                        

                                                                                                   2x

2x= 3 tan Ø                                                                                                    3

x= 3/2 tan Ø                                   =1/3 Ln (csc Ø – cot Ø )+c

dx=3/2 sec2 Ø dØ

√4x2+9 = 3 sec Ø

Caso 3:

∫x  dx =∫4 sec Ø 4 sec Ø tan Ø dØ=  4∫sec2 Ø dØ = 4 Tan Ø+c
 √x2  -16                  4 tan Ø


x=4 sec Ø
√ x2  -16= 4 tan Ø                                                                         x       √x2-16

 4
dx= 4 sec Ø tan Ø dØ
=4√x2  -16 +c =√x2  -16 +c






4

EJERCICIOS PROPUESTOS
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9.- INTEGRACION POR PARTES.

Este método es útil para integrar productos de funciones algebráicas o trascendentes, como ejemplo:

 x Ln x

 ex sen x

 x2 ex

 x sen x

senx cos 2x

Formula:

  ∫u dv= uv-∫v du

        Sugerencias:

         1)Tomar como dv la porción más complicada del integrando para poder 

              integrar mas fácilmente.

         2)Tomar como u aquella porción del integrando que tiene por derivada

             u’ , una función mas simple que la propia u.

Ejemplo:

∫x ex dx

 u=x      dv=∫ ex dx

du=dx     v= ex

∫ x ex dx=x ex  -∫ ex dx=  x ex -ex +c=  ex( x-1)+c

EJERCICIOS PROPUESTOS.
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10.- FRACCIONES SIMPLES.

Si tenemos una fraccion del tipo: n1(x)

                                                       D(x)

Aplicar cualquiera de las 2 reglas, según el caso de la forma:

                                                (px+q)m y (ax2 +bx+c)n

donde: ax2 +bx+c es irreducible

A.   Para cada factor (px+q)m 

 Hacer:

                 A1  +  A2   +........+  Am 

             (px+q) (px+q)2                (px+q)m

B.   Para cada factor (ax2 +bx+c)n

       Hacer:

                   B1x+c    +      B2x+c2   + .......+     Bnx+cn  

               (ax2 +bx+c)    (ax2 +bx+c)2               (ax2 +bx+c)n

Ejemplo:

∫x+7 dx

 x2-x-6

x2-x-6=(x-3)(x+2)

       x+7    =   A  +   B         => x+7=  A(x-3)(x+2) +  B(x-3)(x+2) 

(x-3)(x+2)    (x-3) (x+2)                            x –3             x+2 

x+7= A(x+2)+B( x-3)

x+7=Ax+2A+Bx-3B

x+7=(A+B)x + (2A-3B)

1=A+B                  3=3A+3B                    A=2                     B=1-A

7=2A-3B               7=2A-3B                                                B=1-2
                           10=5A                                                     B=-1

   ∫ x+7  =∫( 2   -  1  )dx= 2Ln(x-3)-Ln(x-2)+c
     x2-x-6       x-3   x+2

Ejemplo B:

∫ 2x3-4x-8   dx

    (x2-x) (x2+4)

(x2-x)(x2+4)=x(x-1)(x2+4)

  2x3-4x-8     =    A   +  B   +Cx+D 

x(x-1) (x2+4)       x      x-1     x2+4

2x3-4x-8=A(x-1)(x2+4)+Bx(x2+4)+(Cx+D)x(x-1)

2x3-4x-8=Ax3+4Ax-Ax2-4A+Bx3+4Bx+Cx3-Cx2+Dx2-Dx

2x3-4x-8=x3(A+B+C)+x2(-A-C+D)+x(4A+4B-D)-4A

2=A+B+C


2=2+B+C    =>         B+C=0
=>
C=-B

       

0=-A-C+D


0=-2-C+D         =>       -C+D=2

-4=4A+4B-D


-4=4(2)+4B-D   =>       4B-D=-12

-8=-4A

A=2 


B+D=2

          4B-D=-12


5B=-10


   B=-2

C=-(-2)
D=2+C


C=2

D=2+2

D=4



∫( 2 +  -2 +2X+4 )dx=  

      x     x-1  x2+4

∫(2 – 2 +  2x + 4 )dx

     x   x-1 x2+4 x2+4

=2 Ln (x)-2Ln(x-1)+Ln(x2+4)+2 arc tan x     +C






         2

FORMULAS TRIGONOMETRICAS INVERSAS

∫u’ dx  =  1  arc tan  u +c   
   a2+ u2     a               a

∫u’ dx  = arc sen  u +c   
  √a2- u2                  a

∫u’ dx  =   1  arc sen  u +c   
 u √u2- a2    a                a

Ejemplos:

∫5x2+20x+6  dx    => x3+2x2+x = x(x2+2x+1) = x(x+1)2
     x3+2x2+x

    5x2+20x+6 =  A + B + C 
       x(x+1)2            x   x+1(x+1)2
=(x+1)2 A+ x(x+1)B+xC= Ax2+2Ax+A+Bx2+Bx+Cx

5x2+20x+6= Ax2+2Ax+A+Bx2+Bx+Cx = (A+B)x2 +(2A+B+C)x+A

5x2+20x+6= (A+B)x2 +(2A+B+C)x+A

5=A+B

B=5-A=5-6=-1

C=20-2A-B

20=2A+B+C

B=-1



C=20-2(6)-(-1)



6=A






C=20-12+1=9








C=9 
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EJERCICIOS PROPUESTOS:
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11.- CALCULO DE AREAS POR INTEGRACION.

                                                                 a 

A=∫f(x) dx

                                                                b

                                                                             f(x)

                                                                   x=a  x=b                                              

Ejemplo:

Area de f(x)=x2  con respecto del eje x desde las rectas x=2, x=5

                             Y       f(x)=x2
                                2 5     x                           5                5

                                                                 A=∫x2 dx= x3    = (5)3 – (2)3 = 125 – 8 =

                                                                     2             3   2     3       3         3      3

                                                    117 = 39 u2






3

Calcular el area de la funcion f(x)=x desde x=-2 a x=2





   f(x)=x


                             2      45º 

                     -2                                  2              2

                                                    A=∫x dx =x2       =   4 – 4 = 0     

                                                        -2               -2    2    2   





                2              2

                                                    A=∫x dx =x2     =     4 =2    

                                                        0            2   0    2 

Area Absoluta= 4 U2

EJERCICIOS PROPUESTOS.
[image: image37.wmf]
Calcular el área dada la función y límites, con respecto al eje x.

1. f(x)=Sen x, desde x=0 a 2(.

2. f(x)=4, desde x=1 a 5.

3. f(x)=(x, desde x=0 a 10.

4. f(x)=x3, desde x=1 a 4.

5. f(x)=(x-2)2, desde x=0 a 4.

AREA ENTRE DOS CURVAS.
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Ejemplo:

Obtener el área entre las curvas f(x)=x2 y g(x)=x.


[image: image39.wmf](

)

3

1

0

3

2

1

0

2

2

2

2

6

1

3

1

2

1

3

2

)

(

1

,

0

0

)

1

(

0

u

x

x

dx

x

x

A

x

x

x

x

x

x

x

x

dx

x

x

A

b

a

=

-

=

-

=

-

=

=

=

=

-

=

-

=

-

=

ò

ò


EJERCICIOS PROPUESTOS.
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12.- CALCULO DE VOLUMENES POR INTEGRACION.

Volúmen con respecto al eje de las x.

                                               
    Y





                                                            A    B             X  

                                                                b

V=π∫[f(x)]2 dx

                                                             a

Ejemplos: Obtener el volúmen dada la función f(x)=3, desde x=0 a 4, con respecto a x.

         y 

                       Y=3  

          0       4       x  

          4

V=π∫(3)2 dx

       0

             4

= π 9x  = 9 π(4)= 36 πu3 

                   0

EJERCICIOS PROPUESTOS.

Calcular el volúmen dada la función, y límites, con el eje de giro x.

1. y=(x, desde x=0 a 3.

2. y=-x2+x

3. y=x2+3x, desde x=-3 a x=2

4. y=x, desde x=0 a 2

5. y=(1-x2,     desde x=-1 a 1

6. y=1-x, desde x=0 a 1

7. y=4-x2, desde x=-2 a 4

8. y=(2x-6, desde x=3 a 7

9. y=(16-x2, desde x=-2 a 2

10. y=4-x, desde x=-3 a 2

11. y=(x+5,desde x=-1 a 3

VOLUMENES ENTRE DOS CURVAS.

 b

V=π ∫([f(x)]2  - [g(x)]2 (dx

a

Giro con respecto al eje X.                                                               

b

V=π∫ ([f(y)]2  - [g(y)]2( dy

        a

Giro con respecto al eje Y.

Ejemplo:

Calcular el volúmen de una cáscara cilíndrica dadas las funciones:

               F(x)=6

               G(x)=5

              Desde x=2

               A x=8

2 8

          8                        8                         8                      8

V=π∫(62-52 )dx = π∫(36-25) dx = π∫11 dx = 11 πx  =11 π (8-2)= 66 π u3 

       2                         2                         2                         2

EJERCICIOS PROPUESTOS.

En todos los incisos calcular el volúmen.

1. De una dona formada por x2+(y-30)2=100.

2.  f(x)=x, g(x)=2x

13. INTEGRALES MULTIPLES.

Evaluar:                                  Ejemplo: ∫∫(2xy+y2) dy dx
∫∫dy dx                                =∫(2x y2+y3) dx = 2x2 y2 +xy3=x2y2+xy3


               2   3    2.2  3    2    3      

∫y dx= yx+c                           

EJERCICIOS PROPUESTOS.


[image: image41.wmf](

)

(

)

òòò

òò

-

+

+

dzdydx

y

z

xy

dxdy

x

2

4

6

3

.

2

4

.

1

                     

x





x





El área del cuadrado representa a la función dada, es decit x.x= x2





X+(x





X+(x





Al aumentar el tamaño del lado del cuadrado a x+(x, tenemos un área de:


(x+(x)2





El área sombreada es el área resultante, que equivale a 2 rectángulos de área c/u igual a x.(x y un cuadrado con área igual a ((x)2 . El area total es:


2x(x+((x)2





X+dx





X+dx





Al derivar, el área resultante son dos rectángulos de area c/u igual a x.dx, lo cual se muestra sombreado en la figura. El área total sombreada equivale a:


2xdx





b


∫ f(x) dx = F(b)-F(a)


a








� INCRUSTAR Equation.3  ���





F(x)





g(x)


f(x)





b





a





x





y
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