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1. Trobeu les equacions d’un pendol elastic de longitud en repos [, con-
stant recuperadora k i massa m

Solucio:
Hem de descriure un pendol elastic, el qual es mou en dues dimensions,
per tant elegim coordenades polars:

xr = rsinf

y = rcosf

On hem definit # com ’angle que forma el péndol amb l'eix y. I ja
podem escriure la Lagrangiana del pendol:

1 1
L = 5™ (&% +9%) — mgy — 51{(:62 + %)
1 . 1
=5m (7"2 + 7’292) — mgrcos — 5[6‘7“2
Per trobar les equacions de moviment, utilitzem ’equacié d’Euler-
Lagrange: %g—; — g—; = 0 per les dues coordenades generalitzades
ri6. On hem definit: w? = %
Per r:
doL 0L 0
dt or  or

7 (m#) = mré? — mgcost) — kr

P+ wlr=r6% — gcost
i+ (w? = 0%)r = —gcost




Per 6:

40L 0L _

dt o6 00
% <mr29> = mgrsint
2ri0 + 120 = grsind
270 + 16 = gsind ‘

2. Una particula de massa m es mou lliurement al llarg del filferro que
gira en un pla horitzontal amb una velocitat angular w constant al
voltant d’un eix vertical

(a)

Trobeu les equacions de moviment

Solucid:

Podem veure primerament que dels 3 graus de llibertat només
en queda 1, perque el moviment es produeix en un pla x-y i la
particula es troba lligada al filferro que gira amb velocitat angular
constant w, per tant, 8§ = w. Si escollim coordenades polars,
podem escriure el Lagrangia com:
1 2, .2 2

L= 3 (7% + r*w?)
Per tant, introduint el Lagrangia en I'equacié d’Euler-Lagrange,
obtenim ’equacié de moviment per r:

doL oL,
dt or or
d 2

— (mr) = mrw
dt (')

P = rw?
Solucionant ’equacié diferencial, veiem que és ’equacié de movi-
ment d’un oscil-lador harménic simple i trobem la solucié segiient
on A, B, ¢, ¢’ sén constants que depenen de les condicions inicials

r(t) = Acos(wt + ¢) = Bsin(wt + ¢')

Si ara el filferro gira en un pla vertical, trobeu les noves equacions
del moviment de la particula

Solucio:

En aquest apartat, tornem a utilitzar coordenades polars, pero
ara hem d’afegir un nou terme al Lagrangia, el corresponent al



potencial, que prendra la forma: V = mgy. Escrivint-lo en co-
ordenades polars: V = mgrsinf. Per tant el nostre Lagrangia
sera:

2 2

L= %m (7'"2 +r w ) — mgrsind

El nostre espai de configuracié té dues dimensions: r i 6. Susb-
stituint el Lagrangia en I'’equacié d’Euler-Lagrange, trobem:
Per r
dor oL _
dt or  or
d
7 (mi) — mrw? + mgsind
i = rw? — gsen(wt) ‘

Per 6
dor oL _,
dt 90 00

7 (mrQw) — mgrcost

. g
= < cos(wt
=3 cos(wt) ‘

3. Dos cossos d’igual massa m estan units per una corda sense massa.
Un d’ells, P, es troba damunt la taula on pot girar lliurement mentre
que l'altre, Q, penja per sota de la taula a través d’un forat O. Si hom
déna a P una velocitat inicial de valor vy, perpendicular a la direccié
OP quan la longitud té el valor a, determineu:

(a) El Lagrangia del sistema
Solucio:
Podem veure que la particula P nomes es pot moure en el pla
de la taula, per tant, nomes té dos graus de llibertat (2p = 0),
mentre que la particula Q nomes té un grau de llibertat (ig =
0 yg = 0). Si ens fixem que la corda no té massa i la considerem
inextensible, podem obtenir una altra relacié que ens redueix un
grau de llibertat. Si denotem per [ la llargada de la corda i r com
la distancia del punt P al forat: = r4+z=101— r=—2.
Podem veure que les millors coordenades per afrontar el problema
son les coordenades cilindriques, i el nostre Lagrangia sera:
1 2242 [
inm(r +r 0>+§mz —mgz
Introduint els lligams |}

1 :
L =mi? + §mr292 —mg(l—r)




(b) Les equacions de moviment de P
Solucié:
Introduint el Lagrangia en ’equacié d’Euler-Lagrange, obtenim
les equacions de moviment

Per r:

aon on_
dt or  or
%(me)—mréz—mg:()
i g 10
r—2+ 5

Per 6:
doL oL _
dt 96 00

%(mr%) —-0=0

0

mr29 = cte \

(c) La velocitat de P
Solucié:
Aquest problema és analeg al del moviment planetari. Tenim
dues constants del moviment L = mr20 (moment angular) i E =
Im(r? + r202) + mgr (energia mecanica total).
Podem extreure i de l’energia mecanica total i substituir 6 en
funcié del moment angular, per trobar una expressié de 7(E, L, 7).
Manipulant les expressions obtenim:

) 2 L2
r:\/m (E—mgr— 2m7‘2>

Per altra banda podem expressar df = %%dr = gdr. Substituint
I’expressié que hem trobat de 7 i la definicié de moment angular,
podem trobar una expressié de 6(r):

L
ﬁdr

9(7“)/\/2m<Emgr L2>

2mr2

4. Trobeu l'equacié del moviment d'una esfera de radi R i densitat p;
que cau verticalment en un medi de densitat py (pp < p1) i amb un



fregament de la forma Fy = 1102, Quina és la velocitat maxima de

2
caiguda?
Solucié:

L’esfera de radi R té per Lagrangia:

1
L= ngf — mygy

Pero tenim dues forces que no sén derivables d’'un potencial. La
primera és la forca de friccié que es deriva de la funcié dissipativa
de Rayleigh amb l'expressié: Fy = g—fj on F = %/61/2, laltra és la
forca d’Arquimedes que ens diu que un cos submergit en un medi
liquid o gasos amb una densistat donada, experimenta una forca con-
traria al moviment igual al volum de gas o liquid que ocupa. En
el nostre cas la forca d’Arquimedes sera una constant que valdra:

FArq = Mog = %WRE}POQ

Aquestes dues forces no es poden derivar d’un potencial, per tant hem
d’utilitzar I’equacié de Lagrange per trobar ’equacié de moviment de

Iesfera
doL oL _,
atoy oy Y

d oF
- y = —— + Fa,

mi + mg = ky + mog
mij — ky = (mo —m) g|

On hem escrit m = %WR?’pl img = %ﬂ'RSp(). Ja tenim l’equaci6 de
moviment de Iesfera.

Per trobar la velocitat maxima, hem d’analitzar el problema, si un cos
cau en un potencial i hi actua una forca de friccié que depen de la
velocitat, aquest cos s’accelerara fins arribar a una velocitat limit, que
es mantindra constant. Agafant I’equacié de moviment i assumint que
per la velocitat limit, ’acceleraci6 és 0, trobem:

mij — ky = (mo—m)g
=01

. mg—m 4 —
Ymax = O_Tg = gﬂ—Rgpl k POg

. Un punt material de massa m pot moure’s al llarg d’un filferro rectilini
que dista h de lorigen O. La recta OC (veure la figura) gira al voltant
d’aquest origen amb una velocitat angular constat w. La posicié del




punt material pot especificar-se en funcié de ’angle ¢ i la distancia ¢
al punt C. Si el punt material esta sotmeés a la gravetat, determineu
com evoluciona g com a funcié del temps amb les condicions inicials:
$(0) = 0,¢(0) = 0,4(0) = 0

Solucié:

Per trobar ’evolucié temporal del cos, ens inventem un nou sistema
de referencia (u,v) que estara centrat en el punt C de la figura de
I’enunciat i que girara amb velocitat angular constant w, per tant la
particula nomes es moura per 'eix v. Per fer-ho hem de realitzar una
translacié de 1’ origen al punt C i una rotacié dels eixos. Comencem
per la translacié, definint dos eixos (z/,y'):

x' = x + hcoswt

Y =y + hsinwt

Ara hem de realitzar una rotacié que dependra de t dels eixos (2/,y/).
Rotacidé que estara especificada per la segiient transformacio:

u o\ coswt  sinwt T + hcoswt
v ]\ —sinwt coswt y + hsinwt

Sabem que el nostre Lagrangia escrit en les coordenades (z,y) té la
forma:
1 .9 .9
L(z,y) = 5m(a” +57) — mgy

I ara tenim la relacié entre les coordenades (x,y) i les coordenades
(u,v). Perd en el nou sistema de referencia, el cos nomes es mou en la
coordenada v, per tant u = 014 = 01ipodem identificar v = ¢ i escriure
el lagrangia nomes en funcié de q. Manipulant la transformacié podem
obtenir:

2+ 9 = ¢ 4 24hw + v2w?
I per fi tenim el Lagrangia en funcié de ¢ i ¢:

1
L(q,q) = §m(q'2 + 2¢hw + q2w2) — mg(gcoswt + hsinwt)

Ja podem extreure ’equacié de moviment per q amb ’equacié d’Euler-
Lagrange:

4oL oL _
dt 0§ O0q

d
o (mg +mhw) — (mw?q — mgcoswt) = 0

q— qu = gcoswt



Aquesta equaci6 és un oscil-lador harmonic forgat, la solucié és la suma
de la solucié exacta per I'oscilador harmonic sense forga exterior i una
solucié particular quan hi introduim la forca, mirant que 1’oscil-lador
harmonic i la forga tenen la mateixa freqiiéncia (estem en ressonancia)
- utilitzant les condicions inicials de ¢ i ¢, obtenim ’evolucié temporal
del cos:
q(t) = I teoswt
2w

. Un cos de massa m rellisca sense fregament per un pla inclinat un
angle a. A la seva vegada, el pla, de massa M, descansa sobre el terra
i pot lliscar sobre aquest, també sense fregament. Trobeu el Lagrangia

del sistema i les equacions de moviment.
Solucié:

El Lagrangia del sistema és:

1 1
L= gmi (8 +47) + 5o (3 + 45) — magn

Analitzant el problema, el podem dividir en 2 moments, abans i després
de que la massa m; estigui en contacte amb la massa my. Mentre la
massa m1 esta sobre la massa mso es compleix el lligam:

y1 — (x2 —x1)tana =0 — g1 = (&2 — 1) tana
Introduint el lligam en el Lagrangia, obtenim:

1 1
L= §m1 <x% + (29 — 9&1)2 tcm2a> + §m2$% — myg(ze — x1)tana

Ara podem extreure les equacions de moviment amb ’equacié d’Euler-
Lagrange:

Per z4:
doL oL _
dt 81"1 81‘1 N
T (m1 (1 + tanQa) T, — mligtanQa) —mygtana =0

(1 + tan2a) X1 — tanQOzig —gtana =0
_ gtana + Fotan’o
B 1+ tan’a

I




Per zo:

doL oL
dtaiz 6$2 B

— ((m2 + mitana) &2 — myditana) — (—mygtana) = 0

dt
(mg + mitana) i = mitana (i1 — g)
mitana (i1 — g)

Tro =

mo + mitana




