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Hemos estudiado en la leccion anterior lascilaciones libresdel oscilador
armonico simple. Esto es, cuando el movimiento del oscilador es tal que su
oscilaciones, una vez iniciadas, contindan indefinidamente con la misma amplituc
En las oscilaciones libres, la energia total permanece constante. Por supuesto que
oscilaciones libres no constituyen, por lo general, una situacion fisica real, ya qu
normalmente existira una disipacion de energia (debido a la presencia de fuerzas
rozamiento, por ejemplo), de modo que la energia del oscilador, y por ende I
amplitud de sus oscilaciones, ira disminuyendo continuamente hasta que, finalment
cesa el movimiento. Hablamos entonce®seilaciones amortiguadasn contraposi-
cion a las oscilaciones libres.

Podemos evitar el amortiguamiento de las oscilaciones si disponemos de algt
mecanismo capaz de suministrar energia al oscilador al mismo ritmo que éste la \
cediendo al medio resistivo donde tiene lugar el movimiento. Hablamos entonces o
oscilaciones forzadadJn oscilador forzado es aquél que esta accionado por una
fuerza externa que realiza un trabajo sobre él. Por ejemplo, un columpio que recikt
un impulso en cada oscilacion constituye un oscilador forzado. En este ejemplo, |
fuerza externa es urfaerza impulsiva y periodigauyo efecto es suministrar energia
al sistema oscilante para compensar la que pierde por rozamiento, de modo que
mantenga constante la amplitud de las oscilaciones. Evidentemente, si el ritmo cc
que la fuerza externa suministra energia al sistema oscilante es mayor que el ritn
con que éste la disipa, la energia del oscilador y la amplitud de sus oscilaciones iré
aumentando hasta que (siempre que haya amortiguamiento) se alcance un est:
estacionario.

Estos son los aspectos que nos proponemaos desarrollar en esta leccion. En el c:
del oscilador forzado, nos limitaremos a considerar fuerzas impulsoras de tipe
armonico simple, y prestaremos particular interés a las condiciones de resonancia

Manuel R. Ortega Girén 397
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814.1. Rozamiento.- Para analizar dindmicamente las oscilaciones amortiguadas
debemos suponer que , ademas de la fuerza eldstide, actia una fuerza de
rozamiento. Aunque normalmente resulta muy complicado el analisis detallado de Io
efectos producidos por el rozamiento sobre el movimiento del oscilador, cor
frecuencia podemos representar esta fuerza mediante una relacion empirica cu
expresion matematica es relativamente sencilla y que coincide razonablemente c
los resultados experimentales. La fuerza de rozamiento es siempre opuesta a
velocidad de la particula y, en su forma més sencilla, es directamente proporcion:
a dicha velocidad; esta situacion se presenta cuando un cuerpo se mueve en un me
fluido (viscoso) con velocidad moderada. Entonces escribiremos

f= yv [14.1]

dondey es una constante positiva denominadastante o coeficiente de amortigua-
mienta Evidentemente, esta fuerza no es conservativa, debido a que es funcién c
la velocidad. Ademas, puesto que siempre esta dirigida en sentido opuesto al d
movimiento, el trabajo realizado por dicha fuerza es siempre negativo; se trata, pue
de unafuerza disipativa Obsérvese que las dimensiones de la constante de
amortiguamiento son

_[Fl _ MLT 2 _

2" =MT? [14.2]
V] LT?

lv]

esto es, la de una masa dividida por un tiempo, expresandose en las unidad
correspondientes (kg/s, g/s, ...).

Antes de iniciar el estudio de las oscilaciones amortiguadas, vamos a sacs
algunas conclusiones acerca del movimiento de una particula sobre la que act
solamente una fuerza de rozamiento del tipo anteriormente descrito. Al ser la fuerz
de rozamiento la Unica que actda sobre la particula, podemos escribir

f = m 0 SyX = mX [14.3]

de modo que la ecuacion diferencial del movimiento de la particula puede escribirs
en la forma

m& + yx = 0 [14.4]

siendo util definir una nueva constante, llamadatiempo de relajacion por la
relacion

1 _y [14.5]
gue tiene dimensiones de tiempo, de modo que la ec. dif. del movimiento se escrik
5+ Lx-o0 [14.6]

T

En funciéon de la velocidad, la ecuacion anterior toma la forma
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velv=o0 [14.7]

ec. dif. cuya integracién nos lleva a

] t
Jﬂ=—ijdt L v=-vel" [14.8]
vV TO

La velocidad de la particu-
la disminuye exponencialmente v
con el tiempo Kigura 14.3; esto E,
es, la velocidad est4d amorti-
guada con utiempo de relaja-
ciont. Transcurrido un tiempo
t=1 serda

VO VO
v=_0- = 0.368v,
e 2718

Asi, el tiempo de relajacion es
el tiempo que debe transcurrir
para que la velocidad de la
particula se reduzca a un
36.8% de su valor inicial.

En cuanto a la energia cinética de la particula, tenemos

Figura 14.1

E, = The- 1t my{ e %" = E e [14.9]
2 2 '

de modo que el tiempo de relajacion efectivo para la energia cinética es la mitad gL

para la velocidad.

814.2. Oscilador arménico amortiguado.-  Consideremos una masague se
mueve bajo la accién conjunta de una fuerza restauradora IFFedly, y de una
fuerza resistivaf=-yv, como se esquematiza en fgura 14.2 entonces la ec.
diferencial del movimiento de la particula es

~kx - yX = mx 0 mx +yX +kx =0 [14.10]

gue es conveniente escribir en la forma

X +2BX +wx =0 [14.11]

donde B

y .1 W, = k [14.12]
2m Zt m
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son, respectivamente, elrametro de amortiguamient(iB]=T™) y la frecuencia
angular natural del oscilador; esto es, la frecuencia angular de sus oscilaciones el
ausencia de amortiguamiento. Observemos [Bjfparametro de amortiguamiento)
sera tanto mayor cuanto mayor sea el grado de amortiguamiento. El cociente ent
el pardmetro de amortiguamient@)(y la frecuencia angular naturatyf) del
oscilador es una magnitud utilizada en las
aplicaciones para caracterizar el grado de amor-
tiguamiento del sistema; recibe el nombre de

] factqr de amortiguamient@) y es adimensio-
14 m nal;i.e.,
AAVAVAVAVE
k ( = E [14.13]
) W,
Figura 14.2

La ecuacion del movimientf14.11] es una
ecuacion diferencial lineal de segundo orgddromogénealesto es, sin segundo
miembro)y de coeficientes constantdsa solucion general de esta ec. dif. puede
obtenerse mediante los métodos ordinarios de resolucibn de estas ecuacion
diferenciales. Sin entrar en el detalle de la resolucion de la ec. dif. del movimientc
[14.11], diremos que el caracter de su solucién depende de los valores de lo
coeficientesp y w, De acuerdo con los valores relativos fey w, hemos de
distinguir tres casos:

a) Sif < wy, ie, (<1, el amortiguamiento edébil.
b) Si B = w, ie, (=1, el amortiguamiento ewitico.
C) Si P > w, ie, (>1, el amortiguamiento esupercritico

A continuacién vamos a estudiar por separado cada uno de estos tres casos.

§14.3. Amortiguamiento débil.- En el caso de amortiguamiento débil, esto es,
B < w, (i.e, {<1), la solucion de la ec. dif. del movimient@4.11] es

x = AeP senf't + V) [14.14]

dondeA, y Y son dos constantes de integracion que se determinaran a partir de le
condiciones iniciales vide Problema 14} y ' es la frecuencia angular de las
oscilaciones amortiguadaslada por

W = \/6?_3_2_ [14.15]

! La frecuencia de las oscilacionesv = w/2rt. Preferimos utilizar la frecuencia angular para
evitarnos la aparicion del factonn la expresiones que obtendremos. Algunos autores denominan
a w como frecuencia(simplemente).

2 El lector debera comprobar que la ec. [14.14] es una solucién de la ec. dif. [14.11]; no hay
mas que sustituir [14.14] y sus derivadas en la expresion [14.11].
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Aunque hemos designadaué con el nombre de frecuencia angular, en un sentido estricto no
es posible definir una frecuencia cuando existe amortiguamiento, ya que entonces el movimien
no es periddico; esto es, el oscilador no pasa dos veces por el mismo punto con la misma velocid
(repérese en que la velocidad y la energia total del oscilador van disminuyendo conforme se ve
completando mas y mas ciclos). Cuando el amortiguamientougsdébil esto es, cuand < wy,
entonces

0 - /wé B =, [14.16]

de modo que podemos llamar "frecuencia angularty'a aunque esta terminologia sélo es
absolutamente correcta cuan@e0. Sin embargo, para simplificar, pasaremos por alto estas
consideraciones y nos referiremos o como a la frecuencia angular de las oscilaciones
amortiguadas, que sera siempre menor que la frecuencia natyrele( oscilador. Consideraciones
analogas pueden hacerse acerca del periodo de las oscilaciones amortiguadas.

A, exp(- ,Bt) A, sen(wt)
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Figura 14.3

La amplitud de las oscilaciones amortiguadas no es constante, ya que esta dada p
A) = Ajef=Ae™ (14.17]

y, debido al exponente negativo, decrece a medida que transcurre el tiempo. L:
curvas cuyas ecuaciones son

- +A e " [14.18]

son las envolventes de las curvdf en el oscilador amortiguado. En kura 14.3
mostramos esas curvas (trazo corto), asi como las curvas de elongacion para el cz
en quef=0 (trazo largo). También se muestra la curva correspondiente para la
oscilaciones amortiguadag ¢ 0) (linea continua). Se observara que, aunque la
frecuencia correspondiente a las oscilaciones amortiguextjess(siempre menor que

la correspondiente a las oscilaciones libreg,(dicha diferencia de frecuencias suele
ser en la practica muy pequefia (incluso para un amortiguamiento relativament
fuerte) y dificil de apreciar.
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Obsérvese que, como por definicionfsl/2t, el tiempo de relajacion efectivo
para la amplitud es,=1/3=2t (como veremos mas adelante,es el tiempo de
relajacion correspondiente a la energia).

El grado de amortiguamiento del oscilador depende exclusivamente del valor de
parametro de amortiguamienfby en definitiva dey=2mB. Podemos determinar
experimentalmente el valor dB midiendo las amplitudes de dos oscilaciones
consecutivas, ya que

Al) = A et At:T) = A, e bt [14.19]

de modo que, dividendo miembro a miembro esas dos expresiones, tenemos

AD _ gor [14.20]

AT T)

conT'=21w'. La cantidad exfT’) recibe el nombre ddecremento de la amplitud
su logaritmo neperiano, o s’ recibe el nombre ddecremento logaritmigaesto
es,

T _ In At)
W A(t+T)

[14.21]

A =BT =
Vemos que el amortiguamiento serauy débilsi Tw'=tw, > 1.

814.4. Disipacion de energia.- En contraste con el oscilador armonico simple,
en el oscilador amortiguado la energia no se mantiene constante. La energia ¢
oscilador amortiguado se transfiere gradual y continuamente al medio resistivo y €
disipada en forma de calor o de radiacion. La energia disipada por unidad de tiemf
(potencia disipadpsera proporcional al cuadrado de la velocidad, por ser la fuerza
de rozamientofé-y) la responsable de tal disipacion de energia, de modo que

p-9E _qo 2 [14.22]
dt

Asi pues, la energia del oscilador
no se disipa de modo uniforme. La
energia disipada por unidad de tiempo
serd maxima cuando el oscilador ad-
quiera su velocidad maxima, cosa que
ocurre cuandoesta cerca(pero no
exactamenteen) de la posicion de
equilibrio. La energia disipada por
unidad de tiempo sera nula cuando, en
cada oscilacion, el oscilador alcanza
las posiciones de elongacion maxima,
ya que entonces su velocidad es nula.
Estos hechos se reflejan en las gréaficas
de laFigura 14.4

Figura 14.4
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Calcularemos ahora el valor de la energia que se disipa en cada oscilaciol
Escribiremos primero las expresiones correspondientes a la elonggceb la
velocidad de la particula oscilante

X = Ayeliserw't X = AeP(wcom't - Bsemw't)  [1423]

donde hemos hech@=0, sin que por ello perdamos generalidad en nuestras
valoraciones. Obsérvese que el tiempo de relajacion efectivo para la velocidad es
mismo que para la amplitud.

Puesto que las energias cinética y potencial viene dadas por

E - lme E - 1we [14.24]
2 P 2

tenemos

E = 1 mA? e 2 (w'2cosw't + B2serdw't - 2w'B serw't cosw't)
2 [14.25]
E, = %kﬁb2 e Plsefw't = % mw’ AZ e Btserfw't

Tanto la energia cinética como la potencial son funcién del tiempo y disminuyen
conforme se completan mas y mas ciclos. Al calcular los valores medios temporale
de las energias cinética y potencial, esto Eg><y <E;>, podemos aceptar sacar
fuera de los corchetes angulares (que representan medias respecto al tiempo) el fac
exp(-P3t). Podemos hacerlo, con razonable aproximacion, siempre que el amortigue
miento sea suficientemente débpT(<1l), ya que entonces la amplitud de la
oscilacién no cambia mucho en el transcurso de un ciclo.

Nos apareceran las medias (extendidas a un ciclo) de las funciorfest, sen
cogwt y serwtcost; i.e.,

Berw'td=- Gogw'tl= ~ Berw't cosw'tl = %Eﬁ;enZo’tD= 0 [14.26]

N

y las energias cinética y potencial promediadas en el tiempo de un ciclo son

2 2
[E 0= _mﬁbezf“tm2 %E= %mwéAée’zB‘
0 O [14.27]
[E 0= %mmSAOZe’Zl3t
de modo que [EO= E0= %m(ogA(fe*t’T = [E[] e [14.28]

donde hemos puesto de manifiesto que el tiempo de relajacién efectivo para |
energia (cinética o potencial) es o sea, la mitad del correspondiente a la
elongaci@ o a lavelocidad.
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La energia total almacenada en el oscilador va disminuyendo gradualmente. S
valor medio en un ciclo es

1 2 72 -t -t
E0= EO+- ED= immvoe" = [E(] e [14.29]

Asi pues, la energia decrece exponencialmente con el tiempo a un ritmo doble qt
la amplitud o la velocidad.

La disipacion media de potencia viene dada por la variacion de la energia tote
del oscilador por unidad de tiempo. Esto es[de9] se sigue

PU= " =

dED_ 1
dt T

% mwg Ag et [14.30]

resultando que PO= - ED = - 2B [(EO [14.31]

T

Puede parecernos sorprendente que las medias temporales de las energ
cinéticas, potencial y total (expresion@s.27]y [14.29) sean funcion del tiempg
cuando esas medias lo son precisamente respecto al tiempo. Hemos de tener 1
presente que estamos observando el movimiento de un oscilador amortiguado a
largo de muchos ciclos de su movimiento y que esas expresiones corresponden a
energias medias en un ciclo, expresadas en el instal@emo la energia se va
disipando, es de esperar que dichos valores medios (en un ciclo) vayan disminuyen
segun se vayan completando mas ciclos.

814.5. Factor de calidad.- Es frecuente caracterizar un sistema oscilante por
suQ o factor de calidadEl factor de calidad de un sistema oscilante se define como
21 veces la razon entre la energia almacenada y la disipada por ciclo. Esto es

[energia almacenada

Q= 2n il : [14.32]
[energia disipada por cidlb
0 sea Q=2m E = ED = i =T [14.33]
P PO 2B

Obsérvese qu® carece de dimensiones. En el caso de que el amortiguamiento se
muy débil, tenemos

y vemos queQ es una buena medida de la falta de amortiguamiento. Valor€¥ de
(o de wyt) altos representan un amortiguamiento muy débil. Recordemos gqae

el tiempo de relajacién correspondiente a la energia; durante ese tiempo, el oscilad
realiza


mog
falta ec. 14.34 (pág. 8/33) 
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Tabla 14.1.- Valores representativos &sttor de calidad(Q).

SISTEMA OSCILANTE Q
La Tierra, para ondas sismicas 250-1400
Cuerda de piano o de violin 10°
Atomo excitado 10/
Nucleo excitado 107

!
l = ﬂ = 2 oscilaciones [14.35]
T 21 21

En la Tabla 14.1mostramos algunos valores representativosQi@ara algunos
sistemas oscilantes.

§14.6. Amortiguamiento critico.- ~ Si el amortiguamiento del oscilador aumenta
suficientemente, puede llegar a $w, (i.e, {=1); entonces, de acuerdo con la
definicién[14.15]de la frecuencia angular de las oscilaciones amortiguadas)s€ba
Evidentemente, en estas condiciones no hay oscilaciones (ya que el periodo de |
mismas seria infinito) y el oscilador regresara a la posicién de equilibrio sin rebasarl
0, a lo mas, rebaséndola una sola vez. La condiciér3<tg, se conoce con el
nombre deamortiguamiento critico del osciladpi.e., se ha alcanzado un valor
critico para el amortiguamiento en el que las oscilaciones desaparecen.

En el caso de qu@=w,, es obvio que la ecuacidn4.14] no representara una
solucion general de la ec. dif. del movimiento del oscilador amortiguadai]
CuandopB=w,, la solucién de la ec. dif14.11] es de la forma

X = (A + At) et [14.36]

gue el lector deberd comprobar, sustituyéndola en la ecfidifi] En la funcion
[14.36}, A, Y A, son dos constantes de integracion, que pueden expresarse en funcic
de las condiciones iniciales; esto es, de la posiciy de la velocidadv, de la
particula en el instante inicial. Es facil comprobar que

A, = X, A =V, + Bx, [14.37]

En laFigura 14.5hemos representado graficamente las curvas elongacion-tiempc
para un oscilador con amortiguamiento critico pagD y diversos valores de la
velocidad inicialv,. Obsérvese como, dependiendo del valor inicial de la velocidad,
puede rebasarse la posicion de equilibrio antes de que la particula se aproxin
asintéticamente a ella. El lector deberd trazar la gréfica correspondiente a las conc
ciones iniciales,=0, v,ZO0.
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Para unas determinadas condiciones iniciales, un oscilador con amortiguamien
critico se aproxima mas rapidamente la posicion de equilibrio que uno sobreamort
guado o infraamortiguado. Este hecho es muy importante cuando se disefian ciert
mecanismos oscilantes (un galvanémetro, por ejemplo) en los que se desea que
mecanismo regrese suave y rapidamente a su posicién de equilibrio. Como otr
ejemplo de sistema con amortiguamiento critico o casi-critico citaremos el sistem
de suspension de un vehiculo automévil; esto puede comprobarse empujando ha
abajo la parte delantera o trasera de un automovil (a fin de comprimir los amortigua
dores) y observando que se producen una o dos oscilaciones antes de que el siste
guede en reposo.

75<0 6=0.25w,

Figura 14.5 Figura 14.6

§14.7. Sobreamortiguamiento.- El sobreamortiguamiento se presenta cuando
el parametro de amortiguamierfiees mayor que la frecuencia angular natwsatiel
oscilador {.e., (>1). Entonces, de acuerdo con la definicidnis] de la frecuencia
angular de las oscilaciones amortiguadassera imaginaria. En estas condiciones
es evidente que no habran oscilaciones, y la particula regresara a la posicion
equilibrio sin rebasarla o rebasandola una vez a lo sumo. Para unas condicion
iniciales dadasx,Vv,), cuanto mayor sea el amortiguamiento mas tiempo empleara el
sistema en quedar en reposo en la posicion de equilibrio.

Como en el caso anterior (critico), es obvio que la ecuacion difergneial del
movimiento debera tener una solucion para el caso eryug distinta de lg14.14]
y de la[14.36]. Para el oscilador sobreamortiguado, la solucién de la edidifi] es
de la forma

X = ,A\1 e—Qlt + A2 e’QZt [1438]

con Q =B+ \/Ez W Q,-p - \/Bz W [14.39]
dondeA,; y A, son dos constantes de integracion cuyos valor&ke roblema 14.p
dependeran de las condiciones inicialggvg). Puesto queQ, y Q, son siempre
positivas, la ecuaciofi4.38] consta de dos términos que decrecen exponencialmente

con el tiempo, el primero mas rapidamente que el segundo, de modo que la particu
se aproxima asintéticamente hacia la posicion de equilibrio, disipando en el camin
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toda la energia de que disponia inicialmente. Obsérvese qdemiQ, representan
ahora una "frecuencia angular”, ya que el movimiento es claramente aperiodico.

En laFigura 14.ehemos representado graficamente las curvas de elongacion-tiemp
correspondientes a un oscilador infraamortiguado, un oscilador con amortiguamient
critico y un oscilador sobreamortiguado, para las mismas condiciones inicjales
V,=0.

Debemos hacer una ultima aclaracion. Es evidente que una fuerza de rozamien
del tipo v, tal como hemos supuesto en nuestro estudio de las oscilaciones amort
guadas, no puede represergaactamentéas situaciones reales, en las que el oscila-
dor queda en reposo al cabo de un tiempo finito; con una fuerza de rozamiento d
tipo -yv el reposo sélo se alcanzaria al cabo de un tiempo infinitamente grande.

814.8. Oscilaciones forzadas.- En los osciladores reales, sean estos una masa
sujeta a un muelle, un péndulo, un circuito eléctrico oscilante, ... existe siempre un
disipacion de energia, de modo que las oscilaciones de esos sistemas se amortigu
disminuyendo la amplitud en el transcurso del tiempo hasta que finalmente desapar
cen. Si deseamos mantener las oscilaciones de
esos sistemas, deberemos compensar el amorti-
guamiento disponiendo de un mecanismo que
suministre energia al sistema al mismo ritmo = , P
gue éste la esta disipando, o sea, cediéndola al mo__,
medio resistivo. En nuestro analisis actual de Iosj\/\/k\/\/\ﬁ
sistemas oscilantes nos limitaremos a las oscila:
ciones mecanicas. Figura 14.7

Para suministrar energia al sistema oscilan-
te, desde el exterior, sera necesario aplicarle una fuerza que realice trabajo sobre
sistema Kigura 14.7. Esta fuerza sera funcion del tiempo, estoFdt), de modo que
la ecuacion diferencial del movimiento del oscilador forzado sera

F(t) - kx -yx = mX 0 mx +yx +kx = F(t)  [14.40]

o bien, con una notacién mas conveniente

X+ 2BX + 02X = a(t) [14.41]

—
con B = ZL w, = JE ag) = F(®) [14.42]
m m =

dondef es el pardmetro de amortiguamientawvy es la frecuencia angular natural
del sistema oscilante, esto es, la frecuencia angular de sus oscilaciones libres
amortiguadas, ni forzadas. La funciaft), i.e., la fuerza impulsora especifica, suele
denominarsduncion de excitacion

El caso mas sencillo e interesante de oscilaciones forzadas se presenta cuar
la fuerza impulsora varia arménicamente con el tiempo, esto es, cuando se trata |
una fuerza periddica, de frecuencia angutaexpresable en la forma
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F(t) = F,senwt [14.43]

dondeF, y w son, respectivamente, ganplitud y la frecuencia angular de la fuerza
impulsora En estas condiciones, resulta conveniente definir

a. = _° [14.44]

de modo que la ec. dif. del movimientot.41] pueda escribirse como
X+ 2BX + WX = A, senwt [14.45]

gue es una ec. dif. lineal de segundo orden, no homogénea (esto es con segur
miembro independiente de, de coeficientes constantes. La solucion general de esta
ecuacion diferencial consta de dos partegulecion complementariaft), que es la
solucion de la ecuacion diferencial homogénea (esto es, con el segundo miemb
igualado a cero), mas ursolucion particular x(t), que satisfaga a la ecuacion
diferencial no homogénea.

Es evidente que lduncién complementarias la misma que la de la ec. dif.
[14.11], ya considerada en los articulos anteriores. Limitando nuestro estudio a la
oscilaciones forzadas débilmente amortiguadas; esto espparatenemos

x(t) = A ePisen't + ) [14.46]

dondew' = \/63 - B2 eslafrecuencia angular de las oscilaciones amortiguadas e
ausencia de fuerza impulsora algtina
Ensayemos unsolucién particular de la ec. dif[14.45] de la forma

xp(t) = Asenfot - d) [14.47]
Derivamos dos veces sucesivas, con respecto al tiempo, la expresion anterior,
X, = wAcost - d) % = - w?Asenfot - ) [14.48]

sustituimos estas expresiones en la ec.[0if45],

- w?Asen(ot - 8) + 2BwAcost - 8) + wAsen(ot - 8) = o, senwt

y teniendo en cuenta que

O senot - d)
] cosgot - 8)

después de algunas operaciones y de reagrupar términos, se obtiene

serwt cod - cowt serd [14.50]
coswt cod + serwt serd

% Obsérvese que debemos distinguir claramente entre la frecuencia angular de las oscilacion
libres (), la frecuencia angular de las oscilaciones amortigua@dgsy(la frecuencia angular de
la fuerza impulsorac).
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o, - Al(wy-w?) cod + 2Bwserd ]} serwt
[A[(w2 w?) se® - 2Bwcod |} coswt

+

[14.51]

0

Puesto que las funciones sam y cos wt no se anulan simultdneamente para
ningun valor dd, esta Ultima ecuacion sélo se satisface en general si los coeficiente!
de cada término son idénticamente nulos. Esto es, debe anularse el coeficiente
coxwt, de modo que

tgd = —22[3(‘) - [14.52]
W, - W
Oogers - 19 2P
de donde ; 1ot |(0f - w0+ 4B [14.53]
n cod = 1 - 0y W
- J1otgs ((f - w?? + 4By

expresiones que nos permiten calcularasigulo de desfas® entre la fuerza
impulsora y la elongacion.

También debera anularse el coeficiente dewtede modo que resulta
C‘0
A = [14.54]
(0 - w?)cod + 2Pwserd

Expresion en la que sustituiremos las relacignes3s] para obtener lamplitud Aen
funcién de las frecuencias angulawy wy; i.e.,

A %o
= 14.55
J(@5 - )2+ 4B e

Obsérvese que tanfwcomod no son ahora constantes arbitrarias que dependan
de las condiciones iniciales, sino cantidades fijas que dependen de las caracteristic
del sistema amortiguadao(,B) y de la fuerza impulsorauta,). Mateméaticamente,
esto significa que hemos obtenido una solucién particular de la ec[idis];
escribiremos esta solucion en la forma

ZB W
m2

[14.56]

x(t) = % sen %ot arctg
J(@§ - w)? + 4B

I:II:II:II:I

La solucién completa de la ec. dif4.45) es

x = x() + x(t) = AjeP'sent't - §) + Asenfot - 3) [14.57]
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El primer término de esta solucién completa se amortigua exponencialmente con
tiempo, de modo que una vez transcurrido un tiempo suficientemente largo e
comparacién con el tiempo de relajacion, esto es, parg=1/3, no contribuye de
modo apreciable a la solucién completa, puesto que practicamente habra desapare
do. Por esa razdn recibe el nombre st#ucién o efecto transitorioEl segundo
término de[14.57] representa laoluciono estado estacionarioporque, al no estar
amortiguado, sera el que prevalezca una vez transcurrido un tiempo grande e
comparacioén con el tiempo de relajacion. Esto es

X(t>1 ) = Asenfot - 3) [14.58]

donde la amplitudh y el &ngulo de desfaseviene dados por las expresiornesss)

Yy [14.52], respectivamente, con independencia de las condiciones iniciales, que obvi
mente no interesaran cuando Unicamente se considera el estado estacionario. Aun
en determinados problemas los efectos transitorios son importantes, el estac
estacionario suele ser el que nos interesara en gran parte de las aplicaciones y prok
mas.

Los detalles del movimiento durante el tiempo en que persiste el efecto transi
torio (t>1,) dependen fuertemente del estado en que se encontraba el oscilador ¢
el instante inicial {=0) en que se aplicé la fuerza impulsora, asi como de los valores
relativos entre la frecuencia de amortiguamiernt®) {y la frecuencia de la fuerza
impulsora ().

En la Figura 14.8 se muestra el efecto transitorio en el movimiento de un oscilador cuandc
w<w'; en estas condiciones, la respuesta del oscilador esta notablalistatsionadadurante los
primeros ciclos tras la aplicaciéon de la fuerza impulsora. En la Figura 14.9 se muestra el efect
transitorio cuandeo>w'; en este caso, la respuesta de mayor frecuencia (correspondiente al estac
estacionario) esténoduladay ligeramentedistorsionadapor la frecuencia de amortiguamiento
durante los primeros ciclos del movimiento.

efecto
efecto estacionario

estacionario /\ M[\

N ﬁ

efec“f) ‘ W W\/ U_U
transitorio
fect

= €
W= / 3 § transitorio

Figura 14.8 Figura 14.9

Cuando a un oscilador se le impone una fuerza impulsora con una frecugncia
diferente de su frecuencia natural, la frecuencia de las oscilaciones en el estado
estacionario (una vez que han desaparecido los efectos transitorios) sera precisame
la frecuencia impuesta. Esta es una caracteristica importante del oscilador:

La respuesta en el estado estacionario de un oscilador forzado (con o sin
amortiguamiento) se presenta con la frecuencia de la fuerza impulsora, y no



§14.8.- Oscilaciones forzadas. 411

con la frecuencia natural del oscilador.

Ninguna otra frecuencia, sino, satisface la ec. dif. del oscilador forzade.45].
Si la fuerza impulsora se elimina bruscamente, entonces el oscilador volvera a ten

oscilaciones amortiguadas cuya frecuencia setéa- \/ooé -B? =Wy, (cuando el
amortiguamiento sea muy débil).

El angulod que aparece en la solucién correspondiente al estado estacionari
[14.58] representa edngulo de desfasentre la elongacion y la fuerza impulsora. Asi
pues,d tiene un significado muy diferente del que tiapen la solucién correspon-
diente al estado transitorjo4.46], en la quey esta relacionada con las condiciones
iniciales ,,V,). El estado transitorio depende de las condiciones iniciales; el estadc
estacionario es independiente de tales condiciones.

Es importante que se comprenda bien lo que representa el desfase @ngular
entre la elongacion y la fuerza impulsora. Tanto una como otra varian en e
transcurso del tiempo segun una ley sinusoidal.

El angulo d es el angulo de fase con el que los maximos de la fuerza
impulsora adelantan a los maximos de la elongacion.

El valor del &ngulad siempre esta comprendido entre Gtyadianes, de modo
gue la fuerza impulsora siempre estara adelantada con respecto a la elongacion; sa
gue =0 o &=, pues entonces la fuerza impulsora y la elongacién estmaiase
0 en contrafasgrespectivamente.

180 90
o — o
x-Aosen (wt-6) Y flo=0 <1 — 1 ¢
\ | F= Fsen wt 150 Z925 60
X N / < /
120 = 30
90 § 0
CItico|
wt 50 -30
/éno

30 amortiguado —60
0 -90

0.00 1.00 2.00 3.00

r= a)/(uo
Figura 14.10 Figura 14.11

Para un sistema oscilante dado, esto es, para unos valores dadpyg @€¢o de
m, k y y), el desfase angula¥ entre la elongacidon y la fuerza impulsora aumenta
con la frecuencia de dicha fuerza impulsocd,(como se puede comprobar facil-
mente a partir de la expresidm.52], que escribiremos en la forma

2¢r con r =% [14.59]

2
1-r W,

tgd =

En laFigura 14.11presentamos las curvas de desfase angular-frecuencia impulsor
para varios valores del amortiguamiento. Cuando el amortiguamiento sea muy débi
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entonces la elongaciéon estara aproximadamente en fase con la fuerza impulsc
(6=0) para frecuencias de ésta inferiores a la frecuencia natural al sistgnpdra
frecuencias impulsoras>w,, el desfase angular sera de casi 180°. Para amortigua-
mientos menos débiles, el paso de un desiafeal desfas®=180° es mas gradual.
Obsérvese que, cualquiera que sea el valor del amortiguamientB£6del desfase
entre la elongacion y la fuerza impulsora sérav2 (=90°) cuando la frecuencia
impulsora sea igual a la frecuencia natural del osciladsy).

814.9. Absorcion de potencia. Resonancia.- La velocidad de la particula
oscilante, en el estado estacionario, se puede obtener derivando la exprestdn
correspondiente a la elongacion

vV = X = wAcost - d) = wAsenfot - d + g) = WAsen(t - @) [14.60]

donde hemos preferido introducir @ésfase angulag entre la velocidad y la fuerza
impulsora, que esté relacionado con el desfase anguar

® =90 - - 0 cos@ = send [14.61]

Cuandog > 0, la fuerza impulsora esta adelantada respecto a la velocidad. Cuand
¢=0, la fuerza impulsora y la velocidad estan en fase. CuapdoO, la fuerza
impulsora esta retrasada respecto a la velocidad. Evidentemente, la velocidad siemy
esta adelantada/’2=90° respecto a la elongacién. Obsérvese que la velocidad est:
en fase con la fuerza impulsorg=0) cuando la elongacién y la fuerza impulsora
estan ercuadratura(d=172), como se ilustra en lgigura 14.11

En el estado estacionario, la potencia transferida al oscilador por la fuerzz
impulsora viene dada por

P = Fv = (F,semwt) wAsenfot - @) =
[14.62]

= wAF, (serfwtcogp - serwt cosnt senp)

de modo que varia con el tiempo
en el transcurso de un ciclo. En la
Figura 14.12 hemos representado
graficamente la funcion P(t);
obsérvese que es periddica y que
t su frecuencia angular eso2
Estamos interesados, una vez
mas, en la potencia media transfe-
rida al oscilador durante un ciclo
Figura 14.12 de oscilacién, ya que este dato
sera el que nos permitira calcular
la energia total transferida durante
un cierto intervalo de tiempb(t>217w). Calcularemos dicho valor medio a partir de
la expresién14.62] teniendo en cuenta la expresiones26] llegaremos a
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PO= %(A)AFO cosp [14.63]

El factor (cosg) recibe el nombre déctor de potencia

De entre las expresiongst.53a]y [14.55], teniendo en cuenta4.61b} se deduce
facilmente que

a F F
A=_"se®d=__° sed=__2 cogp [14.64]
2Bw 2mBw 2mBw

expresion que podemos utilizar para elimiraen [14.63]. Asi, tenemos

oS [14.65]

donde podemos ver que la transferencia de potencia al oscilador es maxima cuan
cogp =1, esto es, cuandg=0, de modo que entonces la velocidad estara en fase con
la fuerza impulsora. Decimos entonces que hegonancia en la transferencia de
potenciaal oscilador. Puesto que cuange0, esd=172, y hemos visto que esto tan
s6lo ocurre cuanda=w, (para cualquier valor del amortiguamienf#0), podemos
decir que

La méaxima transferencia de potencia, es decir, la resonancia, se presenta
cuando la frecuencia de la fuerza impulsora coincide con la frecuencia
natural del oscilador.

Entonces, la velocidad y la fuerza impulsora estan en fase, de modo que |
particula siempre se mueve en la misma direccién de la fuerza; ésta es, evident
mente, la condicion mas favorable para transferir potencia al oscilador.

Podemos poner de manifiesto la dependenciafele gon la frecuencia de la
fuerza impulsorac)) sin mas que sustituir en4.63] las expresiones day de cog
(=ser®) dadas pol14.55]y [14.53a) respectivamente; asi tendremos.

2
PO= mBA2w? = B a0* [14.66]
(g - W?? + 4B%Ww?

En laFigura 14.13s€ representan graficamente las curvas de potencia media trans
ferida al oscilador por la fuerza impulsora en funcion de la frecuencia de ésta par
varios valores del amortiguamiento. Estas curvas reciben el nombcerdas de
resonancia Obsérvese que la potencia media transferida alcanza su valor maxim
(para un amortiguamiento dado) cuarndew, y que cuanto menor es el amortigua-
miento mayor sera el valor dé’= en la resonancia y mas estrecha la curva de reso-
nancia, esto es, magudasera la resonancia. Conforrie, 0, aumentan la altura de
la resonancia y sagudeza

La amplitudA de las oscilaciones forzadas, en el estado estacionario, es funcioi
de la frecuencia de la fuerza impulsora. Emitara 14.14representamos graficamente
la funcién A(w) para varios valores del parametro de amortiguami@nf®ara cada
valor de 3, podemos determinar el valor de la frecuencia impulsora para el cual la
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Figura 14.14

amplitud alcanza su valor maximo.
Sea w, dicho valor. Para deter-
minarlo, derivamos la expresién
[14.55] e igualamos a cero el resul-
tado:

=0 [14.67]

W,

OAW
W,

para obtener finalmente

w, - \/;?ng [14.68]
A esta frecuenciaw, se le llama
frecuencia de resonancia en la
amplitud Cuando la frecuencia de
la fuerza impulsora es igual @,

se presenta la resonancia en la
amplitud de las oscilaciones; esto
es, la amplitud de las mismas en
el estado estacionario alcanza su
valor maximo dado por

[14.69]

res P—
28 |} - B2
Cuanto menor es el amorti-

guamiento, mas pronunciada es la
resonancia y mas se aproxima el
valor de la frecuencia de reso-
nancia en la amplitudu,) al de la

frecuencia natural del sistema
oscilante (). Cuando =0, la

amplitud en la resonancia es infi-

nita, y esto ocurre cuando=w,, esto es, cuando la frecuencia impuesta coincide con
la frecuencia natural del oscilador. Por supuesto que no habra resonancia en
amplitud cuando @ > w?, (i.e, 0.70&{<1, amortiguamiento no suficientemente
débil), ya que entonces, seria imaginaria y la funciod(w) no presenta ningun
maximo relativo (entonces, la amplitud decrece continuamente al aureéntar

La velocidad del oscilador forzado, en el estado estacionario, viene dada pc
[14.60], por consiguiente, la "amplitud" de la velocidad, o sea, la velocidad maxima

en cada ciclo, es

a,w

0 [14.70]

(5 - w7+ 4p7w?
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de modo que la amplitud de la |
velocidad depende de la frecuen-
cia impuesta ) como se indica , !
en laFigura 14.15 en la que hemos ™ I
representado graficamente la fun-
cién v, ,(w) para varios valores de
B. Obsérvese que,., presenta su
valor maximo, para cualquier
valor de B, cuando w=w,, i.e.,
cuando se anula el paréntesis en el ‘ =2
denominador de la expresion Tt TS BeayV22
[14.70]. A esa frecuencia la veloci- - i P
dad y la energia cinética de la Wy w
masa oscilante son maximas, y se
dice que hayresonancia en la
energia cinética Asi pues, en
tanto que la resonancia en la amplitud se presenta para una frecugr@jgla reso-
nancia en la energia cinética se presenta para una frecuggaia. Cuando el
amortiguamiento sea muy débil, no existira diferencia apreciable entre ambas frecue
cias de resonanciag., parap -0, esw,=w.

La frecuencia de resonancia en la energia cinética coincide con la frecuencia c
resonancia en la transferencia de potencia al oscilador por la fuerza impulsora. Pues
gue la energia potencial es proporcional al cuadrado de la amplitud, la resonancia ¢
la energia potencial ocurrira en,. El que no coincidan estas dos frecuencias de
resonanciad, < wy) es caracteristico del oscilador forzado con amortiguamiento y
es consecuencia de que dicho sistema no sea conservativo, por haber un intercam
continuo de energia entre el oscilador, el medio resistivo y el mecanismo impulsor

El fendmeno de resonancia es muy frecuente en la fisica; se encuentra practic
mente en todas sus ramas.

Un ejemplo corriente de resonancia lo encontramos al empujar un columpio. El columpio e
un sistema (un péndulo) con una sola frecuencia natural que depende de la longitud de las cuerd
Si damos al columpio una serie de impulsos regularmente espaciados, con frecuencia igual
multiplo) a la suya natural, la amplitud de las oscilaciones puede hacerse muy grande.

Un puente, y para el caso cualquier estructura, es capaz de vibrar con ciertas frecuenci
naturales. Si el paso regular de una columna de soldados tuviera una frecuencia igual a alguna
las frecuencias naturales del puente, podrian producirse unas oscilaciones de amplitud peligros
mente grande (este fue el caso del célebre puente de Angers, que resultd destruido por la resonar
que produjo el paso de una columna de soldados en formacion). Por ello, al pasar un puente,
ordena romper la formacion.

El fenémeno de resonancia puede demostrarse, en forma muy simple y convincente, colocan
dos diapasones idénticos préximos el uno del otro y golpeando uno de ellos. Se escucharan |
vibraciones del otro diapasén cuando suprimamos repentinamente las del diapason que habian
golpeado. Si ajustamos una pequefia mordaza a uno cualquiera de ellos, la frecuencia natural
vibracion del mismo se alterara lo suficiente como para eliminar la resonancia.

Un ejemplo de resonancia electromagnética lo constituye el proceso de sintonizacion de u
aparato de radio. Todas las emisoras estan produciendo oscilaciones forzadas en el circuito ¢
receptor. A cada posicion del sintonizador corresponde una frecuencia natural de oscilacion (electr
magnética) del circuito eléctrico del receptor. Cuando esa frecuencia coincide con la de la emisol

Figura 14.15
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gue deseamos sintonizar, la potencia absorbida alcanza un valor maximo y esa sera la Unica emis
gue oiremos.

El concepto de resonancia se extiende a muchos procesos en los que hay unas condicior
favorables para la transferencia de energia de un sistema a otro, incluso cuando no podam
describir el proceso en funcién de oscilaciones forzadas. Asi, en ese sentido, es posible hablar
resonancias en reacciones nucleares y en procesos que tienen lugar entre particulas elemental

Ejemplo |.- Oscilaciéon forzada.Cuando colgamos un objeto 200 g de un
muelle suspendido verticalmente, se observa que la frecuencia de las oscilacio
nes amortiguadas de éste es de 2 Hz, con un tiempo de relajacién para I
amplitud de 10 s. Hacemos oscilar hacia arriba y abajo el extremo superior del
muelle, con un movimiento arménico simple, con una amplitud de 1 mm.
a) Determinar el valor de la constante elastadel muelle y de la constante de
amortiguamientoy del sistema.b) ¢Cual deberd ser la frecuencia de las
oscilaciones de dicho extremo superior para que sea maxima la amplitud de las
oscilaciones del objeto? ¢ Cuénto valdra dicha amplitud maxan@alcular el
Figura 14.16 factor de calidad del sistema oscilant.; Qué potencia esta suministrando la
fuerza impulsora? ¢ Que potencia se disipa en el amortiguamiento? ¢ Qué energ
queda almacenada en el sistema?
El esquema del sistema oscilante es el que se muestra en la figura. Comenzarema
determinando el parametro de amortiguamidghipla frecuencia naturak, del sistema oscilante:

V-2Hz -2 -4m-12577 g1 _1_ 1 _ 414
s 2t 1, 10
W= -B . W, - Jorz - g2 - 125772 -2 _ 0008
S 0
de modo que el amortiguamiento emly débil({<1).
a) Escribamos ahora la ec. dif. del movimientordgesto es,
—k(x-y) ~yx=mX - mX +yx+ kx=ky - ')‘(+l>'<+£x=£y
m m m

en la que hemos omitido el pesmg=cte.) ya que la existencia de éste tan sélo determina la
posicion de equilibrio en torno a la cual tienen lugar las oscilaciones, sin intervenir en las
caracteristicas esenciales del movimiento. De la ec. dif. arftesgosigue

2 - % - y = 2mB = 2-0.200-0.1 = 0.04"_3

4 La ec. dif. del movimiento nos sugiere la posibilidad de considerarfuer@a impulsora
equivalente dada porF.~ky, aunque solo sea para poder proceder a la integracion de la ec.
diferencial del movimiento siguiendo la pauta desarrollada en el epigrafe §14.8. Sin embargo, ¢
lector comprobara facilmente que, en el sistema representado en la Figura 14.17, la fuer:

impulsorareal que deberd actuar sobre el extremo superior del muelle para producir la oscilaci®iserwt
serAF = k(y-x) , de modo que solo podemos evaluarla una vez que tengamos la solucié
x = Asen (t - ) de la ec. diferencial del movimiento.
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W= K k= mw- 02001257 - 31.6 N
m

y, ademas, puesto que la oscilacion del extremo superior del muelle esta descyita fsencwt
conB=1 mm, la funcion de excitacién del sistema oscilante queda definida por

a) - Ky - wlBsenot - a,semt
m

de modo quex, = wgB .

b) Para que sea méaxima la amplitud de las oscilaciones, d& frecuencia impuestao por

la oscilacién del extremo superior del muelle debera ser igual a la frecuencia de resonancia ¢
amplitud [14.68], que coincide practicamente con la frecuencia natugalamortiguamiento muy
débily; i.e.,

r

© = w, - 12.57 1

S

La amplitud de las oscilaciones en la resonanei&9] sera

a w. B .
=~ _Jo W 12.57°0.001 _ 5698 m- 62.8 mm

a
Ares = O—
/ot pr  Bw, B 201

c) El factor de calidad lo calculamos mediante la expresifia.34}

Q-9 - P _ 1257 454
28 28 201
Obsérvese qué,.= QB.

d) La energia media almacenada en el oscilador sera:
(EO= ékAzes = %31.6»0.0628 = 0.0623J

La potencia suministrada al sistema, en el estado estacionario, es igual a la potencia disipada
el amortiguamiento. Podemos calcularla a partir de la definicion del factor de caliczy

w,
Q-2n B - BV o= 2o En- 125700623 0.01248 W= 12.48 mW
T izn Q 628

0

Ejemplo Il.- Rotacién desequilibraddJna maquina que posee
una parte rotatoriav(g, un motor eléctrico) puede esquematizarse
como se muestra en la figura, sientlbla masa total de la ma- J)“
quina ym una masa equivalente excéntrica (incluida en la masa~—
total M) situada a una distanciadel eje de rotacion, de modo

que, cuando la maquina esta en marcha, se producen vibraciones
de la misma frecuencia que la de rotacién ébr. a) Encontrar

la expresion de la amplitud de las vibraciones verticales de la
maquina en funciéon de su velocidad de rotaciéy) y de las
caracteristicask(y) del sistema de amortiguamientb) Deter-
minar la amplitud de las vibraciones en la resonar@i@etermi- Figura 14.17
nar la fuerza que se transmite al suelo.
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a) La fuerza "asociada" a la masa excéntricasenwy? (fuerza centrifuga), cuya componente
vertical esenw?’ serwt, lo que representa urfaerza impulsora equivalente

F() = mw?esermwt = Fjsenwt con F, = enw?

donde el productemsuele recibir el nombre ddesbalanceamient®bsérvese qug, es funcion
de w. Asi pues, la ec. dif. del movimiento se escribe en la forma

. . o Y. Kk F
F(t) - kx-yx = MX ad X+ L X+__X=__senwt
M M M
de modo que, por analogia con la ec. dif. [14.41], sera
y 2 k em .,
=_ Wy = — O, = — W
b= o ™ ° ™

La elongacion de las vibraciones verticales de la maquina vendra dada por la funcior
X = Asen (wt-6) conAy & dadas por [14.55] y [14.52], respectivamente; esto es,

2
A= e o = arctg%B_w lil
M \/(wf, - w?? + 4Bw? 0wy~ w?
enw?
o bien A= = (ii]

\/(?— Mw?)? + y? w?

b) Para determinar la amplitud de las vibraciones verticales correspondiente a la resonanc
(amplitud méaxima), determinaremos el valor maximoA{e); esto es,

dA [
—0=0 = Alw

d&)% Ares ( A)

Después de algunas operaciones, obtendremos la frecuencia de resonancia y la amplitud
resonancia:

2 2
Wo e

_ _em Wy
W, = vl Ares - ™
At 2B \/wy, - B2
expresiones que, obviamente, son diferentes de [14.68] y [14.69], respectivamente. Obsérvese ¢
si el amortiguamiento fuesauy débil(B<w,) seria

ii]

enmw

A = mO Ares = W [IV]

pudiendo llegar a ser peligrosamente grande la amplitud de las vibraciones. En consecuencia,
el disefio del amortiguamiento, debera evitarse que la frecuencia angular natyraédciada a
éste tenga un valor cercano al de la velocidad angufadé trabajo de la maquina.

c¢) La fuerza transmitida al suelo es la suma de las generadas por el muelle y el amortiguado

F, = kx+yX [v]

con X = Asen (ot - d) X = wAcos (t - 9d)

de modo que
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F, - kAsen (ot - 8) + ywAcos @t - 8) = A/k? + y%w? sen ot + ¢) [vil

El cociente entre las amplitudes de la fuerza transmitida y de la fuerza impulsora, que recibe ¢
nombre detransmisibilidad sera

+ y2w2 _ k2 + y2w2 [V“]
mZ

R- Fo Ak
F, e

\/(7— Mw?)? + y?w?

0

que también podemos expresar en la forma

TR V@04 1. [viii]

J@5 - w42 (12 agzr

®
con ( = £ r=_
w, W,
Ejemplo Ill.- Instrumentaciéon sismicaEn lo
esencial, un instrumento sismico es un sistema‘g Y
oscilante consistente en ubaseo soporte, firme-  2|—1—
4 unida $ | — B
mente anclada en el terreno, a la que esta unidag s
una masam mediante un muelle-amortiguador, >

como se ilustra en la Figura 14.18. El movimiento

N i registro grafico
relativo entre la masa y la base se puede registrar g
graficamente mediante un tambor giratorio u otro %
d'l§pOSItIVO apropiado. Supongamos que la oscila- § m o
cion de la base quede descrita pgrBsernwt. z —r y
a) Obtener la expresion de la respuests regis- | [cmentacién en tierrel —
trada por el aparatd) Discutir la relaciéon "sali- '
da"/"entrada" en funcion del valor de la frecuencia Figura 14.18

w de la perturbacién sismica.

Designamos pox la elongacién de la masa
con respecto a la base y escribimos la ec. dif. del movimiento de lammasael referencial ligado
a la base (no-inercial):

vk omy-me 00 oYk Kxo oy

m m

gue, teniendo en cuenta la expresidt) que nos describe la oscilacién de la base,

y = Bsenwt g y = w Bcoswt g y = - w’Bsenwt

gueda en la forma X+ 2B X+ whXx = w?Bsemwt = a,serwt

con B-_Y wo—JE a, = w’B
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cuya solucion estacionaria es X = Asen (ot - 8)
w’B 2Bw
con A= 195 = zB—z
@} aprer wp -

b) El cociente entre las amplitudes de las oscilaciomggstrada (salida) y la de la base
(entrada) viene dada por la expresion

A (0.) / wg)z r2
B

\/{1 - (Wl r + 4 (Blw ) (wlw? J@-ry - ager

con r=_—_ ¢ ==

que hemos representado graficamente en la
Figura 14.19 en funcién de la razésiw,,
entre la frecuencia de entrada y la frecuen-
cia natural del sistema no-amortiguado,

Bla

S

R 2.5 P para diferentes valores del factor de amor-
o6 gﬁ’s tiguamiento {=B/wy,) del mismo.
.7
2. 41 08 En la practica, la oscilacion de entrada

2.2] no suele corresponder a una Unica frecuen-
cia, sino que suele consistir en una combi-

Q. Qt+=T—T—T—t—

0.0 0.5 1.0 1.5 Ci/@w 2.6 3.0 3.5 4.0 nacién de varias frecuencias e, incluso,
0 presentar urespectro continuale frecuen-
) cias. En estas condiciones, resulta deseable
Figura 14.19

que la razé6nA/B entre las amplitudes de
salida y de entrada sea aproximadamente
igual a la unidad en el intervalo de frecuencias de entrada; entonces, se dice que instrumen
presenta uneespuesta planaen la Figura 14.19 podemos observar que la respuesta es aproximada:
mente plana para frecuencias mayores que aproximadamentey2si el amortiguamiento del
sistema se escoge de modo /&, quede en el intervalo de 0.6 a 0.7. Ademas, debemos resaltar
gue cuanto menor sea la frecuencia natuxg) (lel sistema, mayor sera el intervalo de frecuencias
de entrada ) en el que el instrumento presenta una respuesta plana. Por esta razén, lo
sismdgrafos suelen disefiarse con grandes masas y resortes relativamente débiles.

814.10. Impedancia de un oscilador.- Un oscilador amortiguado queda
caracterizado por smasa m su constante elastica i su constante de amortigua-
mientoy. En las expresiones que hemos encontrado en los articulos anteriore:
hemos preferido caracterizar al oscilador por su frecuencia natyyasu parametro
de amortiguamientd®, sin hacer referencia explicita a las cantidade& y y. Re-
cordemos que

w2 = B = a, = % [14.71]

3| =
N
3
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En lo que sigue, preferiremos caracterizar el oscilador por las cantidageg.(
A partir de la expresioni4.70], en la que sustituiremos las expresiofesri], se

obtiene
F

v 0

max

[14.72]

\/y2 +(mw - Ko )

La cantidad que aparece en el denominadoridg2] recibe el nombre de
impedanciadel oscilador, y se la designa por la leifaEsto es,

Z=\}y2+8m)£% [14.73]

g wQ

y, si llamamosresistencia Ra la constante de amortiguamienty reactancia Xal
término fmw - k/w), esto es

R=y X [14.74]

@“‘”

el =
|

podemos escribir

7 - \/’RZ X2 [14.75] X

La relacion entreZ, R y X puede representarse
graficamente como se indica en kgura 14.29
donde al angulaop representa el desfase entre la
velocidad y la fuerza impulsora. En efecto, puesto
gue tgd = - cotg = - 1/tg @, de

R
Figura 14.20

2Bw
W)~ w?

tgd = = Y

[14.76]

se sigue que ® X [14.77]
g = — =

Con esta nueva notacién podemos expresar la
velocidad de la masa oscilante en cualquier instante
por

F
V= 70 sen(t - @) [14.78]

y es posible utilizar la notacién fasorial, tal como
se indica en l&igura 14.21 para representar la fuerza wt
aplicada y la velocidad de la masa oscilante me-
diante los correspondientes fasores o vectores ro- Figura 14.21
tantesF y v. Observemos que >0, el fasorv
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estara atrasado respectoralEn la resonancia sergeQ y ambos fasores tendran la
misma direccién y sentido. La notacién fasorial simplifica considerablemente el
estudio de las oscilaciones y, lo que es mas importante, permite una formulacio
general que pone de manifiesto interesantes analogias.

La potencia transferida al oscilador por la fuerza impulsora es

F2
P=Fv-= 70 serwt senft - @) =
F

, [14.79]
=20 (serfwtcosp - serwt coswt serp )
y la potencia media es
2 2 2
[IPD=EE cosp=1i5=iﬁ [14.80]
2 Z 2 2 2z 2 72

En la resonancia, cuande0 y w=wy, la absorcidn de potencia es maxima, y puesto
queX.=0y Z .~R, tenemos

P[], - 1 F_§ [14.81]
* 2 R
y la relacion entre R> y <P>__vale
PO _ R® _ y2
P, 22 v E{Tw 7£g [14.82]
O w0

de modo que es funcion de la fre-
cuencia impuesta. En kgura 14.22
hemos representado el cociente
<P>/<P>_, en funcion de la fre-
cuencia impulsora o impuesta
(curva de absorcion de potencia
relativa).

Se define laanchura de la
resonancia BW=w, - w,) como el
intervalo de frecuencias en el que

Figura 14.22 la potencia absorbida por el siste-
ma oscilante es igual o mayor a la
mitad de la correspondiente a la

resonancia. Para las frecuencias limiigsy w, tenemos

1.00
<P>
<Poe
0.75

0.50

0.25

0.00

2
PO _R _1 [14.83]

Pl 7 2
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0 sea 2R?2 = 72 = R? + X2 0 R=+X [14.84]

En w, (<w,) esmw,<k/ey;, de modo que tomaremos el signo negativqldes4]
y obtendremos

] k E 2 02 [14.85]
= - E}m) - O w, = Jwp+ B - :
v 5 1 ml% 1 \/70 B B

En w, (>w,) es mw,>k/w,, de modo que tomaremos el signo positivo[thes4]
y obtendremos

O

szr%T’"‘)zfooL

O 2
Multiplicando w, y w, dados por esas dos expresiones, se tiene

2

0 0. = @ETB_Z ‘B [14.86]

I [ |

- w2 14.87
w,0, = W [14.87]

de modo que la frecuencia de resonancia es la media geométrica de las frecuenc
gue definen al ancho de banda (BW).

Restando las expresiones @ey w,, se tiene
BW = w, - w, = 28 [14.88]

de modo que el ancho de banda es proporcional al amortiguamiento.
Utilizando la expresié4.34] para el factor de calidad en la resonancia, tenemos

I [14.89]
Q=_2-= = .
2B w,-w, BW
esto es, el factor de calidad
W, _ frecuencia de resonancia [14.90]

Q:

BW anchura de la resonancia

mide laagudeza de la resonangia sea, la agudeza del ajuste o sintonia entre el
sistema oscilante y la frecuencia impuesta para la maxima absorcion de potenci
Obsérvese que laalidad del ajusteo factor de calidad tiende hacia cero cuando

B - (mucha disipacién de potencia en el rozamiento) y que tiende hacia infinito
cuandop - 0 (no hay disipacion de potencia y la respuesta es cada vez mas fuerte
lo que significa que va aumentando la energia almacenada en el oscilador sin que
disipe nada de ella.
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Problemas

14.1.-Demostrar que las constantgsy U que

14.5.-Un oscilador arménico amortiguado,

aparecen en la expresion de la elongacion del cuya frecuencia natural es=15 rad/s y cuyo

oscilador arménico amortiguado en funcion del
tiempo [14.14] pueden expresarse en funcion
de las condiciones inicialeg y v, en la forma

0
g%,
U—
o W
0

W%,
P - arctggi
OP% *

0

1 Y o o

2— 2
con w?=w?, - P2

14.2.- a)Demostrar que las constantisy A,,

gue aparecen en la expresion [14.38] de la
elongacion del oscilador sobreamortiguado,
vienen dadas en funcién de las condiciones
inicialesx, y v, por

Vo Q1XO
Ql - Qz

_ V0+Q2XO _
A o a, A,

14.3.- Energia en las oscilaciones amortigua-
das. a)Demostrar que la energia total del
oscilador amortiguado varia en funcion del
tiempo de acuerdo con la funcion

E - %mﬁée’zm

[w?+2B2%serfw't - w'B senw't ]
y que la potencia disipada lo hace segun

dE

e 2mABe® [w' com't - B serw't]?
b) A partir de las expresiones anteriores,
calcular los valores medio, referidos a un ciclo
de oscilacién, de la energia del oscilador y de
la disipacion de energia.

14.4.-Demostrar que el decremento logaritmi-
co efectivo para la energia de un oscilador

parametro de amortiguamiento Bs9 s’, se
encuentra inicialmente en reposo en la posi-
cion de equilibrio. En el instante0 recibe un
impulso que lo pone en movimiento con una
velocidad inicial de 60 cm/sa) Expresar la
elongacion del oscilador en funcién del tiem-
po.b) Calcular el maximo desplazamiento que
experimenta el oscilador a partir de su posicion
de equilibrio.c) Calcular el tiempo que debera
transcurrir para que la amplitud de las oscila-
ciones amortiguadas se reduzca a un 0.1 % del
valor maximo anteriormente calculado.

14.6.-Una masa de 0.5 kg, unida a un muelle
de constante elastick=250 N/m, oscila con
una amplitud inicial de 6 cma) Hallar el
periodo y la energia del oscilador en el instan-
te inicial. b) Determinar el valor de la cons-
tante de amortiguamiento del oscilador sabien-
do que la energia se disipa a razén de 1% en
cada ciclo.

14.7.-Un cuerpo de 2 kg de masa descansa
sobre un tablero horizontal y esta unido al
extremo libre de un muelle de constante elasti-
cak=200 N/m. En un instante dado sus oscila-
ciones presentan una amplitud de 30 cm; dicha
amplitud se reduce a la mitad cuando han
transcurrido 25 s. Con esos datos y suponiendo
un amortiguamiento viscoso, determinaj:el
valor del parametro de amortiguamiento, del
coeficiente de amortiguamiento y del tiempo
de relajaciénp) la frecuencia y el periodo de
las oscilaciones no amortiguaday,idem de

las oscilaciones amortiguada3,el tiempo que
debe transcurrir para que se disipe la mitad de
la energia del osciladoe) idem el 99% de la
energia del oscilador. ¢Cudl sera entonces la
amplitud de las oscilaciones?

14.8.-Un oscilador esta caracterizado por los
parametros siguientesr=0.5 kg, k=50 N/m y
B=0.01 ¢". En el instante inicial la amplitud
de sus oscilaciones es de 0.25a) Calcular

el valor de la energia que se disipa por oscila-
cién en el instante iniciab) Calcular el nime-

ro de oscilaciones que habran de completarse
antes de que la energia del oscilador se haya

amortiguado es el doble del correspondiente a reducido a un 1% de su valor inicial. ¢ Cuanto

la amplitud.

valdra entonces la energia perdida por oscila-
cion?



Problemas 425

14.9.-Un oscilador amortiguado tiene una fre- 14.16.- Piano.Cuando se pulsa en el piano la
cuencia de oscilacion que es tan s6lo el 85% tecla correspondiente alo, (v=264 Hz), la

de su frecuencia natural (sin amortiguamiento). intensidad del sonido que escuchamos dismi-
¢En qué factor disminuye su amplitud en cada nuye a la mitad de su valor inicial en aproxi-
oscilacion? ¢ldem su energia? madamente 1 sa) ¢Cual es elQ correspon-

. . . _ diente a esa notd?) Supongamos que la nota
14.10.-Un péendulo simple esta constituido por - ¢ rrespondiente a una octava mas alta, esto es,
una esfera de plomo de 2 cm de diametro ¢ 4o (y=528 Hz), posea sensiblemente el
suspendida del extremo de una cuerda inexten- mismo Q. ¢ Qué tiempo debera transcurrir para
sible y ligera de 1 m de longitud. Analizar el e |a intensidad del sonido emitido se reduzca
efecto que produce la viscosidad del aire en el 5 |5 mitad de su valor inicial) De acuerdo
movimiento del péndulo (esto es, determinarla ¢p, |os resultados anteriores y suponiendo que
influencia de la viscosidad sobre la amplitud y Q sea el mismo para todas las notas, ¢qué

periodo de las oscilaciones). Datos: el Coefi- ota5 persistiran mas tiempo, las agudas o las
ciente de viscosidad del aire, a 20°C, es graves?

181 puP; la densidad del plomo es
11.35 g/cm). 14.17.-La constante elastica de un oscilador es

. . k=90 dyn/cm, su parametro de amortiguamien-
14.11.-La frecuencia natural de un oscilador esBZS sty supmasa es=10 g. Lagmasa

es A;jzo Hzlileg:'antg c:uel su flr]?CLienfj'a anﬁg”g se encuentra inicialmente en reposo en la
guada es z. Lalcular el factor de calidad yqgicion de equilibrio; entonces, una fuerza

Qy el decremento logaritmico del oscilador. impulsiva le comunica una velocidad de

60 cm/s. Calcular el desplazamiento maximo
de la masa respecto a su posicion de equili-

brio.

14.12.-Un oscilador tiene una masa de 40 gy
presenta un periodo de 2 s. Se observa que la
amplitud de sus oscilaciones disminuye en un

5% cuando se completan 10 oscilaciones. 14 18 _consideremos de nuevo el oscilador

a) Calcular el valor de la constante de amorti- 4o problema 14.17 Supongamos que la masa
guamiento, del decremento logaritmico y del qgjjante se encuentre en el instante inicial a

Q del osciladorb) <;_ng fraccion de energia na gistancia de 4 cm de su posicion de equili-
se disipa en cada ciclo” brio, y que se mueva con una velocidad de
14.13.- Oscilador forzado estacionario.- 60 cm/s en direccion hacia ella. ¢Rebasara la

Comprobar analiticamente que la potencia SOS|I(|:|8n de lequn_lb_rlo. Describase
media transferida al oscilador por la fuerza d€talladamente el movimiento.
impulsora es igual a la potencia media disipa-

? ; 14.19.-Repetir el Problema 14.17 para el caso
da en el amortiguamiento.

en quep=5 st

14.14.-El factor de calidad de un oscilador es 14.20.-Cuando una particula cargada esta en
Q=1000 y la frecuencia de sus oscilaciones es mqyimiento acelerado irradia energia electro-

420 Hz.a) Calcular el valor del parametro de  ,agngtica. De acuerdo con la teoria electro-
amortiguamiento, del decremento logaritmico magnética clasica (no-relativista), la energia
y del tiempo de relajaciom) ¢ Cuantas oscila- jiradiada por unidad de tiempo y que atraviesa
ciones se completan durante el tiempo de ,n; esfera de radio centrada en la particula
relajacion”? cargada en movimiento viene dada por la
F férmula de LARMOR:

dE g%a?

AMMMMMMMM; T Gmec
vavvvvvvvvvvvvuv donde ¢,es la permitividad del vacio

(£,=8.854 x 10 C/N-n?), ¢ es la velocidad
\ de la luz en el vaciocE2.9979 x 16 m/s) yq
Prob. 14.15 y a son, respectivamente, la carga (coulombs)
T y la aceleracién (m#s de la particula cargada.

Consideremos una particula cargada, de
masamy cargad, que oscile a lo largo de una
recta, con una amplitud y una frecuencia
y supdngase que su movimiento quede descrito

14.15.-Determinar elQ del oscilador amorti-
guado cuyo movimiento esta representado
graficamente en la figura.
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por x = A sen 2wt durante un ciclo cualquie-
ra del movimientoa) ¢ Qué cantidad de ener-
gia se irradia por ciclo®) ¢Cudl es el factor
de calidadQ de este oscilador@) ¢ Cual es el
tiempo de relajacién del oscilador? ¢Cuantas
oscilaciones debera realizar la particula carga-

producira la resonancia en amplitud? ¢ Cual
serd la amplitud de las oscilaciones en la
resonancia?

14.24.-Un oscilador forzado (sin amortigua-
miento) esta constituido por un muelle de

da antes de que su energia se reduzca a |aConstante elastick=450 N/m y una masa de

mitad de su valor inicial?

APLICACION NUMERICA: Considérese que la
particula oscilante sea un electr@¥1.602 x
10™ C, m=9.106 x 1G" kg) que oscile con
una frecuencia éptica tipica (en el visible) de
6 x 10" Hz.

14.21.-Un fardo que pesa 300 kg cae desde

2 kg. Se le aplica una fuerza impulsora sinu-
soidal, cuyo valor maximo es 20 N, siendo su
frecuenciaw=3 rad/s.a) ¢ Cual sera la ampli-
tud de las oscilaciones? ¢Y el periodo de las
mismas™) ¢Qué energia quedara almacenada
en el oscilador en el estado estacionario?
¢) ¢ Qué potencia media absorbe el oscilador en
el estado estacionarioll) Repetir los tres
apartados anteriores para una fuerza impulsora

una altura de 2.5 m sobre una plataforma hori- F=20 sen 16(N).
zontal de masa despreciable. Deseamos disefiar

un dispositivo resorte-amortiguador, sobre el
gue montaremos la plataforma, de tal modo

que tras el impacto ésta se sitle en una po-

sicién de equilibrio
12.1 cm por debajo
de la posicion
inicial tan rapida-
mente como sea
posiblea) Calcular
la constante elasti-
ca k del resorte y
el coeficiente de
amortiguamientoy
del sistemab) ¢Se
rebasara la posicion
de equilibrio? En
caso afirmativo,
calcular el descen-
so maximo de la
plataformac) ¢ Qué
tiempo emplearé la plataforma para encontrar-
se a 1 mm de su posicion finadf} Calcular la
altura maxima desde la que puede caer el
fardo para que no se rebase la posicion inicial
final de equilibrio.

fue]

Prob. 14.21

14.22.-Con los mismos datos del Proble-

14.25.-Un oscilador armonico no amortiguado
esta constituido por una masa100 g unida

a un muelle de constante elastica
k=40 000 dyn/cm. Se le aplica una fuerza
impulsoraF=3 000 sen 10(dyn). Calcular la
amplitud de las oscilaciones del oscilador en el
estado estacionario y el desfase entre la fuerza
impulsora y la velocidad.

14.26.-La mayor parte de los motores eléctri-
cos comerciales no estan perfectamente equili-
brados, de modo que, cuando el motor esta en
marcha, se producen vibraciones de la misma
frecuencia
angular que
la del rotor.
Deseamos
absorber esas
vibraciones,
para lo que
colocamos el
motor sobre
cuatro amor-
tiguadores,
como se
muestra en la figura. Sea la masa del motor

y w su velocidad angular, ¢cudl sera el valor

Prob. 14.2

ma 14.21, deseamos ahora que no se rebase lanas idéneo de la constante elasticde cada

posicion final de equilibrioa) ¢ Cuél sera el
valor minimo del coeficiente de amortigua-
miento y del sistema?) ¢Qué tiempo em-

uno de los amortiguadores para el fin propues-
to?

pleara, ahora la plataforma hasta encontrarse al4.27.-Se cuelga un objeto de 2 kg de masa

1 mm de su posicién final?

14.23.-Una masa de 0.25 kg esta unida a un
muelle cuya constante elasticale200 N/m,
siendo la constante de amortiguamiento
y=3 kg/s. La masa esta impulsada por una
fuerza extern&=5 sen 30(N). a) ¢Cual es la
amplitud de las oscilaciones? ¢Cual es el
angulo de desfase entre la fuerza impulsora y
el desplazamientd) Si se varia la frecuencia
de la fuerza impulsora, ¢a qué frecuencia se

del extremo inferior de un muelle de masa
despreciable. En esas condiciones, el muelle se
alarga 6 cm. Hacemos oscilar hacia arriba y
hacia bajo el extremo superior del muelle, con
un movimiento armonico simple de 1 mm de
amplitud. LaQ del sistema es 20a) ¢ Cual
debera ser la frecuencia de las oscilaciones del
extremo superior del muelle para que sea
maxima la amplitud de las oscilaciones del
objeto? b) ¢Cuanto valdra dicha amplitud
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maxima?c) ¢ Qué potencia esta suministrando cos, colocados cada uno a un lado del bloque,
la fuerza impulsora? para que el amortiguamiento sea critico.

14.28.-En el oscilador del Problema 14.27, su-

pongase ahora que la frecuencia de la fuerza y

X

impulsora eso=2uy, a) ¢ Cudl sera la amplitud ¥ — Y I
de las oscilaciones del objeto suspendido? =l m T
b) ¢ Qué potencia suministra la fuerza impulso- PWWWWWWAWA base
ra?

Prob. 14.32

14.29.-Un oscilador amortiguado esta caracte-

rizado por su masa~10 g, su constante elas-

tica k=360 dyn/cm y su constante de amor- 14.32.-En el dispositivo de la figuram =
tiguamientoy=40 g/s. Se le aplica al oscilador 200 g, k = 14.4 N/m yy = 0.08 kg/s. Se
una fuerza impulsora de 15 rad/s de frecuencia imprime a la base un m.a.s., con una amplitud
angular y 400 dyn de amplituc) Averiguar de 1 cm y una frecuencia angukar mediante

si el oscilador esta infra o sobreamortiguado. |a aplicacion de una fuerza horizontal. Calcular
b) Calcular la impedancia del oscilador a la |a amplitud de las oscilaciones del bloque

frecuencia impuesta y el desfase angular entre
la velocidad y la fuerza aplicada) Calcular

la "amplitud" de la velocidadd) Calcular la
amplitud de la elongacione) Dibujar los
esquemas fasoriales convenientes.

m
ﬁYI ‘Y’_‘ —T
L kl kz L
FVWAAAAAMA VM
Prob. 14.30

14.30.-En el dispositivo que se muestra en la
figura, determinar los parametros dalelle-
amortiguador equivalentgk., Ye), asi como

la frecuencia natural y la de las oscilaciones
amortiguadas del oscilador.

14.31.-En el sistema que se muestra en la
figura, todos los muelles tienen la misma
longitud natural, una constante elastika=
200 N/cm y estan tensados en la posicion de
equilibrio. Al bloque, cuya masa es 2 kg, se le
aplica una fuerza periodica horizontal de
100 N de amplitud y 156 Hz de frecuencia.

k k
W i W
JMW JmmL

k k

Prob. 14.31

a) Determinar la amplitud de las oscilaciones
del bloqueb) Calcular las constantes de amor-
tiguamiento {) de dos amortiguadores idénti-

cuando la frecuencia impuesta e¥igual a la
frecuencia natural del sistemi) el doble de
dicha frecuencia.

X y
[ y ﬂ
1, LF
Om |k S m
Prob. 14.33

14.33.-En el sistema que se representa en la
figura, el bloque de la derecha realiza una
oscilacion armoénicay = B sen wt bajo la
accion de una fuerza impulsora apropidéa
Supondremos que el amortiguamiento del
sistema sea muy déba) Determinar el valor

de la frecuencia impuesta para que sea
maxima la amplitud de las oscilaciones del
bloque de la izquierdd) Calcular la amplitud

de las oscilaciones del bloque de la izquierda
en la resonanciac) En las condiciones del
apartado anterior, determinar la expresion de la
fuerza aplicada al bloque de la derecha. ¢Es
armonica dicha fuerza?

14.34.-El piston que se
muestra en la figura oscila,
con m.a.s definido pory=
Bserwt, en el interior de un
cilindro, de masan, soporta-
do por un muelle de constan-
te k. Entre el piston y la
paredes del cilindro existe
friccién viscosa caracterizada
por un constante de amorti-
guamientoy. Determinar la
amplitud de las oscilaciones del cilindro y el
desfase de éstas con las del piston.

1

==
Bk

Prob. 14.34
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14.35.-Un ventilador |
industrial pesa 50 kg y |
en su rotacion, a una
velocidad angular cons-
tante de 1000 rpm, esta
afectado de urdesba-

lanceamiento de

0.25 kgm. Se desea
gue tan sélo el 10% de
la fuerza vertical aso-
ciada al desbalancea-
miento se transmita al suelo, para lo que se

X

Prob. 14.35

dispone de un sistema de amortiguacion, como 9as

se esquematiza en la figura, cuyo factor de
amortiguamiento e<€=0.2. a) Determinar la
constante&k del muelle.b) Evaluar la amplitud
de la fuerza transmitida al suelo.

14.36.-Para atenuar las vibraciones que se
pudieran transmitir a un instrumento muy
sensible, se coloca éste sobrebase aislante

El aislante, cuya constante de amortiguamiento
es muy pequefia, se deforma 3 mm bajo un
carga de 30 kga) Calcular la frecuencia de
resonancia dy). b) Determinar la transmi-
sibilidad del aislante a la frecuencia de reso-
nancia.c) idem a una frecuencias. d) idem

a una frecuencia@,

14.37.-Empleamos un vibrometro, cuya fre-
cuencia natural es de 6 Hz y amortiguamiento
despreciable, para medir la magnitud de las
vibraciones de una estructura mecanica. La
lectura del vibrémetro nos indica un desplaza-
miento relativo de 0.5 mm cuando la estructura
esta vibrando con una frecuencia de 2 Hz.
Determinar las amplitudes de desplazamiento,
velocidad y aceleracion asociadas a las vibra-
ciones de la estructura.

Fysenwt
Fysenwt

Prob. 14.38

14.38.- Absorcion dinamica de vibraciones.
En la figura de la izquierda, la mada esta
sometida a una vibracion forzada de frecuencia
angularw. Con la finalidad de reducir tanto
como sea posible la amplitud de las oscilacio-
nes de la mas#, afadimos un dispositivo

auxiliar masa-muelle, como se indica en la
figura de la derecha) Encontrar las expresio-
nes de las amplitudes de las vibraciones de las
masadM y m. b) Determinar las caracteristicas
(m,k,) del dispositivo auxiliar para conseguir el
fin propuesto.

* 14.39.-Una pequefia maquina compresora
pesa 25 kg y trabaja a 3000 rpm. Una vez que
ha sido instalada, como se indica en la figura,
nos encontramos con que la frecuencia de las
vibraciones forza-
producidas
por el funcio-
namiento de la
maguina tiene un
valor muy proxi-
mo al de la fre-
cuencia natural
del sistema.
Determinar las
caracteristica del
absorbente dina-
mico de vibracio-
nes que debere-
mos afadir si la
frecuencia natu-
ral mas bajadel sistema completo debe ser
como mucho el 80% de frecuencia forzada (a
fin de evitar la resonancia).YuDA: Obsérvese
que este sistema es equivalente al analizado en
el Problema 14.38.

% Yok, Yk 1%

Prob. 14.39

14.40.-Calcular la anchura de la resonancia y
el factor de calidadQ de un sistema oscilante
cuya frecuencia natural es de 100 Hz, si su
parametro de amortiguamiento es 20 s

14.41.-La potencia media suministrada a un
sistema oscilante, cuya frecuencia natural es
w,, por una fuerza impulsora periddica, de
frecuenciaw, se reduce a la mitad de su valor
méaximo paraw=0.96w, y w=1.04y, Deter-
minar el valor del factor de calida® del
sistema.
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