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1. Introduccion a las EDOs: la EDO lineal de primer
orden

Todos sabemos que es una ecuacién. Por ejemplo

x2—2x+1_
2—-1

3z +2=75, z? 4 4z = =3, 2 +1=0, 0.
Estas ecuaciones, quiza las mas sencillas, son ecuaciones algebraicas ya que involucran sélo
las operaciones suma, resta, multiplicacion y division. La incognita en este caso es una unica
variable x que puede ser real o compleja. Por ejemplo, para la primera ecuacion es facil ver
que x = 1 es la unica solucién posible, mientras que la segunda tiene dos soluciones reales
x =1y x = 3. La tercera sin embargo no tiene soluciones reales, pero si complejas x = +1.
Finalmente la iltima no tiene ninguna soluciéon pues la unica posible seria * = 1 que no
puede ser solucién ya que la propia ecuacién no esté definida en z = 1 (divisién por cero).

Hasta ahora hemos visto ecuaciones “sencillas” en el sentido que su solucién es un conjun-
to de nimeros determinado. Existen ecuaciones mas “complicadas”, las ecuaciones funciona-
les donde las incognitas son funciones. En ejemplo de éstas son las ecuaciones diferenciales
“ordinarias”. Estas son ecuaciones que involucran tanto a las funciones buscadas como sus
derivadas “ordinarias”. Por ejemplo,

y(z)=senz, o (z)=y, ¥y (x)—e"@+Tcosz=0, y"(z)+3y(x)+2y(z)=2cos(2z).

Estas ecuaciones son el objetivo del presente curso. Es facil entender que el problema de
encontrar la solucion de las ecuaciones diferenciales es mas complicado que el de los casos
anteriores. En primer lugar por que estamos buscando funciones de x y no simples valores
de x. En segundo, porque tarde o temprano tendremos que calcular primitivas lo cual es
bastante complicado en general.

1.1. Ecuaciones diferenciales “ordinarias”

Nos centraremos en las ecuaciones del tipo

F(z,y,9,y",...,y") =0, (1.1)

donde y = y(z) es cierta funcién n veces derivable en algin intervalo I C R. Diremos que
una ecuacién diferencial del tipo (1.1) es de orden n si en ella aparece la derivada y™, es
decir el orden de una EDO coincide con el mayor orden de la derivada de la funcion incégnita
y. Asi, por ejemplo la ecuacién ¢y’ + 3y = 2 es de orden uno, y” +e¥ — 1 = 0 es de orden dos,
y®) + 3senz —y” = 0 es de orden cinco.

Diremos que y = y(x) es una solucién de la (1.1) en cierto dominio A C R si al sustituir
la funcién y = y(x), (1.1) se transforma en una identidad para todo z € A, o sea

y=1y(z) essolucién en A <=  F(z,y(z),y (z),...,y"(z)) =0, Ve A

Nuestro principal objetivo es aprender a resolver EDOs. En particular el denominado
problema de valores iniciales (PVI), es decir encontrar aquella solucién y de la ecuacién
F(z,y,y,y",...,4™) =0 que cumpla con las condiciones iniciales

Vo) =0 ) =t o YD) = s
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1.2. La EDO lineal de primer orden

Definicién 1.1 La ecuacion

dy(x)
dx +

a(x)y(x) = b(x), a(z),b(z) € Cr. (1.2)

(como incognita tenemos a la funcion derivable y(x)) se denomina ecuacion diferencial lineal
de primer orden. Si b(x) = 0 la ecuacion se denomina ecuacion homogénea y si b(x) # 0,
ecuacion no homogénea.

La solucién general de (1.2) se expresa de la forma

y(z) = Ce~Ja@ds | o= Jal@)de / el 1 b(z) de (1.3)

d
Ejemplo 1.2 Encontrar la solucion de la ecuacion lineal &y +xy = 2.

dx

Tenemos

2 2 2 .2 22

y=Ce 2 +e 2 /67236 dr =Ce 2 +2 2e2 =(Ce 2 +2.

Definicién 1.3 El problema de encontrar una solucion de la ecuacion (1.2) con la condicion
que y(x) tome cierto valor yy cuando x = xo se denomina problema de valores iniciales PVI
para la EDO lineal de primer orden, o sea,

dy(z)
dx

+a(x)y(x) =b(z),  a(z),b(z)€Cr,  y(xo) = yo. (1.4)
Ejemplo 1.4 Resolver la EDO del ejemplo 1.2 con la condicion inicial y(0) = 1.

22
Como la solucién general es y(z) = Ce™ 2 +2, tenemos y(0) = 1 = C' +2, de donde C' = —1
z2
yyle)=2—¢2.

Teorema 1.5 (existencia y unicidad de la solucion del PVI para una EDO lineal 1er orden)

Sea el problema de valores iniciales (1.4). Si a(x) y b(x) son funciones continuas en
cierto intervalo I C R que contenga al punto xy € I, entonces, para cualquiera sea el valor
Yo, existe una tunica solucion del problema de valores iniciales (1.4).

En general, la solucién del PVI es

y(z) = yo exp <— / :a(s) ds) + exp <— / t a(s) ds> [ / exp ( / :a(s) ds> 0 dt} C(15)
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1.3. Algunas aplicaciones de las EDOs lineales de primer orden

Ejemplo 1.6 Encontrar una familia de curvas y(x) tal que el segmento de la tangente t a
la curva y en un punto cualquiera P(x,y) dibujado entre P y el eje Oy quede bisecado por el
eje Ox. Yy =2y/x

Ejemplo 1.7 Encontrar una familia de curvas y(x) tal que la pendiente de la tangente t a
la curva y en cada punto sea la suma de las coordenadas del punto. Encuentra ademads la
curva que pasa por el origen.

Ejemplo 1.8 Se sabe que la intensidad © del circuito eléctrico representado en la figura 1
estd gobernada por la ecuacion diferencial

di
L—+Ri=U,
dt
donde L es la impedancia, R la resistencia y U el voltaje. Supongamos que el voltaje U es
constante y que i(0) = ig. Encontrar la dependencia de i respecto al tiempo t. Realizar el
mismo estudio si U = Uysen(wt).

¥(x)

P(xy) R

(x2,0) X

Figura 1: Curva del ejemplo 1.6 (derecha) y circuito eléctrico del ejemplo 1.8 (izquierda)

Ejemplo 1.9 La ecuacion barométrica de Pascal es la EDO
p/(h) = —Ap(h), A > 07
donde p es la presion en funcion de la altura h. St h = 0, la presion al nivel del mar (1 atm).
¢ Como varia la presion con la altura?
Ejemplo 1.10 La descomposicion radioactiva

Si N es el nimero de atomos de una substancia radioactiva, entonces

N(t+ h) — N(t)

N(t+h) = N(t) = —AN(t)h = —AN(#).
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Sierra ‘ altura maxima (metros) ‘ presion (atm) ‘
Grazalema (Cédiz) 1654 0.81
Picos de Europa (Cantabria) 2648 0.71
Sierra Nevada (Granada) 3478 0.64
Teide (tenerife) 3710 0.62
Everest (Himalaya) 8848 0.32

Si h — 0, entonces podemos aproximar la ecuacion anterior mediante la siguiente EDO

N'(t) = =AN(t),  N(to) = Ny. (1.6)

Se llama periodo de semi-desintegracion al tiempo necesario para disminuir en la mitad
el nimero de atomos,

% — Ny M s A= 1071%2 _ (),697?:147‘
Elemento Periodo T' A
Radio 226 — Plomo 214 1600 anos | 0.000433217 1/anos
Plomo 214 — Plomo 210 47 min 0.0147478 1/min
Plomo 210 — Polonio 210 22 anos 0.0315067 1/anos
Polonio 210 — Plomo 206 138 dias .00502281 1/dias
Carbono 14 — Nitrégeno 14 | 5568 anos | 0.000124488 1/afos
Uranio 238 — Torio 234 4,51109 anos | 1,5101210719 1/anos

En muchos casos un elemento radioactivo puede obtenerse a partir de otros mediante una
cadena radioactiva. E.g.

Uranio 238 > Torio 234 = Uranio 234 = Radio 226

Y

Plomo 206 ~—— Polonio 210 -+«—— Plomo 210 ~«—— Plomo 214

Asi, por ejemplo, si estudiamos la cantidad de Plomo 210 que hay en una muestra tenemos
que tener en cuenta no sélo la cantidad que se desintegra sino la que aporta cualquiera de los
elementos que aparecen por encima de él en la cadena radioactiva. Por ejemplo, practicamente
en cualquier muestra que tomemos siempre hay una determinada cantidad de Radio 226, lo
que implica una aportacién a la cantidad de Plomo 210 después de varias desintegraciones.
Si llamamos a esa aportacién r(t), entonces la ecuacién que gobierna la desintegracién del
Plomo 210 es la siguiente

N'(t) = =AN() +r(t),  N(tg) = Ny, (1.7)
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donde r(t) representa la cantidad de atomos de Radio que se desintegra en la muestra. La
solucién de la ecuacién anterior es facil de encontrar usando la férmula (1.5).

1.4. Problemas

Problema 1.11 Decide si las funciones y(x) definidas explicitamente o implicitamente son
soluciones de la EDO F(x,y,y) = 0 dada y determina la region de R donde dicha solucion
esta definida:

1. f(z,y)=y—e"+2=0, Flz,y,y)=y —y" =0

2. fry)=y—555=0, Flo,yy)=2y+y—y*=0

3. flryy)=2*4+y*—25=0, Flx,y,y)=yy +2=0

4. floy) =22 +¢° =32y =0, Flz,y,y) =W —2)y —y+2°=0
5. floyy)=a2+1y2-25=0, F(r,y,9)=yy +2=0

6. flx,y)=VIi+al—y=0, F(z,yy)=0+a2")y —zy=0

7. flz,y)=e*+ev*—1=0, F(o,y,y)=e"Y+e" % =0

8. flwy)=2>+y" +1=0, Flr,y,y)=y +y/z=0

Problemas de EDOs lineales

Problema 1.12 Encuentra la solucion general de las siguientes EDO lineales de primer
orden

1. Yy +ycosx=0

2.y +yvr=

3. Yy +22xy==x

4. Y +y=uxe®

5. Y + 2ty =a?

6. xy +y=a°

7. ¥y =(y+e*)tanzc

8.y +2y=flx), flz) =3,

9. Y +xy=f(x), f(x)=3/4e7%*, f(x) =sen x
10. zy 4y cosx = 1/2sin(2z)

11. zy +y==xsenx

Problema 1.13 Encontrar la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales y
la solucion correspondiente a las condiciones iniciales indicadas:

1.y =3y+e®, y(1)=0.

2. y =6y+a22 y0)=2.
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3.y =y+eTsen(2x), y(0)=1.
4. A+2)y +dey =2, y(1)=1/4.

2, 0<t<1
/ — — _ ) >0
5. Yy +y=yg(x), y(0)=0, g(ﬂf)—{O’ £

Problema 1.14 Encontrar la ecuacion de la familia de curvas tal que el segmento de la
normal entre la curva y y el eje 0y es biseccionado por el eje Ox. Encontrar la curva que

pasa por (4,2). (sol. x* + 2y? = 24).

20 ¥ x

P(xy)

n

Curva del problema 1.14.

Problema 1.15  a) Prueba que cualquier solucion y(z) de la ecuacion
y +ay = be” ", a,c € (0,00), beR,

es tal que lim y(z) = 0 independientemente del valor y(0) = yo inicial.

T—00

b) Prueba que cualquier solucion y(x) de la ecuacion

Y +a(x)y = b(z), a(x) >c>0, VeeR, limb(z)=0, a(z),b(r)e Cp,

T—00

es tal que lim y(z) = 0 independientemente del valor y(0) = yo inicial.

Tr—00
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2. Otras EDOs de primer orden

2.1. Ecuaciones separables

Comenzaremos por las ecuaciones separables. Supongamos que la funcién f(z,y) en la
EDO

y = flz,y) (2.1)

admite la factorizacién f(x,y) = a(x)b(y). Cuando esto ocurre se dice que la EDO (2.1) es
una ecuacion separable. Un ejemplo trivial de ecuacién diferencial separable es la ecuacion
diferencial lineal homogénea (1.2) cuando b = 0.

En general tenemos

dy

dy—agy —— =qal(x)dx d_y = [ alxr)ax
Loawpy) = fh=awi = [ [

luego la solucién de la ecuacion separable es
Gly(z)] = Alx) + C,
donde G(y) es una primitiva de 1/b(y) y A(x) es una primitiva de a(z).
Ejemplo 2.1 Resolver la ecuacion y' = x/y.
Usando lo anterior tenemos
ydy = xdr = > =2>+C.

La expresién anterior define una familia de curvas en R? que son solucién de la ecuacién
diferencial propuesta. En general la solucién es y(x) = v/ C + 22, donde el signo + o —
dependera de las condiciones iniciales. Por ejemplo, si nos interesa el PVI con la condicion
y(0) = 3, entonces C' = 9 y la solucién serd y(x) = /9 + z2.

2.1.1. Aplicaciones

Ejemplo 2.2 Supongamos que tenemos una reaccion quimica A+ B — C y que ent =0 la
concentracion de A es a y la de B es b. Se sabe que la velocidad la velocidad de formacion
de C' es proporcional a la concentracion de A y B. Lo anterior nos conduce a la EDO

v =sx(a—1x)(b— 1), z(0) =0, (2.2)
donde s es la constante de proporcionalidad.

Supongamos que a # b, entonces tenemos

dx a—x a—x
— 1 — —
a— =) wdt = 08— (a=bxt+C, = -

_ Ce(a—b)mﬁ’

como z(0) =0, C' = a/b, luego

1 — e(a—b)xt

b— ae(afb);ft ’

z(t) = ab

Ejemplo 2.3 La velocidad de escape de la Tierra
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Nos interesa resolver el problema de encontrar la velocidad de escape al espacio exterior
de un cuerpo que se encuentre en la superficie de la tierra. Si usamos la ley de Newton
tenemos

dv GMT

a r2’
donde G es la constante universal gravitatoria y My es la masa de la tierra. Como g =
G M7z /R?, siendo R el radio de la tierra (que supondremos una esfera), tenemos GM7 = gR?.
Obviamente r varia con el tiempo por lo que la ecuaciéon anterior se torna algo complicada

a simple vista. Usando la regla de la cadena tenemos

dv gR?

vV— = )
dr r2

La solucién de esta EDO usando el método de separacién de variables es v? = 2gR?*/R + C.
Supongamos que vg es la velocidad inicial del cuerpo sobre la superficie terrestre, entonces,
la velocidad del cuerpo a cualquier distancia de la tierra viene dada por

2gR
o= 2= of - 2R

Para que nuestra nave escape definitivamente de la tierra es suficiente que v > 0 cuando
r — 00, lo cual nos conduce al valor vy > y/2gR. Poniendo los datos R = 6400000 metros
g = 9,8m/s* obtenemos vy = 11200m/s = 11,2Km/s.

Ejemplo 2.4 La caida de un cuerpo en un medio viscoso se puede modelizar mediante la
ecuacion para la velocidad v(t)

vV'=g— ko', v(0) = v, (2.3)
donde g y k son ciertas constantes (la gravedad y la viscosidad).

Resolvamos la ecuaciéon

dv Y dv 1 [ dv 9
-=dt = l—1lp= - = —, W=
g — KV v 9 — KU g Jy, 1 —w?v

Q| =

Escojamos r = 2, por ejemplo. Entonces

/v dv 1 1 o (1 +wv) (1 — wvo)
———=—1o
w L—w?0r 2w 7 (1 —wv) (1 + wuy)

= g(t —to).

Despejando v tenemos la solucion

1 () e - ;
U(t) = — ; W = 5 > 0.

w <1+wv0> e2gw(t—to) +1

1—wwvg

Como w > 0, entonces si t — oo el cuerpo sélo podra alcanzar la velocidad limite v,,4, = 1/w
independiente del valor v inicial.

Ejercicio 2.5 Resolver el caso r = 3.
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2.1.2. El modelo de crecimiento de poblaciones

Imaginemos que tenemos una poblacién de cierta especie (consideraremos que tenemos
un nimero bastante alto de individuos) y sea p(t) el niumero de individuos de dicha especie en
el momento ¢ (evidentemente p(t) € N). Sea r(¢,p) la diferencia entre en indice de natalidad
y mortalidad de la poblacién. Supongamos que la poblacién estd aislada (o sea, no hay
emigracién ni inmigracién). Entonces la variacién p(t + h) — p(t) es proporcional a p(t)h y
el coeficiente de proporcionalidad es 7 (¢, p). Luego

p(t+h) —p(t) =r(t,p)p(t)h, h—0, = p'(t)=r(t,p)pt).

La ecuacién més sencilla posible se obtiene si consideramos r(¢,p) = r, constante. Asi, la
poblacién de individuos de la especie puede ser modelizada mediante el PVI

p(t)=rp(t),  plte) =po, 7>0, (2.4)

cuya solucién p(t) = poe” %) El modelo anterior se conoce como modelo de Malthus o
modelo maltusiano pues fué propuesto por el economista inglés Thomas R. Malthus (1766—
1834). Si r < 0 la especie esta condenada a la extincién y si r > 0 ésta crece en proporcién
geométrica.

Aunque el modelo funciona razonablemente bien para poblaciones grandes, hay que hacer
varias correcciones pues si p(t) empieza a crecer demasiado habré muchos otros factores como
la falta de espacio o de alimentos que frenara el crecimiento. Por tanto varios anos después en
1837 un matematico y bidlogo holandés, P. F. Verhulst, propuso un modelo algo més realista
conocido como el modelo logistico. Verhulst razoné que como estadisticamente el encuentro
de dos individuos es proporcional a p* (;por qué?) entonces tendremos que sustraerle al
término rp un término cp?, de forma que la EDO que modeliza una poblacién seré

p(t)=rpt)—cp’(t),  plto) =po, 1.¢>0. (2.5)

En general ¢ ha de ser mucho mas pequeno
que r ya que si r no es muy grande la EDO (2.4)
es una aproximacion bastante buena, pero si p
comienza a crecer demasiado entonces el térmi-
no —cp? no se puede obviar y termina frenando
el crecimiento exponencial. Resolviendo la EDO
(2.5) tenemos

ric

Tpoer(t_to)

p(t) = (2.6)

T — cpo + cpoertto)’
|
| -

0 t,

-

Ademéds, lim;_., p(t) = r/c independientemente
de pg. En el caso cuando 0 < py < r/c la evo-
Figura 2: Evolucién de la poblacién segin lucién de la poblacién estd representada en la
el modelo logistico 2.5. grafica 2.

Este modelo se ha comprobado con varias es-
pecies y ha dado muy buenos resultados, en particular, el hecho de que la poblacién se
estabilice ha sido comprobado en distintos experimentos con paramecios obteniéndose una
gran concordancia entre los resultados tedricos y experimentales.
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2.2. Problemas

Problema 2.6 Encuentra a ser posible todas las soluciones y(x) definidas explicitamente si
se puede o implicitamente de las EDOs siguientes

1. (1+22)y =1+4>

y =xyly+2)

y(1+22)y +2(1+y*) =0
v =1—x+y*— 21
cotg(y)y = x* + 2
(zlogz)y +/1+y> =0

cos(y)y + e*tany = 0

SN L S I

(zy +y)y +ev" (22 +22+1) =0

Problema 2.7 Encuentra las soluciones y(x) de los siguientes problemas de valores inicia-
les:

1.y =yla+by), y(xo) =yo >0, a,b > 0.

(1-2)y = (z+ 1)y, y(0) =0
vy +x—3ry’ =0, y(2) =1
cos(y)y' = — T, y(1) = 7/2

3xy =ycoszx, y(1) =0

SRS N

%y — 1 = cos(2y), lim, . y(z) = 5m/4
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2.3. Ecuaciones que se reducen a EDOs lineales o separables
2.3.1. Ecuaciones reducibles a EDOs lineales: Las EDOs de Bernoulli y Riccati

En 1695 Johann Bernoulli propuso la resolucién de la EDO

Y + a(x)y = b(x)y", n#0,1. (2.7)

La resolvié su hermano Jacob en 1696. Ese mismo ano Leibniz propuso el cambio z = y'="
que transformaba la EDO (2.7) en una EDO lineal. En efecto, haciendo

2=y A =1-ny ™, = 2+ -n)ax)z=(1-n)b),
que es lineal y por tanto podemos usar la férmula (1.3) para resolverla.
Ejemplo 2.8 Resolver la EDO y' —1/(3x)y = y*log z.

Esta ecuacién es una EDO de Bernoulli con n = 4. Hacemos el cambio z = y 3, y tenemos
v = —y*y'/3, y = y*z, luego la EDO se transforma en

, 1 C 3
2+ —2z=-3loger, = z2=-————=zxlogz+ -z,
x r 2 4

de donde obtenemos

C 3 3\
=———=xl — .
( . 233 ogzr + 495)

Pasemos a estudiar la EDO de Riccati. En 1724 Jacopo Francesco Riccati estudié la EDO

Y +pla)y + q@)y’ = f(), (2.8)

que habia considerado anos antes Jacob Bernoulli. La ecuacion anterior generalmente es
imposible de resolver analiticamente (en cuadraturas) a no ser que se sepa una solucién
particular y,. Supongamos que y, es una solucién particular de (2.8), y hagamos el cambio
2 =y — yp. Obtenemos

7+ [p(x) + 2q(x))z + q(x)2* = 0,

que es una ecuacién de Bernoulli la cual mediante el cambio w = 1/z podemos convertir en
una lineal.

En general, dada una EDO de Riccati (2.8), mediante el cambio y = y,+1/z, la podemos
convertir en una EDO lineal. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.9 Resolver la EDO de Riccati y = y* — 2/x°.

La forma de la EDO nos induce a buscar una solucién del tipo y = ¢/x. Sustituyendo en la
EDO descubrimos que las funciones y = 1/x e y = —2/x son soluciones particulares. Usemos
la primera para resolver la EDO. Hacemos el cambio y = 1/z + 1/z,

, 1

2
y=——-=, = +-z=-1
2 oz T

La solucién la encontramos usando la férmula (1.3) que nos da

I+C N 1+ 3x?
Z2=—=4 — =4+ —
R y=75 C —a3
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2.3.2. Ecuaciones del tipo y' = F(azx + [y)

Sea la EDO
y = Flaz + By), (2.9)

y hagamos el cambio z = ax + fy, entonces z/ = a + By, luego (2.9) se transforma en la
EDO separable

d

Ejemplo 2.10 Resolver la EDOy =y —x— 1+ x_;+2.

Esta ecuacién puede ser escrita en la forma 3y’ = F(ax + [y) si hacemos z = y — x, entonces
F(z)=2—1+41/(2—2). Como 2z’ =% — 1 tenemos

1 (z—2)dz
/: _2_ —
2=z Ty = /(2—2)2—1 x+C,

luego la solucién en cuadraturas es
logl(z—2)—1l=2+C, = (2-2?-1=0¢", = z=24V1+Ce,

por tanto y = 2 4+ z + /1 + Ce*. Nétese que hemos dividido por (z — 2)? — 1 por lo que
podemos haber perdido soluciones. En efecto, como (z —2)? —1=0se anulaen 2z =1y 3,
podemos perder las soluciones y =z +1 ey =x + 3.

2.4. Las EDOs homogéneas

Un tipo especial de EDOs resolubles son las denominadas EDOs homogéneas. Una funcién
f(z,y) se denomina homogénea de orden k si para todo x,y y para todo t € R, f(tz,ty) =
t*f(x,y). Ademds, si f es homogénea de orden 0, entonces f(tx,ty) = f(z,y). Sea f una
funciéon homogénea de orden 0. Sea y = ux. Entonces

fla,y) = fz,ux) = 2"f(1,u) = g(u) = g(y/2),
o sea, toda funcién homogénea de orden 0 es una funcién de y/z.

Supongamos que tenemos la EDO ¢’ = f(x,y) y f es una funcién homogénea de orden
0, entonces la EDO anterior se transforma en la EDO

y = fly/x). (2.10)

A la ecuacién y' = f(y/z) anterior se le suele denominar EDO homogénea. Si hacemos el
cambio y = ux, entonces 3y’ = zu’ + u y la EDO (2.10) se transforma el la EDO separable

zu' +u = f(u), u=vy/x,

que se puede resolver en cuadraturas ya que es una EDO separable

d

Ejemplo 2.11 Resolver la EDO y' = (y + /2% — y?) /.
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Sea f(z,y) = (y+ /2% — y?)/x, es facil comprobar que f(tz,ty) = f(x,y), asi que hacemos
el cambio y = ux y obtenemos, si u # +1,

d d
o = VI -2, = e =

de donde se deduce que
arcsenu = log |z| + C <= arcsen(y/z) = log|z| + C.

Ahora bien, como hemos visto u # £1, lo que puede hacernos perder las soluciones y = +=.
Sustituyendo y = £1 en la EDO inicial comprobamos que y = x ¢ y = —x son también dos
soluciones de la EDO original.

2.5. Otras EDOs de primer orden: la EDO de Clairaut
La EDO

y=xy + f(v), f derivable y con primera derivada continua (2.11)

se denomina EDO de Clairaut en honor a Alexis Clairaut que las estudié en 1734. Vamos a
intentar encontrar alguna solucién de la EDO Clairaut para lo cual derivamos (2.11)

y=xy +y + ')y = [+l =0,

de donde deducimos que o y” =0 o z + f'(y') = 0. La primera condicién nos da una familia
de rectas y = max + n. Lo curioso de esta EDO es que la envolvente! de todas las rectas
también es solucién. Para descubrir cuales son las rectas solucién basta notar que si y’ = c,
entonces la EDO nos da la ecuacién y = zc + f(c), ¢ € R. Para encontrar la otra solucién

usamos que r = —f’(y'). Luego si hacemos 3’ = ¢, siendo ¢ un pardmetro real tenemos la
siguiente solucién paramétrica conocida comunmente como solucion singular

r=—f'(t),

y=axt+ f(t).

Ejemplo 2.12 Resolver la EDO y = xy’ + (y).
Esta es una EDO de Clairaut con f(z) = 22, luego las soluciones son las familias de rectas
Yy =cr+ 02,
y la solucién singular
r = —2t 9

X
y = at +t2

'La envolvente de una familia de rectas (curvas en general) es una curva que es tangente a todas dichas
rectas (curvas).
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2.6. Ecuaciones exactas y factores integrantes

Sea una EDO del tipo vy = f( y). Esta claro que si la EDO anterior la podemos
reescribir en la forma L (¢(z,y)) = 0, para cierta funcién ¢(z,y), entonces la solucién de la
EDO serd ¢(z,y) = C.

Nuestro objetivo en este apartado es estudiar cuando una EDO se puede escribir de la
forma anterior. Por conveniencia reescribiremos la EDO ' = f(z,y) en la forma equivalente

N(z,y)y' + M(z,y) = 0. (2.12)
La EDO (2.12) tendra una solucién en cuadraturas del tipo ¢(x,y) = C' siy sélo si (2.12)
es equivalente a la expresion %(gb(x,y)) = 0, o lo que es lo mismo, ¢(x,y) = C es una
solucién de (2.12) si y sélo si (2.12) se puede reescribir de la forma - (¢(z,y)) = 0.
Como
d 0(x,y)  09(x,y) Oy _ 09(z,y)  99(z.y)
0=
dx((b(x v) = Ox oy Oxr Oz * oy v

entonces la EDO (2.12) se puede escribir de la forma - (¢(z,y)) = 0 si y sélo si, dadas dos
funciones M (z,y) y N(z,y) existe una funcién ¢(z,y) tal que

(. y)
ox

= M(x,y), = N(z,y). (2.13)

Por ejemplo, la EDO z + yy’ = 0 se puede escribir en la forma - [ —I— y*] =0y la EDO
2z —exp(z +y) + [2y + exp(z +y)]y’ = 0 se puede escribir como -£[z? +y? — exp(z +y)] = 0.

En general no es trivial deducir si una EDO del tipo (2.12) se puede expresar de la forma
%W(az, y)) = 0. Por ejemplo, no es facil intuir que la EDO

3
y® + ye¥ cos(ry) — St [Bzy” + €Y sen(xy) + xe? cos(xy)]y’ = 0

se puede escribir como
d

3
. xy® + e¥sen(wy) + ~1 = 0.

Obviamente no cualquier EDO del tipo (2.12) se puede escribir de la forma - (¢(z,y)) =
0, por ejemplo, la EDO lineal (1.2) ¢’ + [a(z)y — b(x)] =

Asf surge la pregunta jcudndo la EDO (2.12) se puede escribir de la forma < (¢(x,y)) = 0,
y por tanto su solucién es ¢(x,y) = C?. La respuesta la da el siguiente

Teorema 2.13 Sean M(x,y) y N(x,y) dos funciones tales que existan todas las derivadas

parciales %]\f, %]Z, %A; Y 8];7 y sean funciones continuas en cierto dominio® ) € R?. Entonces,

para que exista una funcion ¢(x,y) tal que se cumpla la condicion (2.13)

9(z,y) _ 0¢(z,y) _
ax —M(Zlf,y), ay —N(I’,y),
es mecesario y suficiente que
ON(z,y) _ OM(z,y) V(z,y) € Q. (2.14)

or Oy

.. . . 2 . .
2Por dominio entenderemos un conjunto abierto de R” y convexo, o sea, sin agujeros.
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Definicién 2.14 Una EDO del tipo (2.12) se llama exacta si N y M son funciones tales
8Na(ac,y) _ BMB(:L’,y).
x y

que

Corolario 2.15 Para que la EDO (2.12) sea exacta es necesario y suficiente que se cumpla
la condicion (2.14) en cierto dominio Q C R*. Ademds, toda EDO exacta tiene una solucion
en cuadraturas en ), es decir existe una funcion ¢(x,y) tal que ¢(x,y) = C, define la
solucion de (2.12) en ).

Ejemplo 2.16 Decidir si la EDO
(22 +y —senx) + (3y* +cosy + x)y =0,

es exacta, y encontrar su solucion.

En este caso M (z,y) = 2x+y—senx y N(z,y) = 3y*>+cosy+z, luego %;’y) =1= %,

luego segtin el corolario 2.15 es exacta. Vamos a resolverla. Como la EDO es exacta entonces
existe ¢(x,y) tal que se cumple (2.13), o sea,

Ip(z,y)

———= =2r+y —senx,

ox

Ip(z,y)
Jy

= 3y* +cosy + .
De la primera deducimos
¢(z,y) = 22 + zy + cosz + h(y).

Para calcular h(y) usamos que ¢(x,y) = C, luego

0¢(z,y)

oy =z+h (y) =3y +cosy+x, = H(y)=3y’+cosy, == h(y) =y’ +seny,

y la solucién, en cuadraturas, es ¢(z,y) = 2 + 2y + cosz + y> +seny = C.

Obviamente podiamos haber comenzado por la segunda ecuacion %xy’y) = 3y +cosy+uz,
entonces
¢(x,y) = y* +seny + xy + g(2),
pero
0¢(x,
M =y+g(r)=20+y—senz, = g(r)=a2"+cosq,
x

asi ¢(x,y) = y3 +seny + xy + a2 +cosx = C.
Ejemplo 2.17 Comprobar si la EDO lineal (1.2) es exacta.

En este caso ¢y + [a(x)y — b(z)] = 0, luego M(z,y) = a(x)y — b(z) y N(z,y) = 1, luego
8M6(5L‘,y) 7& BNa(x,y)
y T

, asi que no es exacta. ;Qué hacer en este caso?

Definicién 2.18 Una EDO del tipo (2.12) es inexacta (o no es exacta) si 8M8(;’y) # 6N§§’y).
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2.6.1. Factores integrantes
Definicién 2.19 En general, dada la EDO (2.12), se dice que p(x,y) # 0 es un factor
integrante de (2.12) si la EDO p(x,y)M (z,y) + p(z,y)N(x,y)y’ es exacta.

Ahora bien, una EDO es exacta si y solo si se tiene la condicién (2.14), luego p(z,y) ha
de satisfacer la ecuacién

dp(x,y)M(z,y)  Op(x,y)N(z,y)

oy ox
si y solo si
dp(z,y) oM (x,y) Ip(z,y) ON(z,y)

Es decir, una ecuacién inezacta tiene un factor integrante p(x,y) si y sélo si p(z,y) cumple
con la condicién (2.15).

Por ejemplo consideremos la EDO z? seny + ze¥y’ = 0. Obviamente no es exacta. Enton-
ces, para que admita un factor integrante p(x,y) éste debe satisfacer la ecuacién

9 op(z,y)

dp(z,y)
x“seny ay

+ pla,y)a® cosy = v LY o y)er,

la cual es no trivial de resolver. De hecho en la mayoria de los casos la ecuacién (2.15) es
mas complicada de resolver que la EDO original, por tanto el uso de ésta estard restringido a
aquellos casos en los que (2.15) es facilmente resoluble. Veamos a continuacién dos de ellos:

1. cuando la funcién p es una funcién que sélo depende de x o sea, p = p(x)
2. cuando la funcién p es una funcién que sélo depende de y, o sea, p = p(y).

En el primer caso (2.15) nos da

pla) ) ) B iy 22
luego
° OM(x,y) ON(z,y)
1 dp(x) - dy ox _ R(x
@) dr T Ny )

La expresién anterior es sencilla de resolver si la funcién R(z,y) de la derecha es una funcién
s6lo de z, en cuyo caso p(z) = exp( [ R(z)dx).
En el segundo caso tenemos

M(x,y)ag—;y) + p(y)%j’y) = p(y)w,
luego
i ON(z,y) OM(z,y)
1 dply) Oz oy _ (s
ply) dy M(z,y) =5e)

La expresién anterior es sencilla de resolver si la funcién S(z,y) de la derecha es una funcién
s6lo de y, en cuyo caso p(y) = exp( [ S(y)dy).
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Ejemplo 2.20 Resolver la EDO (2* — sen®y) + zsen(2y)y’ = 0.

OM(z,y) ON(z,y) OM(x,y) ON(z,y) 2
8y ax - 2S€Il(2’y), - ay (9x /N(.Z’,y) - T - p7

luego p(z) = 1/x%. Multiplicando la EDO por 1/x? obtenemos la EDO exacta

<1 B senjy) N (sen(Zy)) =0,
T T

asi

%(82’ Wy Se;jy, = fa.y) =1+ 2+ h(y),

y

) =) 4oy = Ny = 2 = W) =0 = ag) =C
y la solucién es, por tanto, ¢(z,y) = = + % =C.
Ejemplo 2.21 Resuelve la EDO

(2 /y + bry)y + (z* +y*) = 0.

Tenemos

Phng) D By, — (BB ey - 2L,

luego p(y) = y3. Multiplicando la EDO por y* obtenemos la EDO exacta
(@y? + 5ay")y + (2%’ +y°) = 0.
Usando el método descrito tenemos

0o (x, 33
¢(a$ y) — x2y3 _‘_yB’ — ¢($,y) _ 3y +xy5 + h(a:),

Op(z,y)

5 = 23y% + byt = N(z,y) = 23y + bayt, = (z)=0, = h(z)=C,
Yy

y la solucién es, por tanto, ¢(x,y) = 32°y* + zy® = C.
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2.7. Aproximaciones numéricas: el método de Euler
2.7.1. El método de Euler

Como ya hemos visto son pocas las EDOs que se pueden resolver analiticamente, es por
ello que se necesita de métodos fiables para obtener la solucién de una EDO numéricamente.
Supongamos que queremos resolver el problema de valores iniciales

dy(z)
dx

Obviamente usando un ordenador sélo podremos resolver el problema en un interva-
lo acotado, digamos [z¢,zo + []. Para ello vamos a dividir el intervalo en N subintervalos
[xo, x1) U [21,22] U -+~ U [xy_1,2N], TNy = 2o + . Supongamos que hemos encontrado los
valores de y en los puntos xg, x1, ..., Ty, que denotaremos por o, ¥1, - . . , yn. Entonces, para
encontrar una solucién aproximada y(x) podemos unir los puntos (x;,¥;), ¢ = 0,1,..., N
mediante lineas rectas (ver figura 3). Es evidente que si el valor y; es bastante cercano al
valor real y(x;) para todos los i = 0,1,..., N, entonces, al ser § e y funciones continuas, la
solucién aproximada y(z) estard “muy cercana” a la solucién real y(z) en cada uno de los
intervalos [x;, T;41].

= f(x,y), y(zo) = Yo- (2.16)

Figura 3: Construcciéon de un esquema numérico.

Vamos a usar por simplicidad intervalos iguales, es decir, vamos a escoger los nodos
x; equidistantes. Lo anterior se conoce en la teoria de métodos numéricos como una red
equiespaciada o uniforme de paso h = [/N. Asi pues tendremos las siguientes ecuaciones
rr=x9+kh =x0+k (%), k=0,1,...,N, 211 = xx + h. Obviamente la tinica informacion
que tenemos para calcular los valores y; es la EDO que satisface nuestra incégnita y(zx).
..Coémo encontrar entonces los valores y;7 La idea es como sigue:

1. Usando la EDO y la condicién inicial calculamos el valor de y; en el punto x1 = zo+h

2. A continuacién usando el valor y; calculamos el valor aproximado y, de y(z) en xq, y
asi sucesivamente.

3. Conocido el valor y; encontramos el valor yx1 de y(z) en xyyq.

Para resolver nuestro problema de encontrar en valor de y(xx.1) conocido el valor de
y(xr) usamos el teorema de Taylor

y" (zx)

o R+ (2.17)

Y(xri1) = y(zr + h) = y(aw) +y'(2r)h +
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Pero ¢ (z1) = f (s y(2x)), ademds

d (dy d
y' () = dr (@)

=L Gtey| =0 O o

ox Jdy Ox

T=x T=xp (z,y)=(zr,y(7k)

0 Z, 0 €,

= YD g 2 00)
ox dy
(xy)=(@ry (k)
Luego, (2.17) nos da
of of h?

Y(Tr1) = y(ox) + hf (vr, y(or)) + %(ﬁk,y(xk)) + f(ﬂfk,y(ﬂik))a—y(%k,y(xk)) ot

La aproximacion mas sencilla es por tanto cuando nos quedamos en la serie anterior con
el término de primer orden, o sea, cuando tenemos el esquema numerico

o =yo+hf(zo,y0), vo=wm+hf(xi, ), o) Y1 =Yk +hf(Tr k), (2.18)

donde obviamente yy = y(zo).

El esquema anterior se conoce por el nombre de esquema o método de Euler y constituye
el método mas sencillo para resolver niimericamente una EDO de primer orden. Noétese que
dicho esquema necesita en cada paso del valor y(zy), por tanto cuanto més cercano sea el
valor gy, calculado del y(z) real mas preciso sera el método. Obviamente en cada paso arras-
tramos el error del cdculo del paso anterior. En efecto, para calcular y; usamos el valor real
Yo pero cuando calculamos yo, sustituimos el valor exacto y(z;) desconocido por su valor
aproximado 7, para calcular y3 sustituimos el valor y(z3) por su valor aproximado ys, y
asi sucesivamente.

Veamos algunos ejemplos.

Comenzaremos con una ecuacion que sepamos resolver exactamente. Por ejemplo, estu-
diemos el problema de valores iniciales

Yy +y=uz, y(0)=1, =ze€][0,1],

cuya solucién exacta es y(x) = 2e™* — 1 + x. Escogeremos una discretizacién equidistante

con paso h = 1/20 (20 subintervalos iguales). Los resultado estdn escritos en la tabla 1 o
dibujados en la gréfica 4 (izquierda).

Figura 4: Solucién numérica (e) y exacta (linea clara) de y' +y = z, y(0) = 1 para N = 20
(izquierda) y N = 40 (derecha)



2 OTRAS EDOS DE PRIMER ORDEN 20

k T y(zx) y(xk) Y(wk) — y(@x)
0 0 1. 1. 0

1. 0.05 | 0.95 0.952459 [ -0.00245885
2. 0.1 0.905 0.909675 | -0.00467484
3. 0.15 | 0.86475 0.871416 | -0.00666595
4. 0.2 0.829012 | 0.837462 | -0.00844901
5. 0.25 | 0.797562 | 0.807602 | -0.0100397
6. 0.3 0.770184 | 0.781636 | -0.0114527
7. 0.35 | 0.746675 | 0.759376 | -0.0127016
8. 0.4 0.726841 | 0.74064 -0.0137992
9. 0.45 | 0.710499 | 0.725256 | -0.0147575
10. | 0.5 0.697474 | 0.713061 | -0.0155874
11. | 0.55 | 0.6876 0.7039 -0.0162994
12. | 0.6 0.68072 0.697623 | -0.0169031
13. 0.65 | 0.676684 | 0.694092 | -0.0174074
14. | 0.7 0.67535 0.693171 | -0.0178206
15. 0.75 | 0.676582 | 0.694733 | -0.0181506
16. | 0.8 0.680253 | 0.698658 | -0.0184046
17. | 0.85 | 0.686241 | 0.70483 -0.0185892
18. | 0.9 0.694429 | 0.713139 | -0.0187107
19. | 0.95 | 0.704707 | 0.723482 | -0.0187748
20. 1 0.716972 | 0.735759 | -0.018787

Tabla 1: Solucién numerica de la ecuacién y' +y =z, y(0) = 1 con N = 20.

Comparemos ahora la solucién nimerica con la exacta (ver figura 4). Para ello primero
resolvemos la ecuacién exactamente y(x) =z — 1 + 27,

Si hacemos un simple cambio como aumentar en nimero de subintervalos hasta 40 (el
doble) vemos que la precision mejora notablemente. Los resultados se pueden apreciar en la
grafica 4 (derecha).

Consideremos ahora el problema

y—1-y"=0,  y0)=0, >0

40 60
40
30
20
20
10 -20

-40

Figura 5: Soluciones numéricas de y' — 1 —y* = 0, y(0) = 0, z € [0,2] (izquierda) y
comparacién con la solucién exacta (derecha).

Si usamos un esquema de 20 puntos en el intervalo [0, 1] tenemos la solucién representada
en la grafica 5(izquierda). Ademds, como la solucién exacta de esa ecuacién es y(z) = tanx,
podemos ver en la grafica 5 derecha que practicamente coinciden. ; Qué ocurre si aumentamos
el intervalo hasta llegar a x = 27.

Si repetimos los calculos con 40 puntos (para que el h sea el mismo) pero tomando | = 2
obtenemos los resultados que estdn representados en la grafica 5 (derecha).

La principal razon de la divergencia consiste en que la solucién tan x no esta definida en
x = /2. Una pregunta natural es, por tanto, jcémo decidir a priori si el método de Euler
nos esta dando la soucién correcta? y jen qué intervalo podemos asegurar que ¥ es una buena
aproximacion de y? Eso nos conduce una vez mas a preguntarnos condiciones suficientes que
nos garanticen la existencia y unicidad de las soluciones de una EDO.
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2.7.2. El método de Euler mejorado

El método de Euler es el mas sencillo pero tiene un problema, es un método de orden
uno, o sea, es “poco preciso”. ;Cémo mejorarlo?

Una posibilidad es truncar la serie de Taylor (2.17) en el tercer orden, de forma que
tengamos

h2
?7
La ecuacién anterior se conoce como el método de la serie de Taylor de tres términos y
aunque es mas preciso que el de Euler (se puede probar que es un método de orden 2), es
algo incomodo sobre todo si f es una funcion algo “complicada”. Por ello se suele usar una
modificacién del mismo.

Para ello escribamos la EDO original ¥/ = f(z,y) en el intervalo z, zx + h en su forma
integral

0 0
Yk+1 = Yo + hf (e, i) + %(%,yk) + f(xkayk>a_§<xkayk) Yo = y(xo)-

own) = o) + [ " f e y(a))de (2.19)

Tk
Para resolver este problema aproximamos la integral mediante un rectangulo de altura
f(zg, yk) (ver figura 6 izquierda)

zip+h
/ f(@,y(@))dz ~ hf (2 ),

lo que nos conduce nuevamente al esquema de euler (2.18)

fOy(3))

Xk Xier1

~<

Figura 6: Regla del rectangulo (izquierda) y del trapecio (derecha) para aproximar una
integral

Esta aproximacion es muy burda. Una mejor aproximacion es usar la regla de los trapecios
(ver figura 6 derecha) para aproximar la integral, es decir

Tr+h h
[ s~ 5 () + S ),
T

de donde se deduce el esquema implicito

h
Yer1 =Y+ 5 U (@, yi) + F(@hg1s Y1) s k=0,1,...,N, yo=y(zo).

Obviamente este esquema es muy incomodo pues hay que resolver la ecuacién implicita para
hallar ;. Una forma de obviar esta dificultad es usar la predicciéon que da el método de
Euler yxi1 = yx + hf(zk, yx), de esta forma obtenemos el método de Euler mejorado

h
Yky1 = Yi + 5 f (zhsyk) + f(@rg1, Yk + hf(Tr,uk))] S kE=0,1,...,N, yo=y(xo).
(2.20)
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Veamos algunos ejemplos.
Comenzaremos con la misma primera ecuacién de antes
y4+y=z,  y0)=1 z€l01],

cuya solucion exacta es y(x) = 2e~* — 1+ x. Escogeremos una discretizacién equidistante con
paso h = 1/20 (20 subintervalos iguales). Los resultados los vemos en la gréfica 7 izquierda)

k T y(zk) y(zk) Y(zx) — y(=k)
0 0 1. 1. 0

1. 0.05 | 0.95125 0.952459 | -0.00120885
2. 0.1 0.907314 | 0.909675 | -0.00236077
3. 0.15 | 0.867958 | 0.871416 | -0.00345845
4. 0.2 0.832957 | 0.837462 | -0.00450443
5. 0.25 | 0.8021 0.807602 | -0.00550115
6. 0.3 0.775186 | 0.781636 | -0.00645092
7. 0.35 | 0.75202 0.759376 | -0.00735595
8. 0.4 0.732422 | 0.74064 -0.00821835
9. 0.45 | 0.716216 | 0.725256 | -0.00904012
10. 0.5 0.703238 | 0.713061 | -0.00982318
11. 0.55 | 0.69333 0.7039 -0.0105693
12. 0.6 0.686343 0.697623 -0.0112803
13. 0.65 0.682134 0.694092 -0.0119578
14. 0.7 0.680567 | 0.693171 | -0.0126034
15. 0.75 0.681515 0.694733 -0.0132186
16. 0.8 0.684853 | 0.698658 | -0.0138047
17. 0.85 | 0.690467 | 0.70483 -0.0143632
18. 0.9 0.698244 | 0.713139 | -0.0148955
19. 0.95 | 0.708079 | 0.723482 | -0.0154026
20. 1 0.719873 | 0.735759 | -0.0158858

Tabla 2: Solucién nimerica de la ecuacion y' +y = x, y(0) = 1 con N = 20 usando el método
de Euler mejorado.

0.0175 ...
o®
0.015 ®
0.0125 o
0.01 [ )
0.0075
0.005 @
0.0025! @

Figura 7: Comparacién grafica de la solucién numérica y exacta de ¢y’ +y = x, y(0) = 1 para
N = 20 (izquierda) usando los métodos de Euler y Euler mejorado. A la derecha vemos la
comparacién de los errores del del método de Euler (circulos obscuros) con los del método
de Euler mejorado (circulos claros)
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2.8. Problemas

Problemas de EDOs de Bernoulli y Riccati

Problema 2.22 Resolver las EDOs de Bernoulli
Ly +y=uay’

vy +y =y’loguz,

Y+ 2y = ey’

4oy + dayt = 4a,

(1—-2%)y —2(1+a)y =y,

vy —y=a"", n#lLn+k#n,

NS v e

x3senyy +2y = x (resolverla respecto a x y no a vy, para ello usar que y'(z) = dy/dx =

1/(dz/dy) = 1/'(y)).
Problema 2.23 Resolver las EDOs de Riccati
1.y =2342y/z —y?*/x, y, = —2?,
2.y =1l+yle+(y/z)’ yp=u,
3. 3y +y?+2/22=0,
4y 42yt — =2 4T
5. Yy —2xy+y?=5— 2%
Problemas de EDOs reducibles a EDOs lineales o separables

Problema 2.24 Supongamos que tenemos la EDO y' = f(y/x). Prueba que esta ecuacion
es equivalente a la EDO separable

' +v = f(v), v=y/z.

A la ecuacion y' = f(y/x) se le suele denominar EDO homogénea. Resuelve las siguientes
) )

EDOs

1y =2y/z) + (y/x)*
(x— V7YY =y
Yy =y/r+ tan(y/z),
(x+y+2)y =3z —y—6,
(dr—3y—6)y +x—2y+1=0,

(2x +4y+3)y +2+2y+3=0.

S R

y = (ax+by)/(cx+ey). Considerar los casos ae # cb y ab = cd. Como caso particular
resolver la EDO vy = (x +y)/(x — y).
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8. Resolver la EDO y' = (ax + by +m)/(cx + ey + n). Para ello prueba que existe un
cambio de variable y = Ay + B y x = Cx + D que transforma la EDO en la EDO
del apartado anterior y' = (ax + by)/(cx + ey). Como caso particular resolver la EDO
y=@@+y+1)/(r—y+2).

Problema 2.25 Resolver las EDOs del tipo y' = F(ax + by)
1. y=Vr+y—1,
y/ - (I—y+5)2,

y =2y —x)+(y—x)?

Yy =sen(zr —y).

Problema 2.26 Haciendo un cambio de variables o derivando transforma las siguientes
EDOs en EDOs lineales y resuélvelas.

1. (22 =2y+ 1)y ==,
2. xz(e¥—vy) =2,

3. ylx)=x+1+ /xy(t)dt,

/ /Ox(x—t)y(t)dt - 2x+/0xy(t)dt.

Problemas de EDOs exactas y factores integrantes

Problema 2.27 Decide si las siguientes ecuaciones ecuaciones son exactas y resuélvelas.
En caso de que no lo sean, encuentra, a ser posible, un factor integrante.

1. (3y* 4 2zy + 2z) + (6zy + 22 + 3)y =0,
20(1+ /22 —y) — /22 —yy =0,

(2> +y*—a)r+ (> + 22 +a)yy =0,

2ey + (¢° —y*)y =0,

eV —2y+xze Y)Yy =0,

y/r + (y* +loga)y =0,
32%(1+logy) — (2y — 2*/y)y’ =0,

(22 + 92 +2)+yy =0,

S S I A T R

Problema 2.28 Resuelve los siguientes problemas de valores iniciales
1. 2zy® + 3%y =0, y(1) =1,
3a? + day + 2(y + 2°)y' =0, y(0) =1,

3ut + vy + (22 +2y)y =0, y(2) =1,

zy —y—y*=0,y(2) =1,
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Problemas de EDOs de Clairaut

Problema 2.29 Resolver las EDOs de Clairaut
1L (y)+a%y — 22y =0,

y=zy + (y)", n#0,1,

y = zy + log(y'),

y=ay + 1+ )

y=uaxy —ev.

Problemas del método de Euler

Problema 2.30 Encuentra las soluciones y(x) de los siguientes problemas de valores ini-
ciales usando el método de Euler y el de Euler mejorado.

1oy =evy y2) =1,

y ="y y(0) =1,

y' =v1+senz(l+y?), y(0) =1,

v =k(a—y)(b—vy), a,b,k >0, y(0) =0, (toma distintos valores de a, b y k,
2 —=202=2, 2(0) =1,

Y +sen(z)y — cos(z)y® =1+ 22, y(0) =1,

A N

Y + 2e¥ = 2% + 32, y(0) = 0.
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3. Sistemas de EDOs

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (SEDO) es un sistema

de la forma
yi(%) :fl(x73/173/27-~-ayn)7
5 $ = m? ) VAR nj)s
Ys () f?( Y1, Y2 Yn) (3.)

y;(ﬂf) = fn($7y173/27 s 7yn>7

donde 11,. ..y, son funciones de x desconocidas y fi, ... f, son ciertas funciones conocidas.
Por comodidad vamos a usar la forma vectorial del sistema anterior, o sea, vamos a denotar
por Y, Y’y F son los vectores

i () y:l('r) fi(@ 1,92, Yn)
Y(z) = yQFl‘) CY'(2) = yzfx)  F(x,Y) = f2(x7ylayg% s YUn) 7
Yn () Yn () Tn(@ 91,2, Yn)

es decir la derivada de un vector Y la definiremos como el vector que tiene como componentes
las derivadas de cada una de las componentes del vector original. Usando lo anterior podemos
reescribir (3.1) en la forma vectorial

%y(g;) =Y'(z) = F(z,Y). (3.2)

Evidentemente que el caso n = 1 recuperamos las EDOs de primer orden estudiadas en el
capitulo anterior. Esta claro que si el estudio de una EDO de primer orden era “bastante”

complicado, un sistema de éstas es mucho mas complejo, asi que nos restringiremos al estudio
de los SEDOs lineales, es decir cuando f, k = 1,...,n es una funcion lineal de la forma

fe(z,y1, 92, Yn) = Zakj(a:)yj(m) + by (), k=1,...,n,
j=1

lo que nos conduce a los sistemas lineales

y1(@) = an(2)yi(x) + arz(x)ya(x) + - -+ + arn()yn(z) + b1(2),
() = a'zl(x)yl(x) + a2 (2)ya(x) + -+ 4 a2n(T)yn () + ba(2), | (3.3)
o(2) = a1 (2) + @a)a() () (2) + b (2)
El sistema anterior se puede escribir en forma matricial
Y'(2) = A(@)Y(z) + B(), (3.4)
donde
(@) an@) as@) - am(@) by (2)
Alr) = agls(x) aggs(x) CLQgE(Z‘) agng(x) | Bx) = bg(sx) |
ni(a) n2(T) an3(x) -+ apa(T) bn ()

Cuando B(z) = 0, o sea cuando todas las componentes del vector B son cero, diremos
que SEDO es homogéneo, y si al menos una componente de B es no nula, no homogéneo.
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3.1. La ecuacidn lineal Y/ = A(z)Y + B(x)

Comenzaremos enunciando un teorema que demostraremos al final de este capitulo.

Teorema 3.1 Sean A(x) € R™" y B(x) € R" una matriz un un vector cuyos elementos
son funciones continuas en R. Entonces el PVI, Y' = A(x)Y + B(x), Y(z¢) = Yo tiene una
unica solucion cualquiera sean las condiciones iniciales Yy escogidas.

Comenzaremos estudiando el sistema homdégeneo, o sea cuando B(z) =0
Y'(z) = A(x)Y (x), A(x) € R™" y continua en R. (3.5)

Teorema 3.2 Sea A(z) € R™". SiY) eYs son soluciones del sistemaY' = A(x)Y, entonces
cualquiera de sus combinaciones lineales son también solucion.

Teorema 3.3 Sean Yi(z), ..., Yir(x) soluciones del sistema Y' = A(x)Y. Para que los
vectores (funciones) Yi(x), ..., Yi(x) sean linealmente dependientes para todo v € R es
necesario y suficiente que lo sean para algun t € R.

Corolario 3.4 Para que las soluciones Y1(x), ..., Yi(z) del PVL, Y' = A(z)Y, Yi(zo) =
Yoi, 9 =1,...,k sean linealmente independientes es suficiente que las condiciones iniciales,
o sea los vectores, Yy 1, ... Yo sean linealmente independientes.

El corolario anterior se puede parafrasear de la siguiente forma: conjuntos de condiciones
linealmente independientes generan soluciones linealmente independientes y conjuntos de
condiciones linealmente dependientes generan soluciones linealmente dependientes.

Nota 3.5 FEs importante destacar que el resultado que hemos probado en relacion con la
dependencia lineal sélo es cierto para vectores solucion de un SEDO lineal lo cual queda de
manifiesto en el siguiente ejemplo. Los vectores (funciones)

(2) v (%),

son vectores linealmente independientes (lo son los polinomios x y ) ya que es imposible
obtener una de otro al multiplicar por constantes, no obstante, para x = xqy, obviamente son

dependientes pues
2
x x

Teorema 3.6 Sea A(x) € R™™. Entonces, el conjunto de todas las soluciones del sistema
homogéneo Y' = A(x)Y es un espacio vectorial de dimension n.

Corolario 3.7 Si Yi(z), ..., Y,(z) son soluciones linealmente independientes del sistema
Y' = A(z)Y, entonces toda solucion de Y' = A(x)Y se puede expresar como una tnica
combinacion lineal de dichas soluciones. O sea, existen unos unicos coeficientes c1, ...cy
tales que

Y(z) = aYi(z) + Ya(x) + -+ - + Yo (z).

En particular, la solucion del PVI, Y' = A(x)Y, Y(xo) = Yy se expresa de manera inica
como una combinacion lineal de las soluciones del sistema homogéneo correspondiente.

Nota 3.8 Juntando los teoremas 3.3 y 3.6 tenemos un criterio para encontrar una base del
espacio S de todas las soluciones de Y' = AY : Para que las soluciones Yy (x), ..., Y, (x) del
sistema Y' = A(x)Y sean linealmente dependientes para todo x € R es necesario y suficiente
que para algun xry € R

det |Y1(z0) Ya(zg) ... Yn(xo)| # 0.

Nota 3.9 Todos estos resultados son ciertos para toda matriz A cuyos elementos son fun-
ciones continuas en todo R.
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3.2. Los SEDO lineales con coeficientes constantes

En adelante asumiremos que A es una matriz n x n real de coeficientes constantes, es
decir estudiaremos el problema (3.5) cuando la matriz A es de coeficientes constantes

Y'(z) = AY (), AeR™™ (3.6)

3.2.1. Autovalores simples
Busquemos la solucién de (3.6) en la forma
Y (z) = e, (3.7)

donde A es cierta constante y v un vector constante. Sustituyendo (3.7) en (3.6) tenemos,
como v es constante’

Y'(z) = (eMv) = AeMv = XeMv = AeMu.

Es decir, (3.7) es solucién del sistema homogéneo si y sélo si A es un autovalor de A y
v su autovector asociado, por tanto para resolver nuestro sistema lineal basta encontrar n
autovectores vy, ..., v, linealmente independientes en cuyo caso la solucion general es, segiin

el teorema 3.3, de la forma

Y(z) = Z cre g, (3.8)

k=1
donde ¢y, ..., ¢, son constantes arbitrarias y A\x, k = 1,...,n, son los autovalores asociados
a los autovectores v, k =1,...,n.

Ejemplo 3.10 Encontrar la solucion general del SEDO

, (1 12
o () )y
Comenzamos calculando los autovalores y autovectores
det(A— M) =-35-2XA+XN=0 = X\ =-5 N=T.

Calculamos los autovectores. Comenzamos con el correspondiente a A\ = —5

6 12 —9
(A=X)v=0 = (3 6)(2):0 = X1 =21, = v1:< 1 )

Para A\ =7

—6 12 2
(A-MN)v=0 = (3 —6)(2)20 — 1 =21, — v2:(1>.

Por tanto la solucién general es

Y(x):cle_5m<_12 ) +c267z(?).

3Entenderemos que la derivada de un vector o una matriz es la derivada término a término.
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Ejemplo 3.11 Encontrar la solucion general del SEDO
(2 =5
e (2 )
Calculamos los autovalores y autovectores

det(A—AX)=2+42X+ X =0 = N =—-1—1i, d=—-1+i.

Es decir, son complejos. ;Qué hace en este caso?
Si A es real y A es el autovalor complejo asociado al autovector v, entonces el complejo
conjugado A es el autovalor asociado al autovector v. Ahora bien, si tenemos

Y (z) = v = RY (z) +iSY (2),

Y serd solucién de Y’ = AY si y s6lo si Yi(z) = RY (z) y Ya(z) = QY (2) son solucién de
Y’ = AY, entonces

RY () = e (Rvcosbr — Svsenbr), Y (z)= e (Rvsenbzr + v cos br)

son soluciones linealmente independientes de Y/ = AY'.
Asi pues, en nuestro ejemplo

)\1:—1—i, Ul:(gil) -

Yi(z) = e K ; ) cos z + ( ; ) senx] C Ya(a) = {— ( )senx+ ( ; )cosx} |
por tanto

Y(z)=ce™ K g ) cos & + < (1) )sena:] + coe”” {— ( g ) senz + ( (1) )cos:c} :

3.3. La exponencial matricial exp(zA)

w ot

Sea A una matriz n xn y x € R. Definiremos la funcién exp(zA) mediante la serie formal

& kAk 2A2 n An
xk' S gt

exp(zA) = + (3.9)

n!
k=0

donde la convergencia la entenderemos elemento a elemento. La serie anterior converge para
todo x € R quienquiera sea la matriz A (de hecho converge en todo C).

Proposicién 3.12 La funcion exp(xA) satisface las siguientes propiedades:

1. Para toda matriz A, exp(0A) = I,, y para todo x € R exp(z0,,) = I,,, donde O,, es la
matriz nula.

Para toda matriz A, < exp(zA) = Aexp(zA) = exp(zA)A.
Para todos x,t € R y toda matriz A, exp[(z + t)A] = exp(zA) exp(tA).

Para toda matriz A, la inversa [exp(zA)]™t = exp(—zA).

SAREER SN

Para todas las matrices A, B con AB = BA, exp[z(A + B)] = exp(zA) exp(zB).
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6. Para todo x € R, exp(z1l,) = €”L,.

Dado cualquier vector constante v € R" se cumple

d
fexp(aA)e] = Alexp(eA)e],

x
por tanto exp(zA)v es solucién de la ecuacién homogénea Y’ = AY y Y (0) = v. Si escogemos
v sucesivamente como e;, 1 = 1,2,...,n obtenemos n soluciones vy, ..., v, del PVI, Y’ =
AY, Y(0) = e; que ademés son linealmente independientes por el teorema 3.3 y por tanto
constituyen una base del espacio de soluciones del sistema homogéneo correspondiente.

Definicién 3.13 Una matriz V€ R™" es una matriz fundamental del sistema Y' = AY si
sus n columnas son un conjunto linealmente independiente de soluciones de Y' = AY .

De esta definicién y de lo anterior deducimos entonces que exp(zA) es una matriz fun-
damental del sistema Y’ = AY. En efecto, como hemos visto, las columnas de exp(zA) son
solucién de los PVI, Y/ = AY con Y;(0) = ¢;, siendo (e;); la base candnica de R".

Corolario 3.14 (de existencia y unicidad de la solucion del SEDO homogéneo)

El sistema homogéneo Y' = AY, con A € R™" siempre tiene n soluciones linealmente
independientes, y por tanto el PVI, Y' = AY, Y (x¢) = Yy siempre tiene una tinica solucion
cualquiera sea Yo € R" y es de la forma Y (z) = exp|(x — ) A]Y).

Asi pues, para encontrar la solucién general del sistema Y’ = AY basta saber calcular la
exponencial de zA. Comencemos por el caso mas sencillo cuando la matriz es diagonalizable.
En este caso existe una matriz P tal que A = PDP~!, siendo D una matriz diagonal.
Entonces como para todo k € N, A¥ = PD¥P~! tenemos

k=0

0 k o0 k o0 k
wp@A)ZEZAE%<:§:PDWfﬁ%<=P(}:D“%>zflszmmenPA,
k=0 ' ' k=0 '

pero, como

M 0 - 0 eMT () - 0
0 )\2 e 0 0 6)‘236 PN 0

D= A —  exp(zD) = : D : g
0 0 = M\ 0 0 N C

de donde se deducen nuevamente las soluciones del sistema. Nétese que el caso de n autova-
lores distintos se puede resolver por este método.

Como ejemplo calculemos la matriz exponencial de la matriz

1 —6
A= .
(47
Ante todo tenemos que el polinomio caracteristico de A es

‘1—A —6

p— —_— 2: = — =
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Calculamos los autovectores. Para A; = —1 tenemos

(4 9(2)-() = nmsm = n=(2).

Anélogamente, para Ay = 4 obtenemos vy = (—2,1)7, luego
(e 0 (3 =2 o[+ 2
(5 8). #-(3 7). (4 )

Luego
3 | 2¢e%? 6 6e*®
exp(zA) = Pexp(zD)P ™! = (“f P. P8 Lo ) :

€

5e* 5 5e® + 5

3.4. El caso de autovalores multiples

Vamos a explotar las propiedades de la matriz exponencial. Usando la propiedad 5 de
exp(zA) tenemos

exp(zA)v = exp[(A — AI,,)x] exp(Alz)v,

pero
exp(Mz)v = My =  exp(zA)v = eMexp[(A — \I,)z]v.

Es decir,
2 k
e z 2 z k
exp(zA)jv =e (v#—x(A—)\[n)v—F?(A—)\[n) vt +F(A_)\In) v+...) :

En el caso de un autovalor simple tenemos obviamente (A — Al,)v = 0 si v es el correspon-
diente autovector, luego exp(zA)v = e’v que es lo mismo que tenfamos antes. Si tenemos
entonces n autovectores vy, ...v, linealmente independiente entonces encontramos n solu-
ciones linealmente independientes Y; = e*®v,, k= 1,...,n.

. Qué hacer cuando hay una raiz multiple, o mas exactamente si la matriz A no es dia-
gonalizable?

Supongamos, por ejemplo, que el autovalor A es doble y que tiene asociado un tnico
autovector (el autoespacio asociado es de dimensién 1). Una solucién es por tanto e vy,
donde v, es el autovector asociado a A. El otro vector v, que necesitaremos lo buscaremos
de forma que (A — \I,,)vy # 0 pero (A — \I,,)*v; = 0. Entonces otra solucién, independiente
de la anterior es

2 k

exp(zA)vy = €M (vg +x(A—AL)vs + % (A= AL)vg+ ...+ % (A= ML) v+ ... )
=0 ' =0

= eMu+ eMr(A— \,)v,.

En el caso que la multiplicidad de A sea de orden mayor seguimos el siguiente procedi-
miento para resolver el sistema homogéneo

1.) Calculamos todos los autovalores \; y los correspondientes autovectores vy, i = 1,2,...,k
y formamos k soluciones linealmente independientes de nuestro sistema Yj(x) = eli®uy,
i=1,...,k. Si k=n entonces las Y;(x) generan a todo el espacio solucion.

2.) Si k < n entonces hay autovalores miltiples. Sea A uno de tales autovalores y sea m,
la multiplicidad algebraica de dicho autovalor y mg, la multiplicidad geométrica (o sea la
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dimensién de autoespacio asociado a A). Si m, = m, entonces los vectores Y;(x) = e %y,

i=1,...,a, generan todo el subespacio correspondiente a A. Supongamos que m, > my, en-
tonces para completar el espacio solucién asociado al autovalor A (nos falta encontrar m,—m,
soluciones linealmente independientes) buscamos los vectores vy, ..., v; (I < m, —m,) tales
que (A—M\I,)v # 0 pero que (A—M\I,,)%v = 0, luego los los vectores v tales que (A—\I,,)v # 0
v (A= A)%0 # 0,y (A—A,)% = 0, y asf sucesivamente hasta completar el subespacio. Y
asi con cada uno de los autovalores multiples.

Veamos un ejemplo:

1
Y'=10
0

O = =

0

01]Y.

2

Obviamente los autovalores son Ay = 2 y A\; = 1 siendo éste ultimo de multiplicidad 2.

Ademds, los autovectores correspondientes son v; = (0,0,1)T y vy = (1,0,0)T, respectiva-
mente. Luego tenemos dos soluciones independientes

0 1
Yi(z)=e*| 0 |, Yo(x)=e*| 0 |,
1 0

y necesitamos una tercera solucién. Aplicando el método antes descrito buscamos un tercer
vector vz que no sea autovector de A asociado a Ay = 1y tal que (A — I3)%v = 0, es decir

000 )
(A=ID)’v=0, <= 000 Ty | =0, = x1=0, 29, 23 €R,
0 0 1 T3
O Ssea
1 0
vs=al| 0 |+06[ 1 |,
0 0

pero como (A — vz = (,0,0)T # 0, deducimos que 3 # 0, luego tomando? 3 =1, a = 0
obtenemos la tercera solucion que buscabamos

0 0 T
Ys(z)=e"exp(A—I3) | 1 | =e"[+ax(A-L)]| 1 | =" 1
0 0 0
Asi pues
0 1 x
Y(r)=ce* | 0 | +ce” | 0 | +cze”| 1
1 0 0

El método anterior nos indica un procedimiento general para resolver el SEDO (3.6) en
general conocido como método de Euler que consiste en lo siguiente:

1. Calculamos los autovalores \; de la matriz A € R™*" del sistema Y’ = AY y sea my,
la multiplicidad algebraica del autovalor.

2. Para cada autovalor, buscamos la solucién del correspondiente subespacio (o sea, la
solucién “generada” por el autovalor) en la forma

mp—1

Yk(l') = 6/\’“1 Z Ajl'j, Aj € Rn, (310)
j=0

4Cualquier eleccién de o y 3 es posible siempre que 3 # 0.
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donde puede ocurrir que alguno de los vectores A;, j =0,1,...,m; — 1 sean nulos.

Veamos como funciona este método en el ejemplo anterior.

Y.

N OO

11
Y'=10 1
0 0

Tenemos que A\; = 2 y A\; = 1 siendo éste ultimo de multiplicidad 2. Para el primero tenemos
al igual que antes Y;(x) = ¢2(0,0,1)T y para el segundo buscamos las soluciones en la forma

ay Qy
Yo(z) = €® as |+ a5 |z
as ag
Sustituyendo en el sistema tenemos
a; ay ay a; + as + (ag + as)x
Yy (x) =e” as |+ | a5 |+ | a5 = as + asx
as ag ag 2a3 + 2agx

Igualando componentes tenemos el sistema

ay, = a9+ as
as = 0 — a3=as;=ag =0, ag = aog,
ag = as-+ agx

con aj y as cualesquiera, es decir,

ai a9 1 T
Yo(z) = ay | + 0 Jz|le*=€e"lar| O | +ax| 1 |z,
0 0 0 0

que coincide con la solucién encontrada por el método anterior.

3.4.1. La matriz fundamental de soluciones y la matriz exp(zA)

Sea V() una matriz fundamental, entonces si definimos el vector ¢ = (cy,...,c,)7T, la
solucién general de Y’ = AY se puede escribir de la forma Y (x) = V(z)c. Sea ahora el PVI,
Y’ = AY con Y(zg) = Y, entonces tenemos Y (zq) = Yy = V(zo)c, luego ¢ = V=1 (z0)Yo,
por tanto la solucion es

Y(z) =V (2)V 1 (20)Y. (3.11)

Lo anterior nos permite encontrar una expresion para la matriz exponencial conocida
una matriz fundamental. En efecto, usando que la matriz exp(zA) es la solucién del sistema
matricial V' = AV con las condiciones iniciales V' (0) = I,, deducimos,

exp(zA) = V(2)VH0) = V(z)V(0). (3.12)

1 12

- ) del ejemplo 3.10.

Ejemplo 3.15 Calcular exp(xzA) para la matriz A = (
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Los autovalores y autovectores son A\; = —5, v; = (=2, )T y My =Ty v, = (2,1)T y por
tanto una matriz fundamental es

_26751 267:1:
V<LU) = < —5x Tx ) 9

e e
luego

—2e75% Qe —2 2\! —2e75% Qe —1
exp(xA) = V(.]})V_I(O) = < 6—590 Tx ) ( 1 1) = ( 6—532 e?x ) < 4

e

=
N[0 [ =
v

- (A ).
—z€ Tt g€ 53¢ 77+ 3¢
3.5. El SEDO lineales no homogéneo
Pasemos a estudiar el sistema no homogéneo
Y'(z) = AY (x) + F(z). (3.13)
Para resolverlo usaremos la linealidad.

Proposicién 3.16 La solucion general del SEDO (5.13) es de la forma Y (x) = Yu(x) +
Y,(z), donde Y}, es la solucion general del SEDO homogéneo Y' = AY y 'Y, es cualquier
solucion particular de (3.13), es decir Y, (x) = AY,(x)+ F(x). En particular, si V(x) es una
matriz fundamental Y (x) = V(z)C + Y,(x), donde C' € R".

Teorema 3.17 La solucidn del problema de valores iniciales Y'(x) = AY (x)+F(x), Y (x¢) =
Yy, cualquiera sea Yy € R" existe y es unica y se expresa mediante la formula

Y (z) = expl(x — 20)A]Yy + /1 exp|(z — t)A]F(t)dt. (3.14)

o

Ejemplo 3.18 Resolver el siguiente sistema lineal de EDOs

(3 () vo-(0)

En este caso la matriz exponencial es la matriz del ejemplo 3.15, luego aplicamos (3.14).
Comenzamos por

T z 1 _5(z—t) 1 _7(x—t) _ ,—5(z—t) T(x—t)
e + e e +e 0
/O exp|(z — t)A]F(t)dt = /0 <_2i65(x—t) _|_2i€7(z—t) Lesle—) 4 LeTle—) ) ( ol ) dt =
z _€6t75x +676t+7x _%ex + %675:1:(1 +612:t)
= dt = .
/0 %661‘/753: + %676t+7x 1_126751(612x _ 1)

—bx Tx
1 -5z 1 Tx —5x Tx —e + e
e + ze —e +e 0
expl(z — zg)AlYy = 2 2 =
Pl o) Al¥o <—i€_5x+ e ge™ l‘5’73:) ( 1 ) ( se7PT 4 Le™ > ’

luego la solucién del PVI es
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3.6. Problemas

Problema 3.19 Encuentra la solucidn general del sistema homdgeneo Y'(x) = AY (z) v,
en su caso, del problema de valores iniciales en los siguientes casos:

J.WA:(;2_1>, bﬁhz(éii)
2. a)A—(_48 é),Y(o)—(_g?)} b)A—(il)) 112>7Y(0)_(§)

1 -1 4 10 0 1
3.0)A=3 2 -1 |, wpAa=[01 -1 |, vo=[1],
2 1 -1 01 1 1
121 1 110
ja)A=o0o 12|, vyo= 2 |, ba=[010
01 2 ~1 00 2

Problema 3.20 Prueba las siquientes propiedades de la matriz e** con A € R™*":
1. " =1,, I, es la matriz identidad n x n.

%e“‘ = Ae™t,
@ tA — erdptd 'y t ¢ R,

Para todo x € R, e*4 es invertible y su inversa (e*4)~1 = e~%4,

Si A y B conmutan, o sea AB = BA, entonces e*AtB) = grderB — poBord

SR o N

el = e*].
. 01 0 1
Problema 3.21 Sean las matrices A = < 10 ) B = < 10 )

1. Prueba que A" = A, A> = [,, B>l = (-1)"B, y B> = (—1)"15.
2. Usando lo anterior calcula las matrices e** y e*B.

3. Como aplicacion calcula e®© con C = ( _ab 2 )

A

Problema 3.22 Usando las propiedades de la matriz e** con A € R™™" encuentra la solu-

cion de los SEDO del ejercicio (3.19).

Problema 3.23 Resuelve los sistemas homdgeneos

Y1 = Y1+ 2y
1. b
a){y§=4y1+3yz ){ =2Y1 — Y2 =y + 3y
1 10 2 1 3
2. Y'=AY,con a)A=| 01 0|, b)A=| 02 -1 |,
0 0 2 00 2

Problema 3.24 Encuentra una matriz fundamental de soluciones de los sistemasY' = AY,
cuya matriz de coeficientes es
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1 a)A:((l) _15>, b)A:( b ) c)A=<§ :Z)
;
0

1 -1 4 11 10 0
2. a)A=[3 2 -1, b A= 32|, oga=[21 -2
2 1 -1 05 32 1

Problema 3.25 Encuentra la solucion general del sistema de EDOs no homogéneo Y'(x) =

AY +B(x) y, en su caso, la correspondiente solucion del problema de valores iniciales cuando

' A:(é 112),B(a:)=(§:>,5/(0)=(f)
G2

1 -1 4 0
3 A=|3 2 -1, — o |, vo
2 1 -1 e’
1 0 0 0 0
Jo A= 21 -2 |, B@) = 0 Y= 1
3 2 1 e” cos(2x) 1

Problema 3.26 Resuelve los sistemas lineales
{ Yy =2y +ys — Txe ™ =3

, sabiendo que su solucion es acotada st x — +0o0.
Yo =—y1+2y2—1

' =v . .
2. { o = w2z — 280 + f(t) 7 con x(0) = xg, v(0) =0, f < w. Este sistema modeliza el

movimiento de un péndulo con rozamiento y una fuerza externa f.

3. Se considera el siguiente circuito eléctrico

Las intensidades i1, 19 y las tensiones U. y V satisfacen el siguiente sistema diferencial

i ~10 0 —20 i 1%
i | = 0 —10 20 ir | +20( 0
Ul 50 —50 —50 U, 0

Se pide determinar iy, ia, U. en los siguientes casos:

(a) V(t) =0, i1(0) = is(0) = 0, U.(0) = 10.
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(b) V() =10, i1(0) = is(0) = 0 = U.(0) = 0.

Problema 3.27 Demuestra que si la matriz A(x) es tal que

/Adt/Ath

entonces, la solucion del SEDO Y' = Ax)Y, Y(0) = Y, se puede expresar mediante la
expresion Y (x) = exp fo (t)dt)Yy. Como aplicacion calcula la solucion general del sistema
Y] = COST Y1 + Sen i
Yy = SEN T Yy + COS T Y
Problema 3.28 Demuestra el siguiente principio de superposicion: La solucion del sistema

de EDOs lineales Y' = A(x)Y + > 1", fu(z), k =1,2,....m, Y, fr e R", Ae R"" es la
suma Y -, Yy de las soluciones Yy, de las ecuaciones Y] = A(x)Yy, + fu(z), k=1,2,...,m
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4. La ecuacion lineal de orden n

Vamos a continuacion a aplicar los resultados obtenidos a un grupo de EDOs muy im-
portante: las EDOs lineales con coeficientes constantes de orden mayor que 1 definida por la
ecuacion:

y " (@) + an-1(2)y" V(@) + -+ an(2)y (@) + ag(2)y(x) = f(x). (4.1)

Cuando f(z) = 0, diremos que la EDO (4.1) es homdgenea, en caso contrario es no ho-
mogénea.

Si ademas imponemos que la solucién y sea tal que

y(zo) = o, ¥'(xo) =ulh - y"D(we) =Y,

entonces diremos que y es la solucion del correspondiente problema de valores iniciales.

Por comodidad introduciremos el operador L[y| definido sobre el espacio de las funciones
n veces derivables con n-esima derivada continua definido por

Lly] =y (@) + an-1(@)y" (@) + -+ ar(@)y () + ao(2)y(). (4.2)

Usando esta notacién podemos escribir (4.1) como L[y] = f(x) y el correspondiente problema
homogéneo serd L[y] = 0.

Proposicién 4.1 La EDO
Yy (@) + ana (2)y" V(@) + -+ ar(2)y'(2) + ao(w)y(x) =0, (4.3)

es lineal, es decir, que si tenemos dos soluciones y; e yo de la ecuacion, para cualesquiera
que sean «, y B € R, ay, + Byo también es solucion.

Para estudiar las propiedades de las EDOs lineales de orden n vamos a introducir unas

nuevas funciones z(x), ... z,(x) de forma que
_ ) dz,
Zl(m) _ y/(x> - = —Qp-12p — Ap—2%p—1 — "+ — ApZ1 T+ f7
) = vl L
z(z) = y'(x) T = o,
= dr
(@) = Yy (z) dz
() = y" () o = A

Es decir, una EDO del tipo (4.1) es equivalente al siguiente sistema lineal de ecuaciones

B 0 1 0 - 0 0 . 0
Zl 0 0 1 - 0 0 Zl 0
d ? : : : ) : : ’
- E — . . . . . . + , (4‘4)
dx . 0 0 0O -+ 0 1 z 0
Z—l 0 0 0 - 0 1 2—1 fa)
" —ap —a1 —az -+ —Ap—3 —0p-1 "

o en forma matricial Z’(x) = AZ(x)+ F(x). Nétese que cuando f(z) = 0, el sistema anterior
se transforma en un sistema homogéneo. Lo anterior tiene una implicacién evidente: toda la
teorfa de las ecuaciones lineales (4.1) se puede construir a partir de la teoria de los sistemas
lineales que estudiamos antes.
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Teorema 4.2 Sean ag(x), ..., an—1(x) funciones continuas en R. Entonces el P.V.I. aso-

ciado a (4.1) siempre tiene solucion y es unica cualquiera sean las las condiciones iniciales
n— n—1 .

y(wo) = Yo, ¥'(z0) = ¥'(0), ..., y( 1)(5”0) = y(() ) que €scojamos.

Teorema 4.3 El conjunto de soluciones de la EDO homogénea (4.3) es un espacio vectorial
de dimension n.

Teorema 4.4 Dadas n soluciones yi,...,y, de la EDO (4.3), éstas son linealmente inde-
pendientes si y sdlo si el wronskiano Wlyy, ..., y,)(z), definido por
y}(l’) y;(fﬂ) y7(x)
Wil =| 0 B m L )
W@ @ )

es distinto de cero para algun x € R, en cuyo caso el Wronskiano es distinto de cero para
todo x € R.

Finalmente, notemos que conocida la solucién general y,(x) de la EDO homogénea po-
demos dar la solucién general de la EDO (4.1) en la forma y(z) = yn(x) + y,(x), siendo y,
una solucién particular de (4.1).

4.1. Solucién de la ecuacion lineal homogénea

Para resolver la EDO (4.3) con coeficientes constantes seguiremos la misma idea que
para los sistemas, es decir buscaremos la solucién en la forma y(r) = e**. Sustituyendo esta
funcién en la EDO (4.3) obtenemos que A debe satisfacer la ecuacién

/\n + an_l/\”_l + s al/\ —I— ag = 0 (46)

La ecuacién anterior se denomina ecuacién caracteristica de la EDO (4.3). Es fécil probar
que el polinomio caracteristico de la matriz A asociada a la EDO (4.3) coincide con (4.6).
Lo anterior nos indica una estrategia para resolver el problema:

1. Si tenemos valores reales A\; # Ay # --- # A, entonces las funciones yi(z) = e
k =1,...,n generan el espacio solucién de la la EDO (4.3).

En el caso que tengamos raices complejas hay que proceder como en el caso de los
sistemas: tomar partes reales y complejas de cada una de ellas. Es decir, si A = a+ 13,
entonces las dos soluciones independientes son R[e(*+97] = 2@ cos(Bx) y Slel@+P)?] =
e* sen(fr).

2. Sialgin A\g es multiple de multiplicidad m < n, entonces la solucién habra que buscara
en la forma

y(x) = Mppi(z), (4.7)
donde p,,,_1 es un polinomio de grado m — 1 en z, es decir la solucién asociada a dicha
raiz tendra la forma

A A 1A
y(x) = 1™ + core™ T 4 - 4 ™ e C1,Co, ..., Cm € R,

Obviamente si A\; es complejo, tenemos que tomar partes reales y complejas que nos
generan todo el espacio solucion.
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Por simplicidad mostraremos cémo resolver la ecuacién homogénea de segundo orden.
El caso general es completamente andlogo. La ecuacion diferencial lineal homogénea con
coeficientes constantes tiene la forma:

v'(@) +py'(x) +qy(x) =0, pgeR (4.8)
La ecuacién caracteristica (4.6) de la ecuacion (4.8) tiene la forma
N+ pA+qg=0. (4.9)

Las soluciones de la ecuacién caracteristica (4.9) seran

A\ — P+ VP —4q N — P P’ —4q
2 ’ B 2 '

Caso de dos raices reales y distintas. Sea p? > 4¢, entonces la ecuacién caracteristica
(4.9) tiene dos soluciones reales y distintas:

N oo PV —Ag —p— VPP g
1 9 ) 2 )
y la ecuacién homogénea (4.8) tendra dos soluciones linealmente independientes

A1z Aox
s .

yi(x) =e ya(x) = e
Luego, la solucién general de (4.9) se expresard de la forma
y(x) = AeM” 4 Bet2®, A B eR.

Caso de dos raices reales iguales. Sea p? = 4q, entonces la ecuacién caracteristica (4.9)
tiene una unica solucién real A = —p/2. Esto significa que aparentemente sélo tenemos una
funcién que genera al espacio solucién de la EDO homogénea, sin embargo dicho espacio es
de dimensién 2 como nos asegura el teorema 4.3 y la ecuacién homogénea (4.8) tendra dos
soluciones linealmente independientes de la forma y;(z) = e y yo(x) = ze*. En efecto,
usando (4.7) tenemos que la solucién generada por A es, en este caso,

y(x) = eMpi(x) = eM(cy + cax) = 1M 4 cpxe™®,
como se pretendia probar.
Caso de raices complejas. Sea p? < 4¢, entonces la ecuacién caracteristica (4.9) tiene dos
soluciones complejas:

_ptiAg—p*  —p—iAlq-p* . —
A1 - 92 ) 9 ) 1= _]-7
y la ecuacién homogénea (4.8) tendra dos soluciones linealmente independientes

A1z Aox
s .

y(z) =e ya(z) = e
Luego, la solucion general de (4.9) se expresard de la forma
y(r) = AeM* + Bet”, A, B eR. (4.10)
Llamemos A a la parte real de A\; (0 A\3) y w a la parte imaginaria de A; (0 A2). Entonces,
A= Atiw, A=A —iw, Aw e R.

Si ahora utilizamos la férmula de Euler e = cos ¢+isen ¢, ¢ € R, obtenemos que la solucién
general de (4.10) se puede escribir de la forma

y(r) = e (Acoswz + Bsenwaz) , A, B e R,

0, equivalentemente,
y(z) = Ae* cos (wx + 6), A deR.
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4.2. La EDO lineal de segundo orden no homogénea con coeficien-
tes constantes

Vamos a estudiar la EDO

y'(x) +py'(x) +qy(x) = f(x), f(xr) continua, p,qc€R. (4.11)

En general no es trivial resolverla aunque en muchos casos es “facil” adivinar la solucion.

4.2.1. Caso f(z) = pu(x)

En general si tenemos la EDO

v +py +aqy=pu(r),  q#0, (4.12)
siendo p,, un polinomio de grado n, la soluciéon particular siempre es de la forma
Yp(z) = ap + a1z + - - - + a,a”, a, # 0.
En efecto, si sustituimos la solucién anterior en la EDO (4.12) obtenemos
qanx™ + (qan—1 + pnay)z" ' + - + (qag + p(k + Vagsr + (k + 1) (k + 2)ag2)x” + - - -

+(qa0 +pa1 + 2@2) = pn(x)a

de donde igualando coeficientes obtenemos un sistema compatible de ecuaciones ya que
hemos supuesto que el grado de p,, es exactamente n.

Este método obviamente funciona si ¢ # 0 (;por qué?), pero ;qué ocurre si ¢ = 07, o sea,
si tenemos la EDO

V' +py =pulx),  a#0, (4.13)

siendo p, un polinomio de grado n. Entonces el método anterior no funciona pues si susti-
tuimos y,(x) = ap + a1 + - - - + a,x", obtenemos que L[y,] es un polinomio de grado n — 1
mientras que el derecho es de grado n. Para resolver el problema buscamos la solucién de la
forma

yp(x) =ag+ax+---+a,z" + anH:c”“_

Ahora bien, como la EDO homogénea es 3" 4+ py’ = 0, entonces cualquier constante es
solucién, por tanto ag en la expresion anterior puede ser cualquiera, asi que sin pérdida de
generalidad la tomaremos igual a cero, luego la solucién particular la podemos buscar en la
forma y,(z) = xr,(x) y los coeficientes de r,, los encontramos sustituyendo dicha solucién
en (4.13) e igualando coeficientes.

4.2.2. Caso f(z) = py(x)e”
Veamos ahora las EDOs del tipo

Y +py +qy = e“pu(x), (4.14)

siendo p,, un polinomio de grado n. Para resolverlo hacemos el cambio y(z) = e“v(z), que
nos conduce a
Lly] = “{v" + (2c+p)v’ + (¢ + pe + v},
luego
V" + (24 p)v' + (g + pc+ v = pa(),

por lo que nuestra EDO (4.14) se reduce al caso anterior (4.12).
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4.2.3. Caso f(z) = pu(x)e“sen(wz) y pn(z)e sen(wx)
Veamos ahora como resolver los casos
v +py +aqy =pa(@)eTsen(wr), Y+ py +qy = pa(x)e cos(wr), (4.15)
siendo p,, un polinomio de grado n.

Para resolver este caso notemos que si y(z) = u(z) + iv(z), u, v, funciones reales es una
soluciéon de

Lyl =y"+py +qy=f(x) = fi(z) +ifa(z), fi, f funciones reales,

entonces Lu] = f1 y L[v] = fa], lo cual es consecuencia de la linealidad L.
Sea entonces y,(z) = u(x) + iv(x) una solucién particular de

Lyl =y" +py + qy = pp(x)e™” = pp(x) cos(wz) + ip,(x) sen(wz).

Entonces R[y,] = u(z) es solucion de y” + py' + qy = pu(x) cos(wz) v Sy,] = v(x) de
y" + 1y + qy = pa(z) sen(wz).

4.2.4. El método de los coeficientes indeterminados

Sea la EDO lineal no homogéna (4.11) y"(x) + py/ () + qy(z) = f(x) y sean y;(x) e ya(x)
dos soluciones linealmente independientes. Entonces vamos a buscar la solucion de la EDO
en la forma

yp(@) = c1(z)y1 (@) + c2(@)y2(2),
con c; y ¢y tales que
i1 + chyz =0, (4.16)
cy) + cys = f(2). (4.17)
De esa forma tenemos que resolver dos EDOs de primer orden. Para ello multiplicamos la
primera por ¥}, la segunda por y; y las restamos lo que nos da ¢ [y1y5 — y1y2] = f 1, 0 bien,
la primera por vy, y la segunda por ys, para obtener ¢ [y1y5 — yiye] = —f y2. Ahora bien,
(Y195 — Y1y2] = Wy, y2](x) # 0 cualquiera sea z € R pues el Wronskiano de dos soluciones
linealmente independientes de la EDO homogénea nunca se anula (ver el teorema 4.4), de
donde obtenemos que ¢; y ¢y satisfacen las EDOs

@) o @

e T Wl

El método anterior se denomina método de Lagrange de reducciéon del orden de la EDO
de segundo orden o método de los coeficientes indeterminados. Obviamente este método se
puede generalizar facilmente para el caso de orden n.

(4.18)

Ejemplo 4.5 Resolver iy’ — y = e**.

La solucién general del problema homogéneo es y,(x) = c1e® + cee™ ™, entonces busca-

mos la solucién particular en la forma® y,(z) = ¢1(z)e” + co(x)e . Como Wiy, yo)(z) =
Wie®, e "] = =2, la férmula (4.18) nos da

T 3x T —x 2x
, € , € e e e
G=—, G=— = cr)=— oc)=—— = x)=—.
1 9 2 9 1() 9 3(2) 6 Yp() 3
Por tanto, la soluciéon general es
N . 62m
y(xr) = cre” + cpe™ " + 5

5De aqui el nombre de método de variacidn de las constantes, pues se cambian las constantes que aparecen
en la solucion general del problema homogéneo por funciones indeterminadas.
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4.3. Aplicaciones

Ejemplo 4.6 Vibraciones mecanicas

Como primer ejemplo consideraremos un carro de masa m que se mueve bajo la accién
de una fuerza F'y que esta sujetado a la pared mediante un resorte de constante elastica
k (ver figura 8). Si suponemos ademéds que la fuerza de rozamiento es proporcional a su
velocidad entonces la segunda ley de Newton nos conduce a la EDO mz” + ax’ + kx = F(x),
o equivalentemente,

a s k F(t)

2" + 202" + wir = f(t), a=—>0, w'=—, f(t)=
m

o (4.19)

con las condiciones iniciales para t = 0 de la posicién x(0) = z( y la velocidad z'(0) = vy.
Vamos a estudiar los distintos ca-
SO

1. El primer caso corresponde cuando no te-
k " F nemos fuerza externa ni rozamiento, o sea,
m—> f =0y a = 0. Entonces la EDO (4.19) es
2" + w?x = 0 y por tanto la solucién general
es
Figura 8: Carro del ejemplo 4.6. x(t) = ¢y sen(wt) + o cos(wt),

que al usar las condiciones iniciales se transforma en

z(t) = wg cos(wt) + v /wsen(wt) = /22 + v¢/w? cos(wt — §), § = arctan(wzg/vg).

la solucién en este caso es periédica con periodo T" = 27/w por lo que el movimiento se
denomina movimiento armdnico simple (ver figura 9 izquierda).

En la ultima igualdad hemos usado la identidad
acos(wt) + bsen(wt) = Acos(wt —¢), A=+Va>+0b? 0=arctan(b/a), (4.20)

cuya demostracion es inmediata, basta aplicar la féormula para el coseno de una suma e
identificar los coeficientes del seno y el coseno.

T X

i /\/\ t
\/

Figura 9: El movimiento armoénico simple y el movimiento amortiguado.

2. Supongamos ahora que eliminamos solamente la fuerza externa, entonces la solucién es

_ Va2 _—,2 —ar—/a2 2
x(t):cle ar+vVao wz+02€ ax o wx.

Tenemos que considerar tres casos:
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2a. Si o > w, entonces, llamando 8 = va? — w? < a tenemos la solucién
2(t) = cre” @D 4y (@t

que decrece exponencialmente a cero. En este caso se dice que el movimiento es sobreamor-
tiguado ya que en un breve espacio de tiempo el carro se para.

2b. Si a = w, entonces la solucién es
2(t) = (1t + cp)e ™,

que también decrece exponencialmente a cero.

2¢. Si o < w, entonces, llamando 3 = /|a? — w?| < « tenemos la solucién
z(t) = e~ [e1 cos(Bt) + casen(Bt)],

que decrece oscilando exponencialmente a cero (ver figura 9 derecha). En este caso se dice
que el movimiento es amortiguado ya que aunque oscila, las oscilaciones terminan en un
breve espacio de tiempo y el carro se para.

3. Veamos el caso general y, por simplicidad, consideremos el caso de una fuerza peridédica
muy frecuente en la naturaleza. En este caso la ecuacién es de la forma

2" + 21" + Wiz = focos(Qt).

Obviamente la solucién general es la suma de una solucién particular mas la soluciéon general
de la EDO homogénea que acabamos de considerar. Para encontrar una soluciéon particular
usamos el método aprendido antes, lo que nos da

B foei B (W = 9%) cos() + 20 sen (1)
W) = Z v o W) =Rl = (w? = Q2)2 + da?Q? o

de donde deducimos la solucion

(w? — Q?) cos(02t) + 2a02 sen ()
(W2 — O2)2 + 40202

x(t) = zp(t) + fo- (4.21)

Noétese que en todos los casos x,(t) tiende ex-
ponencialmente a cero por lo que si t es suficiente
grande z(t) ~ x,(t). Si usamos la identidad (4.20)
obtenemos para t suficientemente grande la solu-
cion

|A()]

Jo
\/(w2 _ 92)2 1 40202

x(t) = x,(t) = cos(2t —9),

. 5 donde § = arctan (-3225).

Como se ve en la féormula anterior, las osci-

Figura 10: Amplitud de las vibraciones laciones tienen una amplitud que depende de la
forzadas: resonancia. propia frecuencia de oscilaciéon. Obviamente para
) = w la amplitud es maxima, es decir cuando la

frecuencia €2 de la fuerza exterior es igual a w —

como w s6lo depende de las caracteristicas de sistema, en este caso m y k, se suele denominar
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frecuencia propia—. En la figura 10 representamos el valor de la amplitud (eje y en funcién
de la frecuencia exterior (eje x) para distintos valores de a. La gréfica mas alta corresponde
al menor valor de a (menor “viscosidad”) y la mas pequena al mayor. Si o = 0 es facil ver
que para 2 = w la amplitud es no acotada. Este fenémeno de “amplificacion” de la amplitud
de las oscilaciones se conoce como resonancia.

Veamos ahora que ocurre si a = 0, o sea si no hay rozamiento. En este caso la EDO es
2"+ wir = focos(t).
Si Q # w entonces simplemente tomamos el limite cuando o — 0 en (4.21) que nos da,

Jo

x(t) = ¢1 cos(wt) + co sen(wt) + WEReF

cos(Q2t).

Si 2 = w entonces la solucién anterior no vale como se
puede comprobar facilmente (pues fo/(w? — 2?) cos(Qt) deja
de tener sentido). En este caso tenemos que repetir el proceso

~ /\ A /\ anterior lo que nos da, para la solucién particular la expresion

\ v \/ zp(t) = R {@e’“} = I on(wt)

2tw 2w

y por tanto,
Figura 11: Resonancia en un

. : : fo
sistema sin rozamiento. z(t) = ¢ cos(wt) + co sen(wt) + o tsen(wt).

w
Notese que a diferencia del caso con rozamiento, en éste, si t — 00, la solucién es no aco-
tada pues fot/(2w) — 00, es decir nuestro sistema presenta un movimiento oscilatorio con
frecuencia fija pero con amplitud que aumenta linealmente con el tiempo.

El fenémeno de la resonancia es conocido desde hace muchos anos y es el causante de
més de un desastre en sistemas mecanicos. Por ejemplo, en 1831, un grupo de soldados
intenté cruzar marchando en puente de Broughton (cerca de Manchester, Inglaterra). La
fuerza periédica que ejercieron al marchar entré en resonancia con la frecuencia propia del
puente y este se vino abajo. A partir de ese momento se prohibié a los soldados marchar
cuando fuesen a cruzar un puente.

Figura 12: El desastre del puente de Tacoma.

Otro famoso desastre fue el puente de Tacoma en el estado norteamericano de Washing-
ton. Este puente se abrio al ptiblico el 1 de julio de 1940. Desde ese mismo dia, se observé que
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el puente comenzaba a oscilar (ver figura 12 izquierda) lo que lo convirtié en una atraccion
turistica local pues cientos de conductores iban sélo para disfrutar de este extrano fenémeno.
El puente parecia aguantar bien, es mas varios expertos aseguraban que todo estaba bajo
control, pero el 7 de noviembre de 1940 las oscilaciones empezaron a hacerse mayores y sobre
las 10:00 am alcanzaban los 7 metros. Obviamente el puente habia entrado en resonancia
con el aire debido a un fenémeno aerodinamico y terminé por derrumbarse a las 11:10am
(ver figura 12 derecha), afortunadamente sin ninguna victima humana (sélo murié el perrito
de un periodista que hasta ultima hora estuvo sobre el puente y logré escapar de milagro
pero olvidé su perro en el interior de su coche atrapado en el medio del puente).

Ejemplo 4.7 Vibraciones eléctricas

Consideremos ahora el circuito eléctrico representado el la figura 13 donde R es una
resistencia, L una inductancia y C' un capacitor conectados en seria a una fuente de corriente

U(t).
Denotemos por ¢(t) la carga que hay en
el capacitor en el momento de tiempo y por L

i(t) = ¢'(t) la corriente, o sea, la carga por
unidad de tiempo. Entonces, la Ley de Kir-
chov nos da la siguiente ecuacién que deter-
mina la carga ¢(t) c —

-1 R
U(t) = Li'(t) + Ri + Cq(t),
0, equivalentemente,
é
q" +2rq +wq(t) = u(t),

u(t)
donde r = R/(2L), w* = 1/(LC) y u(t) =
U(t)/L. Figura 13: Circuito RLC del ejemplo 4.7.

Obviamente la EDO anterior es totalmente andloga a la EDO (4.19). En particular la
solucién general de ésta en el caso cuando u(t) = ugcos(€2t) es

(w? — Q%) cos(Qt) + 2rQ sen ()

t) = qp(t 4.22
Q< ) Qh( ) + (wg . 92)2 + 47”292 Uo, ( )
donde
cre (@At 4 gye— (et r>w
an(t) =< (et + cp)e ™, r=uw

e~ [cy cos(ft) + casen(ft)], r<w
siendo 3 = /[r? — w?|.
En particular, si {2 = w tenemos la solucion
q(t) = ¢ cos(wt) + co sen(wt) + ;L—O t sen(wt),
w

que es no acotada. Lo anterior nos indica que el anélisis de un circuito RLC es anélogo al de
un oscilador, en particular tendremos el mismo fenémeno de resonancia cuando ) &~ w. De
hecho, en este fendmeno se basan los equipos de radio actuales.

Ejemplo 4.8 Los osciladores acoplados
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En el ejemplo anterior hemos estudiado el mo-
vimiento de un oscilador armoénico y hemos descu-
bierto que éste se puede describir facilmente con
una EDO lineal de orden dos. Vamos a ver a k, m, Ky M K,

continuacion el caso de varios osciladores acopla- W
dos.

En la figura 14 vemos dos osciladores acoplados. Figura 14: Dos osciladores acoplados.
Obviamente si no existiera el resorte ks que los une
cada uno oscilaria segin la ley que hemos visto antes. Veamos que ocurre al incluir este
resorte. Llamemos x1 y x5 a los desplazamientos de la posicién de equilibrio de los carros m;
y Mo respectivamente, entonces la segunda Ley de Newton nos da

mlxlll = _klxl + k3($2 — ZEl) = —(k’l + k’3)I1 + kfgﬂ?g,
(4.23)
maoxly = —k3(wa — 1) — kowo = kszy — (ko + k3)xo.

Para resolver el problema vamos a despejar x5 en la primera ecuacion y sustituirla en la
segunda. Eso nos conduce a la siguiente EDO lineal de cuarto orden

i} 2
vt + (kl Tl f +k“> o+ Kkl +k3) <k2 +k3) - } r =0, (4.24)

my ma my mao mims

Por simplicidad escojamos my = mso y k1 = fo = k3. Entonces (4.24) nos da
Y 4 40! + 3wy =0, w?= =,
La ecuacién caracteristica es
Mp 40P\ +30t =0 = = +V3wi, twi,
de donde deducimos que la solucién tiene la forma
z1(t) = ¢ cos(v3wt) + cysen(v/3wt) + c3 cos(wt) + ¢y sen(wt)
= A cos(V3wt — 01) + Ay cos(wt — ).

De la solucién podemos ver que en funcién de las condiciones iniciales puede ocurrir que A,
0o As se anulen. En este caso el sistema tiene un movimiento oscilatorio con frecuencias w
v v/3w, conocidas como frecuencias propias del sistema. Andlogamente se puede obtener la
expresion para xs.

To(t) = ¢1(2 — w?) cos(wt) + c3(2 — 3w?) cos(vV/3wt) + 2¢, sen(wt)
—cow? sen(wt) + 2¢4 sen(v/3wt) — 3eyw? sen(v/3wt)

Escojamos k = m = 1 de forma que w = 1. Entonces
r1(t) = cos(\/gt) + e sen(\/gt) + c3cost + ¢y sent,

To(t) = ¢1 cost + cysent — 5 cos(vV3t) + cqsen(v/3t).

Supongamos que x1(0) = 1, 27(0) = 0, 22(0) = 1 y 25(0) = 0, entonces obtenemos

x1(t) = cost x9(t) = cost.
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Figura 15: Caso x1(0) = 1, 27(0) = 0, 22(0) = 1 y 24(0) = 0.

Figura 16: Caso x1(0) = 1, 27(0) = 0, 22(0) = —1 y 5(0) = 0.

Sizi(0) =1, 27(0) =0, 22(0) = —1 y x4(0) = 0, tenemos
z1(t) = cos(V/3t), z5(t) = — cos(V/3t),
o sea, tenemos que las oscilaciones son con las frecuencias propias.

Pero si escogemos, por ejemplo, z1(0) = 1/2, 27(0) = 1, 22(0) = —1 y 24(0) = 1/2,
obtenemos

o1 () = _CZS(” L Beos(v3h) 3 si4n(t) . SiTﬁt)j
_ —cos(t)  3cos(v3t) 3sin(t) sin(v3t)
e = T T T T

es decir, es una combinacion de las frecuencias.

Figura 17: Caso z1(0) = 1/2, 2{(0) =1, 22(0) = —1 y z5(0) = 1/2.
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4.4. Problemas
Problema 4.9

Encontrar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales y la soluciéon corres-
pondiente a las condiciones iniciales indicadas:

Ly —y —6y=0,9(2)=09y(2) =1

2. ¥+ 12y + 36y =0, y(0) =¢'(0) = 2.

3. y'—4y +13y =0, y(0) =1,9'(0) = 0.
Problema 4.10

Resolver las EDOs

1. o —4x = 42* + 2x.

2. Y'+y +y=1+2zx+ 32>

3. ¢y’ —y=2x2%" con y(0) =y(0) = 0.

4. y"+2y+1=ze *sen(2z) con y(0) =1, y'(0) = 0.

5. Y +2y =1+a%+e 22

6. y' +y — 6y =senx+ xe>.
Problema 4.11

El oscilador arménico simple y el péndulo simple se representan esquemadticamente en la
grafica 18 a la izquierda y derecha respectivamente.

Figura 18: El oscilador y el péndulo simple.

Las EDOs que gobiernan estos sistemas son
my" + ky = 0, y 10" + g6 =0,

respectivamente, donde y(t) es distancia a que se encuentra el cuerpo de masa m de su
posicién de equilibrio (figura 18 izquierda) y 6(t) es el dngulo que forma el péndulo con la
horizontal (figura 18 derecha).

1. Encuentra la soluciéon general de ambas EDOs.
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2. Si el oscilador se encontraba en el inicio en su posicién de equilibrio (y(0) = 0) y tenia
una velocidad inicial y'(0) = vy, {qué posicién ocupa al cabo de 1 segundo? jy al cabo
de t segundos?

3. Si suponemos que inicialmente el péndulo se deja caer desde una altura h = [/10, sin
velocidad inicial, a qué altura se encuentra el mismo al cabo de 1 segundo ;y al cabo
de t segundos?

Problema 4.12

Resuelve las EDOs
1. y/// + 8y = x2’ 2. y/// _ 6y// + 113// — 6y = xe” + xZ’ 3. y(4) — 16y = 3(;05(3;')_

Problema 4.13

Encuentra la EDO que gobierna un sistema de dos osciladores acoplados como el del ejemplo
4.8 incluyendo rozamiento. Haga el estudio analogo si sobre el primer carro actiia una fuerza
externa del tipo F(t) = Fycos(Qt).

En ambos casos resuelva la EDO correspondiente. Analice los casos: 1.) m; = ma y
ki =ky=ks, 2) my=moy ks =ko, ks =2k y3.) my =2may ki = ky = ks.

Problema 4.14

Encuentra la EDO que gobierna un sistema de tres osciladores como el que se muestra en la
figura 19 y resuélvela.

7]

OH© ) O O

Figura 19: Tres osciladores acoplados.
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5. Soluciones de EDOs en serie de potencias

Sea la EDO
y' + pl2)y + q(x)y = f(x). (5.1)

El objetivo es resolver la EDO anterior cuando las funciones p(z), ¢(z) y f(z) dependen de x.
Para ello vamos a suponer que dichas funciones son “razonablemente” buenas en un entorno
de cierto punto xy de la recta real y buscaremos la solucion como una serie de potencias, es
decir en la forma

x) = Z ap(x — x0)*, a, € R. (5.2)

Las funciones que se pueden expresar mediante una serie de potencias convergentes en todo
un entorno de x = x¢ como la anterior se denominan funciones analiticas en © = xy. Por
sencillez supondremos zy = 0, ya que en caso que xy # 0 siempre podemos realizar el cambio
de variable z = x — zg de forma que en la nueva variable zo = 0.

La idea del método es sustituir la serie y(z) (5.2) en (5.1) e igualar los coeficientes de
las potencias. De esta forma obtenemos un sistema de ecuaciones para los coeficientes a,, en
(5.2). Es importante que la serie converja en todo un entorno de xg, de esta forma tenemos
asegurada la existencia de la solucién al menos en cierta regién. Antes de enunciar nuestros
primeros resultados veamos un ejemplo:

Ejemplo 5.1 Resolver la EDO y" — 2z’ — 2y = 0.

Buscamos la solucién y(x) = > p-, axz®, la sustituimos en la EDO y usamos que

Zakx = Z apz®) Z kapz®' = Z(n + Day 2",
= n=0
d o
y'(z) = Z kapa*! = k(k — Dagz"? = Z(n +1)(n+ 2)ans22"
k=0 n=0

lo que nos da
Zk‘ —1aka: —QZkakx —QZakx
k=0

que equivale a

D ln+1)(n+ 2)an2 — (20 + 2)a,] 2" = 0.
n=0

Como (z™),, es una sucesién de funciones linealmente independientes la igualdad a cero tiene
lugar si y sélo si (n+1)(n+ 2)an42 — (2n + 2)a,, = 0, de donde tenemos
2 >0
(pio = ——a n > 0.
n n _"_ 2 ns

Obviamente la ecuacién anterior define todos los valores de a, en funcién de ag y a;. En
efecto, si sabemos ag, la recurrencia anterior permite calcular los valores as, ay, ...as, k € N
y si conocemos a; entonces podemos calcular as, as, ... a1, k € N. Asi, tenemos

2 2 2 on o
an:—an_ —_= _— an_ — . = a = —,
o \on) \2n—2) @2n)(2n—2)---2 °  al
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2 2 2 on
Gt = o 1 Mt T (2n+1) (2n—1>“2"‘3_”'_ n+D@2n—1)---3-1""

es decir 2"/(2n + 1)!! ay, donde (2n+1)!! =1-3-5---(2n+1). De esta forma obtenemos dos
soluciones linealmente independientes (una tiene solo potencias pares y la otra solo impares)

e x2n & 2nx2n+1
y(@) :““Z;F““Z; CEE

Obviamente la primera suma es facilmente reconocible como la serie de potencias de la fun-
cién e*’, no asf la segunda que en general no se expresa como combinacién de funciones
elementales. De la expresion explicita de las dos sumas anteriores es facil comprobar que el
radio de convergencia es infinito.

Esta claro que el método anterior no siempre funciona. Por ejemplo, consideremos la

EDO

2 2
22y 422y —2y=0 = o +y — —y=0.
x x

Si sustituimos la serie de potencias tenemos

Z k(k — 1)agz”® + Z 2kaz® — Z 2ar2* = 0
k=0 k=0 k=0

de donde se deduce
ag =0, (n—1)(n+2)a,=0, neN = a,=0, VneN, n#l

es decir, s6lo podemos encontrar una solucién: y;(z) = z. Ello es ficil de entender pues la
otra solucién de esta EDO es yo(z) = 1/2% que obviamente no estd definida en x = 0.

5.1. El método de reduccion de orden

Supongamos que conocemos una solucién y; () no nula de la EDO y” +p(x)y'+q(x)y = 0.
Busquemos la segunda solucién independiente yo(z) en la forma yo(z) = v(z)yi(z). Sustitu-
yendo ys en la EDO y usando que yi + p(z)y] + ¢(x)y1 = 0 tenemos para v la EDO

/

0" + 2y +p(@)y)' =0 =y’ + 2y +p(e)y)u, uw=1,

de donde deducimos

e—fp(x)d:r: e—fp(:c)dx
u(r) =C——s— — v(:c):C/—2+D.
Y1 Y1

Como y(x) = c1y1(x) 4 cayo () podemos escoger, sin pérdida de generalidad C' =1y D = 0.

Ejemplo 5.2 Encontrarla sequnda solucidn linealmente independiente de la ED y"+po/xy +
(po — 1)2/(422)y = 0 si una solucion es y,(x) = x~Po/>1/2,
Como yy(z) = z7P0/2F1/2 v p(x) = py/x, entonces
_ — Ce_fm/xdx — (e Pologzpo—1 _ ¢ -1
u(x) =0v'(x) = — e = Ce x =- = v(z) =logx

de donde yy(z) = 2770/2+1/2Jog 1.

Es facil ver que si aplicamos el método de reduccién de orden a la ecuacién z2y” + 2xy —
2y = 0 estudiada en el apartado anterior obtenemos que la segunda solucién linealmente
independiente es yy(x) = 1/2%
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5.2. Puntos regulares y singulares de una EDO

Definicién 5.3 Dada la EDO (5.1), el punto x¢ se denomina punto regular de (5.1) si
p(z), q(x) y f(x) son funciones analiticas en x = xy, o sea, si p(x), q(z) y f(z) admiten
una representacion en serie de potencias en un entorno de xo. En caso contrario se dice que
xo es un punto singular.

Por ejemplo, el punto 5 = 0 es un punto regular de la EDO zy” + (senx)y’ + 23y = 0,
mientras que o = 0 es un punto singular de 3" + 2%y + 2*%y = 0.

Teorema 5.4 Sea x¢ un punto reqular de la EDO y" + p(x)y' + q(z)y = f(x). Entonces:

1. Para f(z) = 0 (problema homogéneo) la EDO anterior tiene como soluciones lineal-
mente independientes dos funciones analiticas.

2. La solucion del problema de valores iniciales y(xo) = vo, ¥ (xo) = yi, existe y es unica
y se expresa mediante una serie de potencias (es decir es una funcidn analitica).

Es posible, ademés, probar que el radio de convergencia de la solucién de la EDO (5.1)
es el menor de los radios de convergencia de p, q y f.

Esta claro que el punto z = 0 es singular para la EDO y” + 2%y + 22/3y = 0. Una opcién
es resolver entonces la ecuacién usando una serie en torno a otro punto, por ejemplo x = 1.
No obstante muchas veces es necesario ver lo que ocurre en el entorno del punto singular.
Ello no siempre es posible, aunque en algunos casos, si lo es.

Definicién 5.5 Un punto xy se denomina punto singular reqular de la EDO (5.1), si las
funciones (x — zo)p(z) y (x — x0)*q(x) son analiticas en x = xy.

Lo anterior equivale a que

(z—zo)p(x) = Y prla—w0)* = potpra+---,  (2=20)°q(2) > qe(r—0)* = qotqua+---.
k=0 k=0

Usualmente la EDO homogénea (f(z) = 0) (5.1) con un punto singular en z, se escribe
de la forma

(2 = 20)*y" + (z — 20)[(z — 20)p(2)] + [(z — z0)*q()]y = 0. (5:3)

Definicién 5.6 La ecuacion r(r — 1) + por + qo = 0 se denomina ecuacion indicial de la
EDO (5.83) con un punto singular en x.

En lo que sigue, por simplicidad, asumiremos zg = 0.

Un ejemplo muy sencillo de EDO con un punto singular regular en el cero es la EDO de
Euler

z?y" + xpoy’ + qoy = 0. (5.4)

Si buscamos la solucién en forma de serie y(z) = Y.~ axaz® y sustituimos en la EDO anterior
deducimos
[n(n — 1) + npy + gola, =0, Vn >0,

luego, en general, a,, = 0 lo cual indica que la EDO anterior no tiene como soluciéon ninguna
serie de potencias. Es facil ver que la solucién se puede buscar en la forma y(x) = x", para
x > 0. El caso x < 0 se deduce facilmente de éste sin mas que hacer el cambio x = —z,
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z > 0. Sustituyendo y(z) = 2" en (5.4) tenemos que r ha de satisfacer la ecuacién indicial
r(r —1) 4 por + go = 0. Sean r; y 79 las soluciones de la ecuacién indicial,

_po—li\/(]?o—l)z—‘l%
2 2 '

e =

)

Entonces se tienen los siguientes casos para z > 0

1. Caso (po— 1) —4qp > 0, 11 < ro € R (dos raices reales y distintas)

y(z) = crx™ + 2", x> 0. (5.5)

2. Caso (pg — 1) —4qo = 0, r; = 15 € R (dos raices reales iguales)

y(x) = 12" + " log(z), x> 0. (5.6)

3. Caso (po— 1)2 —4qy < 0, 71,79 € C (dos raices complejas). Sea 71 = a + bi, entonces
la solucién es

y(x) = c1z® cos(blog x) + cox®sen(blog ), x> 0. (5.7)

Si queremos tener la soluciéon también para x < 0 basta sustituir en las expresiones el valor
de z por |z|.

Veamos que ocurre en el caso general. En este caso la ldgica indica que quiza la solucién
tenga la forma®

y(x) =2’ Z apx”.
k=0

Entonces si sustituimos en la EDO (5.3) e igualamos potencias nos queda,

Z[(n +r)(n+r—1)+ (n+7)po + qo)an + i[(k +7)Pn—k + Gn-t]ar = 0,

de donde, al igualar la potencia z", se sigue que r ha de satisfacer la ecuacion indicial
r(r—1) 4+ por + qo = 0, y ademds se deduce una relacién de recurrencia para cada uno de
los coeficientes a,, en la expresion de la serie. No obstante tenemos que ser cuidadosos pues
puede ocurrir que la relacién recurrente para los coeficientes a,, no tenga solucién. En general
se tiene el siguiente

Teorema 5.7 Sea la EDO x2y" + x[xp(x)] + [#2q(z)]y = 0, y las funciones p(z) y q(x) tales
que xp(x) = po + prx + -+ y 2%q(x) = qo + quw + - -+ sean funciones analiticas en xo = 0.
Dada la ecuacion indicial r(r — 1) + por + qo = 0, entonces las dos soluciones linealmente
independientes soluciones de la EDO anterior son de la forma

1. Caso (pp—1)*—4qy > 0,7 <713 €ER conry—1r, € Z (dos raices reales y distintas que
no difieran en un entero)

y(x) = o] Z apx® + CoTh Z bk, x> 0. (5.8)
k=0 k=0

6Recordar que estamos suponiendo zo = 0.
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2. Caso (pg — 1) —4qy < 0, 11,75 € Cry — 11 € 7 (dos raices complejas que no difieran
en un entero). Sea r1 = a + bi, entonces la solucion es

y(x) = c12® cos(blog x) Z arz® 4 cor®sen(blog 1) Z bra”, x> 0. (5.9)

k=0 k=0

3. Caso (pg —1)> —4go =0, r1 =19 € R (dos raices reales iguales)

(:c” Zakxk> log x + 2™ Z bk:ck] , z>0. (5.10)
k=0

k=0

[o@)
y(x) = cra™ Z apx® + ¢y
k=0

4. Caso (pp—1)>—4qo=0,r, =ryo— N € R, N € Z (dos raices reales que difieren en
un entero)

A (:p” Zak:pk> log x + " Z bkxk] , x>0,

k=0 k=0
(5.11)
donde A es cierta constante que puede ser nula.

En todos los casos las series convergen en un entorno de xo = 0.
Esta claro del teorema anterior que este caso es mucho mas complicado que el anterior.

Aqui sé6lo nos limitaremos a mostrar un ejemplo del primer caso por ser este el mas sencillo.

5.3. La ecuacion hipergeométrica de Gauss

Como ejemplo consideraremos la ecuacion hipergeométrica de Gauss

z(l—2)y" +[y— (1+a+B)zx]y —alby =0. (5.12)
Por sencillez asumiremos que v ¢ Z.
Obviamente z = 0 es un punto singular regular. En efecto, dividiendo por z(1 — x)
tenemos a 9) 5
vy —Ut+ta+p)x T
luego
wp(r) =7~ (ha+ B=ato,  algla)=—afrt -,

entonces pp = 7y qo = 0 y la ecuacién indicial es r(r — 1) + yr = 0, de donde tenemos
dos soluciones r = 0y r = 1 — 7. Como hemos supuesto que vy ¢ Z, entonces tenemos dos
soluciones

o0 (e}
y(x) = Zanav", yo(z) = 27 Z b,x™.
n=0 n=0
Comencemos por la primera. Sustituyendo y; en (5.12) obtenemos
(n+1)(n+9)ani1 = [0 + (@ + B)n + aflan,
por tanto,

_(ta-Dm+s-1)
n(n+vy—1)

Ap—1, n > 1.

n
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Si denotamos por (a), el producto

(a)o =1, (a)p=ala+1)---(a+n—-1), n>1, (5.13)
entonces obtenemos
o — (@)n(B)n
T (pant

por tanto

ac) - M% (5.14)

_ a,f
y(z)_QFl( v —~ (M

conocida como funcion hipergeométrica de Gauss. Es facil comprobar que el radio de con-
vergencia de la serie anterior es R = 1.

Si ahora sustituimos la segunda solucién obtenemos

o =nte=ye+b-9 - _ _(e=yF Dalf=y+ D
(2 —7)nn!

n>1.
n(n—vy+1)

de donde tenemos

. 18— 41
yo(w) = @ 72F1(a 7+2_67 L ’m)

Noéese que si v € Z entonces una de las soluciones deja de estar definida. En este caso
hay que buscar la solucién incluyendo el correspondiente término logaritmico.

5.4. Problemas

Problema 5.8 Resuelve las EDOs siguientes usando series de potencias, si es posible, e
indica la region de convergencia de las mismas

1. 2% =y +a2%+1,
2. wxy =2y+ xe”,
3. YV +2y +y=u,
4. (' —4)y" + 32y +y=0.
Problema 5.9 Sea la EDO (14 z)y’ = py, y(0) =1, p € R.

1. Busca su solucidn en serie de potencias Y a,z", y prueba que a, = p(p — 1)(p —
2)---(p—n+1)/nl

2. Encuentra la region de validez de la dolucion anterior.
3. Comprueba que la funcion y(x) = (1 + x)P es solucion de la misma.

Como consecuencia del teorema de existencia y unicidad, en la region de convergencia de la
serie tendremos

(Hx)p:ip(p—1)(p—27)1!---<p—n+1)xn’ DER

n=0

que no es mas que el teorema del binomio encontrado por Newton.
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Problema 5.10 Resolver las EDOs usando series alrededor del cero (punto regular)
1. (1—2?)y" —xy +p?y =0, (EDO de Chebyshev)
(1 -2y —2xy +p(p+ 1)y =0, (EDO de Legendre)

y" —2xy + 2py =0, (EDO de Hermite)

y'+xy =0, (EDO de Airy). Usando la solucion de la EDO de Airy resolver la EDO
y" —xy =0.

Problema 5.11 Prueba que la EDO de Euler
az®y" (z) + by (x) + cy(z) = 0, a,b,ceR
se transforma, con el cambio x = e* en una EDO con coeficientes constantes:
ay”(z) + (b —a)y'(z) + cy(z) = 0.
Problema 5.12 Resuelve las siguientes EDOs de Euler
1. 2%y +2xy — 6y =0,
2. a%y +ay — 5y =0,
3. (x—1)%"=2(x—1)y +2y =0,
4. 2% +3zy +2y=0.
Problema 5.13 Resueve las siguientes EDOs alrededor de x = 0 (punto singular regular)
1. zy"+ (1 —2)y +py=0, (EDO de Laguerre)
2. xy'+(1+a—2x)y +py=0, (EDO de Laguerre generalizada)
3. 2%y +xy + (2% — p?)y =0, (EDO de Bessel)
Problema 5.14 La EDO
z(l—=2)y" +[c— (a+ b+ 1)z]y’ — aby =0, a,b,c € R

se denomina ecuacion hipergeométrica de Gauss (aunque fue introducida por Euler en 1769).
Encuentra dos soluciones linealmente independientes de la misma. Usando un cambio apro-
piado de variables demuestra que las soluciones de las EDO de Chebyshev y Legendre se
pueden expresar en funcion de las soluciones de la EDO hipergeométrica de Gauss.

Problema 5.15 Encuentra dos soluciones linealmente independientes de la EDO hiper-
geométrica confluente definida por

zy" + [c — 2]y —ay =0, a,c € R.
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6. Los polinomios ortogonales clasicos

6.1. La ecuacion diferencial hipergeométrica.

Nuestro objetivo sera estudiar los polinomios ortogonales clasicos definidos sobre el eje
real los cuales vamos a definir como las soluciones polinémicas de la siguiente EDO

o(z)y" +7(x)y + Ay =0, (6.1)

donde o y 7 son polinomios de grados a lo més 2 y 1, respectivamente. Esta ecuacién (6.1)
usualmente se denomina ecuacion diferencial hipergeométrica y sus soluciones y cumplen con
la propiedad, conocida como propiedad de hipergeometricidad: Si y es una solucién de (6.1)
sus m-ésimas derivadas y™ = y,, satisfacen una ecuacion del mismo tipo.

Teorema 6.1 Siy es una solucion de (6.1) sus m-ésimas derivadas y™ = v,, satisfacen la
ecuacion

a(x)yj;z + TM(x)y:n + UmYm = 07

—_

(@) = 7(@) +m0’(x), = A+ Y 7(2) = A4 m7(2) + 25o" ()

i

3

(6.2)

Il
=)

La propiedad de hipergeometricidad es es muy importante pues nos permite encontrar una
férmula explicita para los polinomios que satisfacen la ecuacién (6.1). Para ello usualmente
se escriben (6.1) y (6.2) en su forma simétrica o autoconjugada:

[o(x)p(@)y] + Ap(x)y =0, [0(2) pm(2)Yy,]" + timpm(2)Ym = 0, (6.3)

donde p y p,, son funciones de simetrizaciéon que satisfacen las ecuaciones diferenciales de
primer orden (conocidas como ecuaciones de Pearson):

lo(@)p(@)] = 7(2)p(x), [o(z)pm(2)] = Tim(2) pm().
Conocida p encontramos, utilizando las ecuaciones anteriores, que
pn(@) = 0™ (2)p(@). (6.4)

Teorema 6.2 Si para todo k € N U {0}, 7" + ko”/2 # 0, entonces para las soluciones
polinémicas de la ecuacion (6.2) se tiene la siguiente formula de Rodrigues:

Aw B,y d B
pim) _ Imm™n N B, = " .
(@) = e T () - (65)
A = A\ ST, & (R 6.6
= AW aes, = G TIP3+ 00 (6.6
Ademds, el autovalor A, de (6.1) es
-1
A=)\, =—n7’ — %0”. (6.7)

Cuando m = 0 la férmula (6.5) se convierte en la formula de Rodrigues para los polinomios

clasicos
B, d"

P,.(x)= —_—

=G

Si imponemos unas sencillas condiciones adicionales se tiene que las soluciones de (6.1)
son ortogonales dos a dos:

[0"(z)p(x)], n=0,1,2,.. . (6.8)
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Teorema 6.3 Supongamos que xka(a;)p(:c)‘ , = 0, para todo k > 0. Entonces las solu-

ciones polinomicas P, de la ecuacion (6.1) constituyen una SPO respecto a la funcion peso
p definida por la ecuacion [o(x)p(x)] = 7(x)p(x), o sea, se cumple que:

b
[ P Pala)pla)e = b, (69)
donde 6, es el simbolo de Kronecker y d,, denota la norma de los polinomios P,.

Corolario 6.4 Si (FP,), es una familia de polinomios ortogonales respecto a p entonces para

todo k entero con 0 < k <n —1 se tiene que / 2% P, (z)p(z)dx = 0.

a

Para calcular d2, podemos utilizar la férmula de Rodrigues que, sustituyéndola en (6.9)
e integrando por partes, nos da:

d? = Bn(—l)”n!an/ o"(z)p(x)dz. (6.10)

Una consecuencia de la propiedad de ortogonalidad es el siguiente

Teorema 6.5 Los polinomios ortogonales satisfacen una relacion de recurrencia a tres térmi-
nos de la forma

2P, (x) = a, Ppy1(x) + o Po(x) + v Pr1(), (6.11)
donde
n bn bn n — WUntn bn n— d2
Qp = - ) ﬁn:__ +17 ’Yn:C CKCJFl_ 671:& - 2n7 (612)
An41 Qp Ap+1 Ap—1 Qp—1 Qn dnfl
siendo ay, b, y ¢, los coeficientes del desarrollo P,(x) = ap,a™ + b,z '+ cpz™ 2+ -+, y d,

es la norma de los polinomios.

Generalmente se impone que P_1(z) = 0y Py(z) = 1, con lo que la sucesién de polinomios
ortogonales queda determinada de forma tnica conocidas las sucesiones (,)n, (Gn)n ¥ (Y0 )n-

Para calcular los coeficientes principales a,, y b, podemos usar la férmula de Rodrigues
para la n — 1-ésima derivada de P,: P,gnil)(x) = Apn_1Bn7m-1(z),de donde obtenemos la
igualdad:

PT(L”_”(:U) =nla,z + (n — 1)lb, = App—1Bn7i—1(x).

Luego,
BnAnn s n— 0
a, = — B, H[T/ +i(n+k—1)d"], b, = m/il() . (6.13)
n! Py Tn—1

Como un corolario de (6.11) se obtiene la conocida férmula de Christoffel-Darboux:

Teorema 6.6 Si (P,), es una sucesidn de polinomios ortogonales que satisface la relacion
de recurrencia a tres términos (6.11). Entonces se cumple que:

m=0
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Si hacemos tender y — z, obtenemos la férmula confluente de Christoffel-Darboux:

. Pq%z@) Oy

Ker, (z,x) = B

[Py 1 () Po(@) = P () Pp(z)] n>1. (6.15)

m=0
De la férmula de Rodrigues se deducen una serie de consecuencias muy interesantes
1. 7 es un polinomio de grado exactamente uno.
2. Tomando m =1 en la férmula (6.5) se deduce que

Rﬂw)z-i&i%lﬁ_ﬂx% (6.16)

n—1

donde P,_; denota al polinomio ortogonal respecto a la funcién peso p;(z) = o(z)p(z).

3. Si escribimos la férmula (6.5) para el polinomio de grado n+ 1 obtenemos una férmula
de diferenciacién

o ()P (z) = 2& (1) Pa() — %PM(@ | (6.17)
de la cual se deduce una relacién de estructura
o(2) P (x) = GnPoi1(2) 4+ BuPo(x) + AnPo_i1(z), n >0, (6.18)
donde
Q= n)\—% {anﬂl — ijij . B = Ti\:é [Buts, + 70(0)],  An = )\7;% (6.19)

4. Si definimos Q,(z) = M, entonces los polinomios ortogonales ménicos P,(z) =

n+1
™ + -+ -, soluciones de la ecuacion (6.1), satisfacen la siguiente relacién de estructura:
Pn(l’) = Qn +0,Qn1+ €,Qn 2. (620)

6.2. Los Polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi.
6.2.1. Parametros Principales.

Comenzaremos escribiendo los principales parametros de las sucesiones de polinomios
ortogonales monicos clésicos, es decir, tales que su coeficiente principal a,, = 1, i.e., P,(x) =
2"+ b,z" ' 4 - - -. Estos se pueden clasificar en tres grandes familias en funcién del grado del
polinomio o (7 siempre es un polinomio de grado 1). Cuando o es un polinomio de grado
cero los polinomios correspondientes se denominan Polinomios de Hermite H,(x), cuando o
es de grado 1, Polinomios de Laguerre L%(x) y cuando o es de grado 2, Polinomios de Jacobi
P%B(x), respectivamente. En las tablas 3 y 4 estdn representados los principales pardmetros
de dichas familias, en las cuales (a),, denota al simbolo de Pochhammer (6.30).
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Tabla 3: Clasificacion de las SPO Clasicas.

Fo(x) || Ho(z) | Ly() P(x)

o(x) 1 T 1—a?

7(z) -2z | —z+a+l|—(a+8+2)x+F—«

An 2n n nn+a+5+1)
p(x) e x%e™® (1—-2)(1+x)°
a>—1 a, 3> —1
pn(x) 6712 pnhtag—z (1 _ QL’)nJra(l + x)nJrﬁ

6.2.2. Representacién hipergeométrica.

De la férmula de Rodrigues, o usando el método de las series de potencias, (6.5) se
puede obtener la representacion de los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi en términos
de la funcién hipergeométrica de Gauss o F7 definida en el caso més general de forma:

a1, g, ..., Gy = (an)k(ag)k - - - (ap)i 2*
qu( bbb, ;c) =y (6.21)

= (01)w(b2)k - (b K
De esta manera encontramos que:

Hom(z) = (=1)™ (%)m 1F1< _%m x2>, Homsr(z) = (=1)™ (g)mmm( _%m

(—1)"T(n + o + 1) “n
Tat1) 1(a+1 ”;) (6:23)
2"+ 1), r -nn+a+pf+1|1—-2x
(nt+at+B+1)," " a+1 A

L (x)

n

Pri(a) =

6.2.3. Casos particulares.
1. Los polinomios de Legendre P,(x) = P%%(z).

2. Los polinomios de Chebyshev de primera especie T,,(z):

S R | 1
To(x)=P,? *(z) = ST cos[n arccos (z)].

3. Los polinomios de Chebyshev de segunda especie U, (z):

i) =t - el et

4. Los polinomios de Gegenbauer G(x):

1.1
Gh(z)=Pa " 2 (2), 7> -4

=
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Tabla 4: Pardmetros de las SPO Ménicas (a, = 1).

Po(x) | Ha(z) Ly (x) P ()
=" n ="
b 2n =1) (n+a+B+1),
n(a — )
bn 0 —n(n+ «) mtatp
) nl\/m 20820 I (n + o+ D)T(n 4+ S+ 1)
d 2n P(ntat1n! 'n+a+p+1)2n+a+p+1)(n+a++1)2
ap 1 1 1
ﬂQ—QQ
b 0 antatl 2ntatB)2n+2+atp)
n dn(n+a)(n+ B)(n + a + fB)
n 2 nin+a) Cn+a+B-1D)2n+a+B)22n+a+p+1)
O, 0 0 -n
3 0 . 20 —-PFB)nn+a+F+1)
" 2n+a+B)(2n+2+a+p)
. Inn+a)(n+B)(n+a+p)n+a+pF+1)
n " nn+a) C2n+a+8-1)2n+a+08)22n+a+0+1)
2n(a— f)
on 0 " Cn+a+0)2n+2+ a+ P)
N ; . 4n(n —1)n +0)(n + )
" Cn+a+p8-1)2n+a+03)?Cn+a+p+1)

6.2.4. Otras caracteristicas.

Como consecuencia de las formulas anteriores podemos obtener los valores de los poli-
nomios en los extremos del intervalo de ortogonalidad.

(—1)™(2m)! (—=D)"I'(n+a+1)
H m - —7 H m - 7 La - )
2" 1 —1)"2n 1 '
pod(l) = —20F Un - pe_yy - UG Do
(n+a+6+1), n+a+p5+1),
Utilizando la férmula (6.16) encontramos las ecuaciones (v =1,2,3,..., n =0,1,2,...):
! n!
Hy(2)®) = ———H,_ Lo(z))® = Loty 2
() = @) (L)Y = o), (620
|
(Pe(a) ) = ———< P30 (@), (6.27)

(n—v)l" """

donde (P,(x))") denota la v—ésima derivada de P, ().
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Directamente a partir de las correspondientes EDOs se puede probar que los polinomios de
Hermite y Gegenbauer se relacionan con los de Hermite y Jacobi, respectivamente mediante
las siguientes relaciones:

Hyp(2) = Lm® (2%),  Homya(2) = 2Lin(2?)

1,1 1 11
Ggm(x> = P;mw,y 2(.17) = 2_m "jl ¥ 2(2'1:2 - 1)7 (628)
1.1 1 _11
ia (1) = Pop 2 (1) = g P ¥ (22% — 1),

Ademsds, de la férmula de Rodrigues se puede encontrar la siguiente propiedad de simetria
para los polinomios de Jacobi:

I (—a) = (~1)"P(a). (6.29)

Apéndice: La funcién Gamma de Euler
Una de las funciones que con mas frecuencia encontraremos es la funcién Gamma de
Euler 6 I', definida, en general, mediante la integral de Euler

['(z2) :/ e 't dt,  R(z) > 0.
0

Esta funciéon fue definida por Euler en 1729 como limite de un producto de donde se puede
deducir la integral anterior (considerada también por Euler en 1772) aunque su nombre
y notacion se deben a Legendre quien la estudié en detalle en 1814. En particular, Euler
probo que

1 1\° z\ 1 1-2---(n—1)
r(z) = = 1+2) (1+2) | =i "
@=L () () = ety
Dicha funcidén satisface las ecuaciones funcionales

F(z+1)=2I(2), T'(1-2TI(2)=

™

senmz’
y ademas, cumple la propiedad

D(2)T(z+ 1) = /721727 (22).
Utilizando las expresiones anteriores se concluye que I'(1) = /7. Ademés,
I'n+1)=nl=n(n—-1)---(2)(1), Vn € N.
La siguiente formula asintotica de la funcién I' es de gran utilidad
['(ax 4+ b) ~ \/%6*“"”(@@“%*%, x >>1,
a(x)

donde por a(z) ~ b(z) entenderemos lim ) 1. Otra funcion muy relacionada con la
rz—o0 O
funcion I es el simbolo de Pochhammer (a); (5.13)
(a)o=1, (a)p=ala+1)(a+2)---(a+k—1), k=1,2,3,... . (6.30)
Es muy sencillo comprobar que
I'(a+ k)
RO

Finalmente, definiremos los coeficientes binomiales

(Z) " (n —n;c)!k! - (_1):!_n)k'
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6.3. Los momentos de los polinomios clasicos

En este apartado vamos a considerar brevemente una forma de obtener una relacién para
los momentos.

Teorema 6.7 Sea i € C. Se definen los momentos como

b
Cou(z) = / (s — 2)!pu(s)ds. (6.31)

St se cumple la condicion de frontera

b
=0, (6.32)

a

o(s)pu(s)(s — 2)"

entonces los momentos generalizados verifican la siguiente relacion de recurrencia a tres
términos

0 ops(2) + 1) + 0 () Cue) 4 (74 300" ) Cupen() =0, (639

En particular, para v = 0, p = p € N, z = 0 obtenemos, de (6.33), la siguiente relacién
de recurrencia a dos términos

po(0)Cp_y + [7(0) 4+ pa’(0)]C, + (T' + %pa") Cpi1 = 0. (6.34)

para los momentos clasicos
b
Cp = Cp,p(0) = / sPp(s)ds.

Vamos a aplicar los resultados anteriores a los polinomios clasicos.
Para obtener los momentos de los polinomios de Jacobi usaremos las expresiones (6.33)
y (6.34).

Ejemplo 6.8 Calcula los momentos de los polinomios de Laguerre y Hermite usando el
método anterior.

En el caso Laguerre tenemos que la relacién de recurrencia (6.34) es
(a+n+1)C, —Cpy =0, luego C, = (a+1),Co, Cy = / e ¥dr =T(a+ 1),
0

de donde deducimos que C,, = I'(a +n + 1).

Finalmente, para los polinomios de Hermite tenemos que o(0) # 0, asi que tenemos
que usar (6.33) cuando z = 0. Ello nos conduce a la relaciéon pC,_1 — 2C,;; = 0. De ella
deducimos que, como C; = 0, entonces todos los momentos impares son nulos, lo cual es
evidente ya que la funcién peso es una funcién par. Ademds, como Cy = /7, entonces

(2m — 1!l
om

|
ﬁ = (2m). \/7_T7 Coms1 = 0.

- 92myp)

CQm =
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6.4. Las funciones generatrices

El objetivo de este apartado es encontrar las funciones generatrices de los polinomios
clasicos. En general el problema se puede plantear como sigue: Dada una sucesién nimerica
(A,)n v una sucesién de polinomios (P, ), encontrar una funcién ®(z,t) tal que,

- i APy ()", (6.35)

Obviamente la serie anterior puede no converger prefijado un valor cualquiera del parametro
t, por ello asumiremos que t es lo suficientemente pequeno para que la serie converja en una
regién de las z lo suficientemente amplia.

Para los polinomios clasicos se tienen las siguientes identidades.

_lz
n T—t

Z .H 2ot—t* Z(_nll) Lg(w)t":(le_w, (6.36)

—~ (—1)"(a+ B+ 1)n 0 20+8
; ol L T T YT (6:37)

con R = /14 4t(t + z).

Para probar las mismas usualmente se hace uso del teorema integral de Cauchy. No obs-
tante daremos la prueba de las mismas usando métodos mas “elementales”.

Comenzaremos con los polinomios de Hermite al ser éstos los mas sencillos. Daremos tres
pruebas distintas para mostrar los distintos trucos que se suelen usar.

Caso Hermite H,(z): Primera prueba

Sea ®(z,t) = 2= " Al ser esta funcién analitica en R podemos usar la serie de Taylor

=1 [0"D
o = — "
@)= (atn) !
k=0 t=0
Pero
" .2 ane—(:c t) f =x—1 . zane—fQ (_1)71
=0 t=0 d§ = —dz =2 "
luego
2 = 2"
Zwt t
=D~ Hu(x)

n=0

Caso Hermite H,(z): Segunda prueba

Vamos a usar la relacién de recurrencia a tres términos

Hy () + Hn 1(z) —xHy(x) = 0.

2
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Multiplicamos por 2"+1¢" /n!

2n+1 2n 2n+1
THnJrl(x)tn + manl(x)tn — T Hy(x)t" =0,
o equivalentemente
8 2n+1 n+1 2n71 n—1 2" n

y sumamos en n = 0 hasta oo y usamos que 1/(—1)! = 0 y obtenemos
2n+1 e

8 - n+1 2n ! n—1 . 2n n
Ez(nﬂ) Hypa(2)t +2tz H, 1 (z)t —2an;HHn(g;)t —0.

Ahora bien, como ®(z,t) = >~ 2 H,(z)t", obtenemos la ecuacién

g,
a@(x,t) +2(t — x2)®(x,t) =0,

. 42
cuya solucién es ®(z,t) = 2@~

Caso Hermite H,(z): Tercera prueba

Vamos a dar una tercera prueba que escencialmente es la inversa de la anterior, es decir a
partir de la expresion explicita de la funcién generatriz deducimos una relacién de recurren-
cia para los correspondientes polinomios (en este caso los de Hermite). La razén fundamental
es que este método es muy general y nos permitira probar el resto de las expresiones.

2xt—12

Sea la funcién generatriz ®(x,t) = e que escribiremos mediante la expresion

n

= =n (6.38)

n=0

3[\3

donde (g,), es una sucesién de polinomios a determinar.
Un sencillo calculo nos muestra que

0 2
a@(x,t) = (22 — 21)e**'™" = 2(x — t)®(x,1).

De aqui deducimos que ®(x,0) =1y ®,(x,0) = 2z, por tanto, usando el desarrollo en serie
de Taylor en t para ®(x,t) y comparandolo con (6.38) deducimos que go(z) =1y gi(z) = .
Ahora sustituimos (6.38) en la ecuacién diferencial anterior lo que nos da

o0 o0

n n

Z agn(x)ntnfl —2(z —t) Z mgn(x)t" =0,
n=0 n=0

0, equivalentemente,
on on 00 2n+1

Z n—l'gn o)t ! sz ‘gn )t”—l—z n! gn()t" = 0.

n=1 n=0 n=0
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Igualando coeficientes de las potencias de t a cero tenemos
t°: 2g1(z) — 2zgo(z) =0,
' 2ga(z) — dxgi(z) + 290() = 0,
" 2gn11(2) — 20gn(x) + ngn-1(z) = 0.

Ahora bien, como go(z) =1 = Hy(z) v g1(z) = x = H;i(x), entonces comparando las rela-
ciones anteriores con la relacion de recurrencia a tres términos para los polinomios monicos
de Hermite obtenemos que g,(z) = H,(x) que era lo que pretendiamos probar.

6.5. Problemas

Problema 6.9 Calcula todas las cardcteristicas de los polinomios cldsicos que aparecen en

la tabla 4.

Problema 6.10 Probar la ortogonalidad de las k—ésimas deriwadas de los polinomios hi-
pErgeometricos iy = Pflk), es decir,

b
/ P® (2) P (1) ppo(z)dz = Gpmd?,,. (6.39)

a

Problema 6.11 Prueba que los polinomios nicleos satisfacen la siguiente propiedad repro-
ductora

/ p(z)Ker, (z,y)dz = p(y), Vp(z) € P,. (6.40)

Problema 6.12 Encontrar la relacion de recurrencia para los momentos C,, = Cy,,(0) de
los polinomios de Jacobi. Notese que

1 o
Co = / 20491 Do+ DI(5 + 1)

1(1—x)°‘(1+x)5d9€: REEED)

Hdgase lo mismo pero para los momentos C!, := Cy (1), es decir, si en vez de sustituir
en (6.33) z = 0 sustituimos el valor z = 1.
Un caso de especial relavancia son los polinomios de Gegenbauer que corresponden al caso
a = [ =v—1/2. Encontrar la relacion de recurrencia para los momentos C,, := Cp,(0) en
este caso y resuélvela. A partir de ésta encuentra los momentos de los ]z)olz'nmm'os1 de1 Legendre
P,(x) = PY(x), los polinomios de Chebyshev de primera especie T,,(x) = P, *" 2(z) y los
11

polinomios de Chebyshev de sequnda especie U, (z) = P?'?(x), respectivamente.

Problema 6.13 Demuestra que la funcion generatriz para los polinomios de Laguerre viene

1.1
dada por (6.36). Sean los polinomios de Gegenbauer C7(x) :== Py 27 2(x) que son un caso
particular de los polinomios de Jacobi. Prueba que en este caso

! _ i 2" g (6.41)

(1=2zt+2) = nl

donde (), es el simbolo de Pocchamer. Como casos particulares deducir la de los polinomios
de Chebychev de primera y sequnda especie y la de los polinomios de Legendre.
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Problema 6.14 Prueba las relaciones

n+ o —x . n—+ «a
P (o) = B o) 4 B et D po), (6.42)
n+ « T 0,3 n+ o

Problema 6.15 Los polinomios nicleos Ker,,_1(x,y) se definen mediante la expresion

n—1

Ker, 1(z,y) me )

m=0 m

Usando la férmula de Christoffel-Darboux (6.14), los valores en los extremos (6.25) y las
formulas de diferenciacion (6.17), prueba las siguentes formulas:

e Nicleos de los polinomios de Hermite:

b DM () @
Ke mel( 0) ﬁ(m— 1)' mel( ) Qﬁ( ) T ?
b ol (EU" o (SD)" Ha(o)
Kery,,(z,0) = ) Ly (z%) N CO
" _20(m+13) (2m —1)! " _2T(m+3)  (2m+1)!
Keer_l(0,0) = % F(m) = 22m*2ﬁ(m — 1)!2a Ker2m(070) - ;F(m + 1) 22mﬁm!2

e Nicleos de los polinomios de Laguerre:

(-1

m (LY (x), Kerk (0,0) =

Kerl  (2,0) =

e Nicleos de los polinomios de Jacobi:

Ker) (2, —1) = 3?4 pa=18(z) = nn@P PO (2), (6.44)
Ker)®(z,1) = (1) iplad pas-l(z) = n(-1)" iplePet (), (6.45)

donde por % y n>* denotaremos las cantidades

o (=D)"'T@2n+a+p) so (=1)"'T(2n+a+p)
T e (@ + DB+ 1) 2o il (a+ DE(B+n)

Usando (6.44)-(6.45) tenemos

FrB+n+1)I'(a+pB+n+1)
2 ¥5H (n — (G + D3+ DT (a + 1)’
(=

Ker?®P(—1,-1) =

"' TM(a+B+n+1)
2040+ (n — DIT(B+ DI (a+ 1)

Utilizando la relacion de simetria (6.29) para los polinomios de Jacobi prueba que

Ker?*(-1,1) =

Keri’f’lﬁ(l, 1) = Keri’f’la(—l, —1).
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7. El teorema de existencia y unicidad para las EDOs

Vamos a resolver uno de los problemas pendientes més importantes: la existencia y uni-
cidad de soluciones para una EDO de primer orden. Sea el problema de valores iniciales

y/ = f(l',y), y(l'o) = Yo. (71)

En el apartado 2.7.1 de aproximaciones nimericas vimos algunos ejemplos donde la solucién
o bien no era tnica o bien no correspondia con la solucién exacta. Vamos a dar aqui algunas
condiciones bajo las cuales podemos garantizar que el PVI (7.1) tiene solucién unica.

Lo primero que asumiremos es que la funcién f(z,y) es continua en el rectdngulo R

definido por
:R:{('T7y) : ‘I_'T()’ <a, |y_y0| Sb}? aab>0' (72)

Proposicién 7.1 El PVI (7.1) es equivalente a la siguiente ecuacion integral

y(z) = yo + / " f(ey())de. (7.3)

Definicién 7.2 Diremos que una funcion f(x,y) es de la clase de Lipschitz o lipschitziana
(en la variable y) en R si existe cierta constante positiva K > 0 tal que para todos (x,y) € R
y (z,2) € R se cumple

[f(2,y) — [z, 2)| < Ky — z]. (7.4)

Es fécil comprobar que toda funcién f(z,y) de la clase de Lipschitz segun la definicién

anterior es continua en y. Ademds, una condicién suficiente para que una funcién f(z,y) sea
de la clase de Lipschitz es que su derivada parcial g—g sea continua en R.

Definicién 7.3 Dada una funcion u(z) definida en un intervalo cerrado y acotado I C R,
definiremos la norma de u(x) a la cantidad

[ull = sup [u(z)].
zel

Para la norma tenemos la desigualdad evidente [|u|| > 0,y ||u|| = 0 si y s6lo si u(z) = 0 en
1. Ademas, se tiene la desigualdad triangular

lu+ ol < flull + o] (7.5)
Obviamente si u(z) es continua |jul| < +oc.

Proposicién 7.4 (Teorema de unicidad local de soluciones)
Sea f(x,y) una funcion de la clase de Lipschitz con constante K y sea d € (0,1/K). Siyi(x)
e yo(z) son dos soluciones del PVI (7.1) definidas en I, = {x : |z — xo| < d} tales que

y1(zo) = y2(wo) = yo, entonces yi(x) = ya(x) en todo I4.

Sea
M = maéx_|f(z,y)|.

(z,y)€

Como f es continua en R, M siempre esta definida.

Sea yo(z) una funcién continua definida en un entorno de xy tal que la imagen de yo(z)
esté contenida en R. Vamos a definir una sucesién de funciones y,(z) de la siguiente forma

s (2) = 0 + / CFEp(©)de, n=0,1,2,.... (7.6)

La sucesién anterior se conoce como sucesion de Picard.
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Proposicién 7.5 Sea yo(x) una funcion continua definida en Iy = {x : |v — x| < d =
min(a,b/M)} tal que su imagen esté contenida en R. Entonces, para todon > 0, las imdgenes
de yn(x) estan contenidas en R.

Proposicién 7.6 (Teorema de existencia local de soluciones)

Sea yo(z) una funcion continua definida en I, = {x : |x — xo| < d = min(a,b/M,1/K)} tal
que su imagen esté contenida en R, i.e., |yo(x) — yo| < b. Entonces, la sucesion de Picard
(7.6) converge cuando n tiende a infinito a una funcion y(x) que es solucion del PVI (7.1)
en 1Iy.

Corolario 7.7 (Teorema local de existencia y unicidad)

Sea el PVI (7.1) con f lipschitziana de constante K en R (7.2), y M = mMax , R |f(x,y)].
Entonces, el PVI (7.1) tiene solucion unica en el intervalo I, = {x : |z —xo| < d =
min(a,b/M,1/K)}, es decir existe una tnica funcion y(x) tal que y'(x) = f(x,y(z)) e
y(o) = Yo-

Los teoremas anteriores son sélo condiciones suficientes. Por ejemplo si consideramos la
EDO lineal y' = y sabemos que su solucién existe y es tnica en todo R (es la exponencial)
sin embargo si escogemos = € R cualquiera y tomamos b > 0 cualquiera tenemos f(x,y) = v,
luego f es lipschitziana con constante K = 1, M = b, y el teorema anterior nos garantiza
sélo la solucién en el intervalo I; = {z : |v — z9| < d = min(a,b/b,1/1) = 1}.

Como 1ltimo ejemplo veamos el caso de la EDO ¢y’ = 1 + y? con y(0) = 0. En este caso
la solucién es y = tan z definida sélo en [0,7/2). Como f(z,y) = 1 + y?, entonces

|flzy) = flz,2) =y* = 2° = |y + 2]ly — 2.

Sea x € R por ejemplo. Escojamos un valor cualquiera para y, digamos que |y| < b > 0.
Entonces K =20y M =1+ b?, por tanto d = min(a,b/M,1/K) = min(a,b/(1 + b*),1/b).
Ahora bien, maxb/(1 + b*) = 1/2 y se alcanza en b = 1, por lo que como mucho asegurar
que la solucién existe en el intervalo |z| < 1/2. Nétese que en este caso el teorema es ttil
pues para x > 1/2 no nos garantiza la existencia de la solucién como ocurre en la practica.

El procedimiento anterior es facilmente extensible a sistemas. Para ello basta definir una
norma en R y el valor absoluto de un vector. Para este tltimo podemos usar la definicién
Y (x)] = Zgzl lyk|. Si ahora usamos, por ejemplo, la norma

N
Y1 = el
k=1

entonces las demostraciones anteriores se adaptan perfectamente para el caso general. Nétese
que con esta eleccion se tiene que si |Y(x)| < M entonces ||Y|| < NM. Las correspondientes
demostraciones se dejan como ejercicio.

7.1. Problemas

Problema 7.8 Prueba las propiedades anteriores para la norma ||u/|.

Problema 7.9 Sea la EDO y' = x—1? con y(0) = 0. Encuentra el intervalo donde se puede
garantizar la existencia y unicidad de la solucion. Encuentra las tres primeras aproximacio-
nes de la solucion.
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Problema 7.10 Prueba que la solucion de cada uno de los siguientes PVI existe en el
intervalo indicado

1.y =y*+cosz? y(0) =0, z €[0,1/2]
2' y/ — y3 _|_ 6—51" y(o) — 2/5’ T 6 [073/10]
3.y =x+y? y(0) =0,z €0,1/2]

Problema 7.11 Encuentra las tres primeras iteraciones de la sucesion de Picard para el
PVIy =y*+ €%, y(0) = 0.

Problema 7.12 Encuentra las cuatro primeras iteraciones de la sucesion de Picard para el
PVIy =1+y?% y(0) = 0. Compdralas con la solucion ezacta.
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8. La transformada de Laplace

Definicién 8.1 Sea [ una funcion definida en [0,00). La transformada de Laplace g[f] 0
F(t) es la transformada integral

F(t) = Lf)(1) = / e f(a)da, (8.1)

donde la integral se entiende en el sentido impropio, o sea

/00 e " f(x)dr = lim ) e " f(x)dz.
0

Z—00 0

Definicién 8.2 Diremos que una funcion f es de orden exponencial si existen dos constantes
no negativas ¢ y M tales que |f(x)| < Me® para todo x > 0.

Teorema 8.3 Si f es una funcion continua a trozos de orden exponencial entonces f tiene
transformada de Laplace para todo t suficientemente grande.

En la siguiente tabla incluimos algunas de las transformadas de Laplace mas comunes incluida
la de la funcién escalén x.(s) definida como 1 si x € [0,¢] y 0 en el resto.

f(z) (1) = £[f1(1)

C

c p—
t
B n!
x tn+1
1
e , t>a
t—a

a

se —
n(az) 2+ a?

[/
cos(ax) a2
senh(ax) t?ﬁicz?’ t>a

t
cosh(ax) TRy t>a
z 1?2 z, t>0
t
—ct
Xe(2) et , t>0

Tabla 5: Transformadas de Laplace de algunas funciones

Proposicién 8.4 Si F(t) = g[f](t) entonces
1.211)(t) = t21f)(1)—£(0) = tF(t)—£(0) y en general $[f ] (t) = t"F(t) =S 1=} tk fn=k=1)(0)
2. $lev f(2)](t) = F(t — a)
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3. fxf(2)](t) = —F(t) y en general, $z"f(2)](t) = (=1)"F(¢).
4 Elxe(@) f (2 — )] = e7F(1).

5. Definiremos la convolucion de dos funciones f y g como la funcion h(z) = (f % g)(x)
definida por

U*muw=45ﬂx—amaw. (8.2)
Entonces, &[(f * 9)(2)](t) = E[f (2)](¢) - Elg(2)](2).

8.1. Problemas

Problema 8.5 Culcula las transformadas de Laplace de las funciones de la tabla 8.

Problema 8.6 Calcula las transformadas de Laplace de las funciones x cos(wzx) y x sen(wx).
Usando lo anterior encuentra la transformada de las funciones

2 1
(12 + w?)?’ (12 + w?)?

Problema 8.7 Usando los resultados del problema anterior encuentra, usando la transfor-
mada de Laplace la solucion de la EDO

y' +w'y = fosen(wzr), y(0) =1y(0)=0.
Problema 8.8 Usa la transformada de Laplace para resolver las EDOs
Ly =5y +4y=0,y(0) =1, y(0) =0,
2. ' =4y +4y=0,y(0)=0,y'(0) =1,
3.y +y=uze”, y(0) =y'(0) =0,
4. o' 42y +5y =3e *senz, y(0) =0, y'(0) =1,
5. ' +29 +y = [1 — xapa(e)] sen(22), y(0) = 1, y/(0) = 0,
6. "+ 3y +2y = Xrp2()e’, y(0) = 1, y'(0) = 1.
Resuelve los mismos problemas usando las técnicas aprendidas en el capitulo 4.

Problema 8.9 La EDO xzy" + 3y + zy = 0, se conoce como ecuacion de Bessel de orden 0.
Prueba que si Y(t) es la transformada de Laplace de la solucion de esta EDO con y(0) =1,
prueba que entonces Y satisface la EDO

+ )Y () +tY(t) = 0.

Prueba que la solucion de la EDO anterior se puede expresar en serie como

= (=1)™(2n)! 1
Y(t) = CZ ( 22n(7§!)2) £2n+1

A partir de lo anterior deduce la funcion y(x) solucion de la EDO de Bessel.
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Problema 8.10 Usar la transformada de Laplace para resolver los siguientes PVI de SEDO:
(3 o (2)

(3 () o (0)

(0 (). ()

Resuelve los mismos problemas usando las técnicas aprendidas en el capitulo 3.
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A. Anexo: Calculo de primitivas

Definicién A.1 Se dice que una funcion F(x) es una primitiva de otra funcion f(x) sobre un
intervalo (a,b) si para todo x de (a,b) se tiene que F'(z) = f(x).

Por ejemplo, la funcién F(z) = 22 es una primitiva de f(z) = 2z en todo R pues (z?)" = 2u.

El siguiente teorema es una consecuencia trivial del teorema del valor medio de Lagrange.

Teorema A.2 Sean F(x) y Fa(x) dos primitivas de la funcion f(x) en (a,b). Entonces, para todo
x de (a,b), F1(x) — Fa(x) = const. Es decir dada una funcion f(x) sus primitivas difieren en una
constante (en adelante denotaremos por C' a una constante cualquiera).

Definicién A.3 El conjunto de todas las primitivas de una funcion f(x) definida en (a,b) se
denomina integral indefinida de f(x) y se denota por | f(x)dx. De manera que, si F(x) es una
primitiva de f(z),

/f(a:)dx:F(a?)—i—C’ (A1)

Mediante una simple derivacion es sencillo comprobar el siguiente

Teorema A.4 (Propiedades de la integral indefinida.)

%{/ﬂmmﬁzﬂm

2 /dF(:U) _ Fla)+C

5 [ g@)de = [ f@)det [ g ds
b [l s@lde = [ s da

Teorema A.5 Tabla de Integrales

1. /Odm:C’

2. /1d:c:m+C

Vo € R -1
a—i—l a€eR, a#

dzx =log |x| + C

SN

a®dr =

C 0 1
loga+ , a>0,a #

A
-/
-/
/
o

cosxdr =senx +C

dr =tanx + C

cos? x
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1
9. / dx = —cotanz + C

sen? x

arcsen z + C

1
10- /\/1_x2dx_{ —arccosx + C
1 arctanz 4 C
1L /1+;p2d$_{ —arcctgx + C
1
: ————dx=1o ’:1:—1—\/3:2:&1’—1-0
/\/:U2:|:1 s

1 1
13. /1_x2dar—§log

14. /sinhxdx =coshz +C

12

r+1
r—1

R

15. /coshxdac =sinhx + C

1
16. /ﬁdm:tanha}jLC
cosh” x

1
17. / e dr = cothz +C

A.1. Meétodos de integracién.
A.1.1. Integracién por cambio de variable.

Teorema A.6 Seat = ¢(x) una funcion derivable en x y sean X = (a,b) el dominio yT = ¢[(a,b)]
la imagen de ¢(x). Supongamos que sobre el conjunto T existe la primitiva de la funcion g(t), o
sea,

/ (B)dt = G(t) + C.

Entonces sobre todo el conjunto (a,b) la funcion gl¢(x)|¢’(x) tiene una primitiva y ademds

Demostracién: Basta notar que (G[¢(x)]) = G'[¢p(x)]¢ (x) = g[p(x)]d (). [

Ejemplo A.7

a) Calcular / cos(2z) dzx. Como la integral no es de la tabla es necesario convertirla en una de la

tabla. Para ello hacemos:

_[y=2 | _ dy _ 1 _1
/cos(21:)d:c—{ dy = 2dz }—/cos(y) 5 —2seny+C—2sen(2:Jc)+C

b) Calcular / e % senx dx. Como la integral no es de la tabla es necesario convertirla en una de

la tabla:

dt = —sen dz

/ecosxsenxda::{ t=cosz }:—/eydyz—ey—i-C':—eCO”—i-C'
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A.1.2. Integracién por partes.

Supongamos que las funciones u(z) y v(z) son derivables en un intervalo (a,b) y existe la
primitiva de la funcién v(z)u/(z) en (a,b). Entonces, sobre (a,b) existe la primitiva de u(x)v'(z) y
se cumple que

/u(x)v'(w) dx = u(x)v(x) — /v(m)u'(x) dx, (A.2)
o en forma diferencial
/u(:c)dv(x) = u(x)v(x) — /v(x)du(ac) (A.3)
Demostracién: Para probarlo es suficiente notar que [u(x)v(z)]" = o/ (x)v(z) + u(z)v'(z) y la
propiedad 1 del teorema A.4.

Ejemplo A.8

a) Calcular / x2" logz dz. Como la integral no es de la tabla es necesario convertirla en una de la
tabla. Utilicemos la integracién por partes:

u(z) =logz, du(z)=1dx s "
" logxdr = T = logx — dx =
dv(z) = 2" dz, v(z)= T n+1 n+1

1 1
= logz — +C
n—l—l(ng n+1>

b) Calcular I = / e cos br dz. Como la integral no es de la tabla es necesario convertirla en una

de la tabla. Utilicemos la integraciéon por partes:

Y | u(x) = e, du(r) = aedr | _ e“senbr a [ ..
I—/e cosbxdx—{ dv(x) = cosbx da, v(m):%senbx ==  3/° sen bx dz.

La integral / e senbr dr es de la misma forma que la original asi que volveremos a aplicar

integracién por partes:

az ] u(z) = e, du(z) = ae® dz _ e"cosbzr  a .
/e senbrdr = { dv(z) =senbrdr, u(x)=—%cosbr | b Ty e bu dr.
Juntando las dos férmulas anteriores concluimos que
axr b 2
I= w + %eaxcosbx - 2—21,

de donde, resolviendo la ecuacién respecto a I obtenemos:
bsen bx + a cos bx
a? + b?
Algunas de las integrales que pueden ser calculadas utilizando la integracién por partes son:

I = /e‘w cosbxdr = e + C.

1. Las integrales donde aparezcan las funciones logx, arcsenx, arccosz, log¢(z), potencias
enteras de las funciones anteriores, entre otras donde tendremos que escoger como funcién
u(x) a alguna de las funciones anteriores (ver ejemplo a).

2. Las integrales [ (ax + b)"sencxdx, [ (ax +b)"coscxdr y /(aaj + 0)"e“” dx. Donde para

encontrar las primitivas hay que utilizar la férmula de integracién por partes n veces tomando
cada vez u(x) = (az + b)", u(z) = (ax +b)"~!, ..., respectivamente.

3. Las integrales de la forma /eax sen bx dx, /eax cos bz dz, /sen(log x)dxy /cos(log x)dx.

Para encontrar las primitivas hay que denotar por I a cualquiera de las integrales anteriores,
aplicar dos veces integracién por partes y resolver la ecuacién resultante respecto a I (ver
ejemplo b).
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A.2. Integracion de funciones racionales.

P,
Definicién A.9 Diremos que una funcion racional f(x) = n(2) es simple si el grado del poli-

a Qm(z)

nomio Py, (x) es menor que el del polinomio Qu,(x), o sea, sin < m.

Si n > m entonces podemos dividir los polinomios P, (x) y @mn(z) de tal forma que

= Pn_m(x) + , donde k< m.
Qu(e) TG
P, () o . . .
Teorema A.10 Supongamos que Om(@) es una fraccion simple, y que el polinomio denominador
m(T

se puede factorizar de la siguiente forma
Qn(z) = (x —21)™ - (. — 2p)" (2* + pro + @)™ - -+ (2% + prx + @)™, (A4)

donde x1,...,x, son las raices reales de Qm(x), y los factores 22 4+ pix+q, i =1,..,k no tienen
P (z)

raices reales. Entonces, la fraccion simple se puede descomponer en las siguientes fracciones

elementales simples:
Pn(x) . An1 An1—1 Ay
S R e R e LT S o B
+ Bnp + Bnp_l +...+i+...+
(x—ap)™  (x—xp) ! (. — )
(A.5)
Mmll'—l—le Mix + Ny
(22 4+ prx+q)™ (x2 4+ prz +q1)
Lmkl’—FKmk Lz + Ky
(22 + ppx + qp)™ (22 + pra + qi)’

donde A;, B;, M;, N;, L; y K; son ciertas constantes reales.

Para determinar dichas constantes sumamos los términos de la derecha. Nétese que el denominador
comun coincide con (A.4) y el numerador es un polinomio de grado a lo sumo n. Luego comparamos
el polinomio numerador que se obtiene al sumar las fracciones méas simples en (A.5) con P, (z).
Igualando los coeficientes de ambos obtendremos un sistema de n ecuaciones con n incognitas
que podemos resolver para encontrar los coeficientes indeterminados A;, B;, M;, N;, L; y K;. No
obstante es posible encontrar el coeficiente A,,, de los sumandos correspondientes a uno de los ceros
reales z;, o sea, el A, de

Ani + Am—l + + Al
(x—z)™ (2 — )t (x —x;)’
utilizando la propiedad que
Pn — 4 i
i (@)@ = 2™ Ap,. (A.6)

ST Qula)
Como consecuencia de lo anterior, si Q,(z) tiene m ceros reales y simples, o sea, si su factorizacién
es de la forma

Qn(z) = (z —z1)(z —22) -+ (2 = Zm1) (2 — ), (A7)
entonces, O (@) se puede descomponer en las fracciones elementales simples:
m(x
P, (513) Ay Aa Am—1 Am

@)~ @om) @) T tm) T @ am) (A8)
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donde Aq,..., A, se calculan por la férmula

e Pa@)(@ =)
Ay = lim Qum (@)

Teorema A.11 (Primitivas de las fracciones simples mds elementales) 7

. k=1,2,....m. (A.9)

A
1) / dx = Alog |x — a| + C;
r—a

B B 1
2 ——dx = c, k>1,
) /@_a)k z l_k($_a)k_1+ : ; (A.10)
Mx+ N M 2N - M 2
3) QL x:—10g|x2+px+q|+7parctan it 4 +C.
Tt prtq 2 4q — p? q—p?

Ejemplo A.12

x
22 —3x+2

a) Calcular /

dx. Primero encontraremos las fracciones simples mas elementales:

x B x A n B
2-3r+2 (r—1)(z-2) x-1 =x-2

Luego, utilizando (A.9) obtenemos

A= 1fm 1)

e 1, B=1l
221 (z — 1)(z — 2) ’ =

Finalmente, utilizando (A.10) obtenemos

x -1 2
———dx = dr = —1 — 1|+ 21 —2 .
/952—333+2 x /(m—1+:p—2> x oglr — 1|+ 2log |z — 2|+ C

a) Calcular /

53 dx. Primero encontraremos las fracciones simples mas elementales:
(x —1)2(22+1)

x B A n B +C:C+D
(z—-1)2(z2+1)  (z—1)2 -1 22+1

A2 +1)+ B2 +1)(z — 1)+ (Cx + D)(z — 1)?
(x —1)*(z* +1) '

Para encontrar los coeficientes A, B, C, D igualamos los polinomios de los numeradores:

= A(x?+1)+ B2® +1)(z — 1)+ (Cz + D)(z — 1)~
Dos polinomios de grado 3 son iguales si los coeficientes de las potencias z2, 22, z y 2 son iguales,

por lo que igualando dichos coeficientes obtenemos el sistema de ecuaciones:

a3 B+C=0 A:%
2?: A-B-20+D=0 cuya solucion es B=0
z!l: B+C-2D=1 C=0
A A—B+D=0 D=-1

También es posible utilizar otra propiedad de los polinomios: dos polinomios de grado n que toman
n — 1 valores iguales en n + 1 puntos dados son idénticamente iguales, es decir, si P, (zr) = Qn(zk)
para ciertos 1, ..., Tp4+1 (distintos entre si), entonces P, (z) = Q,(x) para todo x € R. En nuestro

"Se supone que x? + px + ¢ no tiene raices reales.
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ejemplo es conveniente tomar como los zjp los ceros de los polinomios denominadores y luego el
resto de los valores tomarlos los més sencillos posibles:

r=1: A=1 A=1
2=—1: 2A—4B—4C +4D = -1 y B=0
=2 BA+5B+2C+D =2 cuya solucicnes
z=0: A-B+D=0 D=-1

que coincide con la encontrada por el método anterior. Luego,

/ v d—l/ L L o1 lacane+c
-2+ " "2 @02 2+1] YT T2@—o1) 2¥TMITTE

A.3. Integrales trigonométricas.

En este apartado vamos a estudiar las integrales de la forma / f(senx, cosx) dx las cuales se

convierten en integrales racionales mediante la sustitucién trigonométrica ¢ = tan 3,

t=tanZ dr = _2dt 2
B = 2 T 142 B 2t 11—t 2
/f(senaz,cos:c)dx— e R _/f<1+t2’1+t2 1+t2dt’
senx = cosxT =
1+ ¢2 1+¢2
que es un integral de una funcién racional.
Ejemplo A.13
d
Calcular la integral / T
sen x
d t=tan % dr = 24, dt
/ z = 2 1+1t2_t2 2/—:10g|t|+C:log‘tan£’+C.
sen T SeNT = {7 COST = [ t 2

Existen varios tipos de integrales trigonométricas que se pueden racionalizar con cambios mas
sencillos. Ellas son las siguientes:

1. /f(sen:v,cos x) dx, donde f(—senx,cosx) = —f(senx,cosx), cambio t = cosx
2. /f(senw,cos x)dz, donde f(senx,—cosx) = —f(senz,cosx), cambio t = senx

3. /f(sena:,cos x)dz, donde f(—senz,—cosx) = f(senz,cosz), cambio t = tanx

Ejemplo A.14

dx

a) Calcular la integral / . Esta integral es del tipo 1. Luego,

sen x

dx t=cosz dr = ——4t dt 1 14t .
— 1—¢2 — _ —:——1 _ C:l ‘t _’ C
/sena; {senx:«/l—ﬂ cosx =t } /1—t2 Zog’l_t‘—i— og an2—|—

z

que coincide con el resultado obtenido al utilizar la sustitucion ¢ = tan 3
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b) Calcular la integral / cos® z dz. Esta integral es del tipo 2. Luego,

dt

3 =senx dr = A / 9 15 sen®
cos’ x dxr = 1—t = [1—-t*dt=t—=t°+C =senx— +C.
/ { cost =+v1—1t2 senx=t 3 3

c¢) Calcular la integral / tan® z dz. Esta integral es del tipo 3. Luego,

t=tanzx de = 4L, t3 t
/tan3x dr = 1 1+t2t —/ s dt = / t———5|dt=
COST = ey senxzﬁ 14+¢ 1+¢

2

2 1 )

tanz 1 tan?
ar;x—glog(l—ktanza:)—}—C: an v

+ log | cos x| + C.

A.4. Integrales irracionales.
En este apartado vamos a estudiar las integrales de la forma [ f(z, V2 + a?) dz, [ f(z,Va? — 22) dx
v [f (x o g;ig) de.

A.4.1. Las integrales /f(:z:, vatta?)dr y /f(a:, Vva? —z?)dx.

Estas integrales irracionales se convierten en integrales trigonométricas mediante los cambios:

/f )dx cambio x = asent
/f - a2) dz, cambio x = a
sent

/f V22 + a2) dz, cambio z = atant
Ejemplo A.15

a) Calcular la integral / vV a? — 22 dz. Esta integral es del tipo 1. Luego,

2 2

/\/ —a:2dm—{ v =asent }:aQ/COSQtdt:a—t—i-azseth—i—C,

dxr = acostdt 2

pero, sen 2t = 2sentcost = 2senty/1 — sen?t = 3—“2”\/ a? — x2, por tanto
2
a r x
/\/&2 — a2 dx = 5 aresen — + 5\/a2 —x2+ C.
a

b) Calcular la integral / V22 — a? dx. Esta integral es del tipo 2. Luego,

a

= — — dy
x cos2t 9y = cost dt = ————
/ Va2 —a?dx = sent o = —a2/ dt = 1-y?

dr = — dt sen’ ¢ sent = /1 —1y2 cost=y

sen? t

- aQ/ﬁdt:aZQ/{u—ly)? ‘<1iy>+<1+1y>2_<1iy>} "= a? { L=y ’y“ ]
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pero, y = cost = /1 —sen?t = ¥ x2_“2, por tanto

T

2
/\/x2—a2dﬂc:§ —a2—a—log —I—C——\/332—a2—%log‘aj+\/332—a2‘—|—0.

c¢) Calcular la integral / V22 + a? dz. Esta integral es del tipo 3. Luego,

r=atant = - _dy
/w/mQ—l—anx:{ dt }:ag/ 1 dt:{y sent dt 1_y2}

dx = cost =+/1—y

cos? t

1 a2/[ 1 1 1 1 ] a2[2y y+1}
2
—a? ) — _at=" + + + dt = & +log |2~ | + ¢,
/(1—3/2)2 4/ [A=y)?  (-y)  (A+y)?*  (1+y) 4 [1-y? y—1
pero, y = sent = Jlf?ai@t = \/x2’”+a2, por tanto
N 2
/\/:E2—|—a2dx— x2—|—a2—|——lo T 1:2+a2 ng x2+a2+%log‘x+\/ft2+a2‘—|—0.
¢+ a

/ b
A.4.2. Las integrales /f (x, \ ﬂ) dzx.
cr +d

Las integrales del tipo
axr +b
\ d
/f(x, CHd) -,

se racionalizan mediante el cambio ¢t = {/ aztb

cr+d

Ejemplo A.16

dx
Calcular la int 1l | ————. Esta int 1 ionali 1 bio t = /z + 1. L ,
alcular la mtegra / 1t W Sta 1mtegral se racionaliza con el camblo x uego
dx t=yr+1 t2dt

de donde, deshaciendo el cambio t = /x + 1, obtenemos

3
5\3/1' +1(Vo +1-2)+3log(1+ vz + 1)+ C.
El calculo de primitivas es necesario para calcular integrales definidas de funciones continuas.

Teorema A.17 Teorema fundamental del cdlculo y Férmula de Newton-Leibniz. Sea f : [a,b] — R
continua en |a,b]. Entonces f tiene primitiva en [a,b] y una de ellas es la funcion

@::/mf@)ﬁ, ¢ (a,b). (A1)

Ademds, f(x) es integrable en [a,b] y

[ rwyar=aw

siendo ®(x) una primitiva cualquiera de f(x).

= 3(b) — ®(a), (A.12)
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B. Anexo: Algebra lineal

B.1. Sistemas lineales y matrices.

Diremos que un sistema de n ecuaciones y m incégnitas es un sistema lineal si dicho sistema

tiene la forma:
a1121 + a12T2 + @133 + - -+ + ATy, = b1
a21x1 + a2 + 4233 + - -+ + a2m Ty = ba

(B.1)
Ap1T1 + p2T2 + 323 + - - + ApmTm = by

Una matriz de dimensiones n X m no es mas que una “caja rectangular” con n filas y m columnas.

El sistema de ecuaciones (B.1) estd completamente caracterizado por su matriz asociada que no
es mas que la matriz en cuya fila i (i = 1,2, ...,n) estan colocados los coeficientes a;; (j = 1,2,...,m)
y el término independiente b; correspondientes a la i-ésima ecuacién del sistema (B.1). De esta forma
la matriz asociada al sistema (B.1) tendrd la forma

aiy a2 a3 - aum b
a1 a2 G23 -+ G2, b
. . . ) (B.2)
Gnl Gn2 Gnp3 - Qpm by
y se denomina matriz ampliada del sistema. A la matriz
ailr a2 a3 - Gim
a1 G2 a23 - G2m
) (B.3)
anl Aap2 Aap3 - anm

se le denomina matriz de coeficientes del sistema.

Un sistema lineal de la forma (B.1) es compatible si existen los valores de x1, x2, ..., T, tales que
se cumplan todas y cada una de las ecuaciones del sistema (B.1). Si existen dichos valores diremos
que el sistema tiene solucién. Si un sistema lineal de la forma (B.1) no tiene solucién decimos que es
un sistema incompatible. Un sistema compatible que tiene una tinica solucién se llama determinado
y si tiene infinitas soluciones indeterminado.

Dos sistemas de ecuaciones se denominan equivalentes si tienen el mismo conjunto de soluciones.

Un sistema de ecuaciones lineales se puede transformar en otro sistema equivalente mediante
las siguientes operaciones elementales:

1. Intercambiar dos ecuaciones.
2. Multiplicar por una constante no nula una ecuacién cualquiera.
3. Reemplazar una ecuacion por la suma de ésta mas un multiplo de cualquier otra ecuacion.

Dada la equivalencia de los sistemas lineales con sus matrices asociadas (las matrices ampliadas)
las operaciones anteriores tienen su analogo al operar con las matrices. De forma que a cada una
le corresponden las siguientes operaciones por filas

1. Intercambiar dos filas.

2. Multiplicar por una constante no nula una fila cualquiera.
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3. Reemplazar una fila por la suma de ésta mas un multiplo de cualquier otra fila.

Las operaciones anteriores se denominan operaciones elementales de filas.

Diremos que dos matrices son equivalentes por filas si a cualquiera de ellas la podemos trans-
formar en la otra utilizando s6lo operaciones elementales de filas. Es importante recordar que las
operaciones elementales de filas son reversibles y por tanto las operaciones elementales descritas no
cambian la solucién del sistema original de ecuaciones.

B.2. Formas escalonadas y el algoritmo de reduccién por filas.

En adelante diremos que una fila es una fila no nula si tiene al menos un elemento diferente
de cero. Definiremos elemento guia de una fila al primer elemento (por la izquierda) no nulo de la fila.

Diremos que una matriz esta en forma escalonada si:
1. Todas las filas no nulas estan por encima de las nulas.

2. El elemento guia de cada fila se encuentra siempre en una columna a la derecha del elemento
guia de la fila anterior.

3. Debajo de cada elemento guia sélo puede haber ceros.

Las matrices escalonadas tienen tipicamente la forma:

B ox ok x x x X WOk x x x %
0O m *x *x *x *x x 0O m * *x * x
0 000 m *x % |, 0 0 m *x x x |, (B.4)
0 000 0 m = 0 00 m x =
0 00O O0O0O 0 0 00 0 m =

donde m denota a los elementos guias de cada fila. Si exigimos ahora que los elementos guias
sean todos iguales a 1, y que ademds sean los tnicos elementos diferentes de cero de la columna
entonces diremos que la matriz escalonada esta en forma reducida. Utilizando las formas escalonadas
anteriores (B.4) tenemos que sus correspondientes formas reducidas son:

1 0  x 0 0 = 1 0 00 0 =«
01 « x 0 0 =% 01 0 0 0 =
000010 x|, 0 01 0 0 = (B.5)
00 0 0 0 1 = 0 0 01 0 =
00 0 O0O0O0DTFO 0 0 0 0 1 =

Cualquier matriz puede ser transformada mediante transformaciones elementales de fila en una
matriz con forma escalonada no teniendo siempre ésta tltima una forma tinica. Por el contrario las
formas escalonadas reducidas son tUnicas, es decir se cumple el siguiente teorema:

Teorema B.1 Cualquier matriz es equivalente por filas a una unica matriz con forma escalonada
reducida. [ |

Una consecuencia del teorema anterior es que los elementos guias estdn siempre en la misma
posicién en cualquiera de las formas escalonadas obtenidas de una matriz dada mediante trans-
formaciones elementales de fila. Dichas posiciones se denominan pivotes y las columnas donde se



B ANEXO: ALGEBRA LINEAL 85

encuentran se denominan columnas pivotes. Asi, por ejemplo

pivote

!

B o x k * x %

0 m * *x * x %

0 000 m * x (B.6)
000 0 0 m x

00 00 O0O0O 0

T 1

columnas pivote

Algoritmo de reducciéon por filas.

El algoritmo de reduccién por filas consta de dos fases (partes). La primera consiste en trans-
formar una matriz cualquiera en una equivalente por filas con forma escalonada. Esta fase se le
denomina fase hacia abajo o subproceso hacia abajo. La segunda parte consiste en transformar la
forma escalonada en la forma reducida. A la segunda parte se le denomina fase hacia arriba o
subproceso hacia arriba.

Para obtener la matriz en forma escalonada realizamos lo siguiente:

Subproceso hacia abajo. Este proceso consta de cuatro pasos:

1. Se comienza por la primera columna de la izquierda (generalmente es una columna pivote) y
se selecciona un elemento diferente de cero. Este sera el primer pivote.

2. Se coloca el elemento seleccionado en el extremo superior izquierdo intercambiando, si es
preciso, las filas de la matriz hasta que dicho elemento se encuentre en la posiciéon de pivote.

3. Utilizando las operaciones elementales de filas crear ceros debajo del pivote.

4.  Tapamos la fila (o filas si hay mds de una) con la posicién pivote creada en los pasos ante-
riores (1-3) y aplicamos los pasos 1-3 a la submatriz que nos queda (constituida por las filas
restantes). Este paso se repite hasta que no queden més filas no nulas.

Para obtener la matriz en forma escalonada reducida a partir de la forma reducida obtenida me-
diante los pasos 1-4 debemos realizar lo siguiente:

Subproceso hacia arriba. Este proceso consta del siguiente paso:

5. Comenzando por el primer pivote de la derecha creamos, mediante operaciones elementales
de filas, ceros encima del mismo. Si el pivote no es uno dividimos por su valor para que lo sea.
Continuamos el proceso hacia la izquierda hasta terminar con el primer pivote de la izquierda.

B.3. Solucién de un sistema de ecuaciones lineales.

La solucién de un sistema de ecuaciones lineales la podemos encontrar a partir de la matriz
asociada al sistema. Para ello primero transformamos la matriz en una equivalente por filas que
tenga forma escalonada o escalonada reducida. Las variables correspondientes a las columnas pivote
se denominan variables principales o bdsicas. El resto de las variables se denominan variables libres.
El significado de una variable libre es que dicha variable puede tomar cualquier valor. La solucién
de un sistema viene dada al escribir el valor de las variables principales, las cuales pueden venir
expresadas en funcién de las variables libres.
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Por ejemplo, consideremos la matriz del sistema (B.6). Dicha matriz representa un sistema de
5 ecuaciones con 6 incognitas. Las variables principales seran 1, xo, x5, x¢ y las libres x3,x4. De
la forma de la matriz observamos que x5, xg estan completamente determinados por los términos
independientes (recordar que la tltima columna estd compuesta por los términos independientes
de las ecuaciones) pero 1, z2 dependen tanto de los términos independiente como de las variables
libres x3, z4. Es decir fijando diferentes valores de z3, z4 obtenemos diferentes valores de x1, x2. Por
ejemplo, el sistema (z1 depende de la variable libre x3)

1 0 -5 1 1 =1+ dzx3
0 1 0 4 | tiene lasolucién { x2 =4 (B.7)
00 0 O xg es libre

De todo lo anterior deducimos el siguiente teorema de existencia y unicidad:

Teorema B.2 Un sistema de ecuaciones lineales en compatible si y solo si la primera columna de
la derecha de la matriz ampliada del sistema no es una columna pivote, o sea, no existe ninguna
fila de la forma (000 --- 0 «) con « diferente de cero. Si el sistema es compatible entonces tiene
solucion dnica (sistema compatible determinado) si no hay ninguna variable libre y tiene infinitas
soluciones (sistema compatible indeterminado) si existe al menos una variable libre. ]

Por ejemplo, los sistemas correspondientes a las dos matrices (B.4) son compatibles siendo
el correspondiente a la primera matriz indeterminado (tiene dos variables libres) y el segundo
determinado (no tiene variables libres). Por el contrario el sistema correspondiente a la matriz

, (B.8)

cocoooh
=Nl
OO DO * ¥
OO O ¥ ¥
O O B *x ¥
O O % ¥ ¥
O B ¥ % %

es incompatible al ser la tltima columna una columna pivote, o lo que es igual, al tener la fila
(000 --- 0 m) (recordar que m denotaba al elemento guia que por definicién es diferente de cero).

B.4. Vectores y ecuaciones matriciales.
B.4.1. Vectores de R"

Un vector de R" no es mas que un conjunto de n ntmeros ordenados de la forma

Z1

€2
T = . , donde x4, ..., z,, son nimeros reales.

Tn

es decir un vector es una matriz de n x 1. Los valores zy,...,z, se denominan coordenadas (o
componentes) del vector x. Diremos que dos vectores son iguales si todas sus componentes son
iguales, o sea

T 1
T2 Y2

r=1y < : = : <~ T1 = Y1, s T = Yn.-
Tn Yn

Llamaremos vector nulo 0 al vector cuyas componentes son todas iguales a cero.
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B.4.2. Operaciones con vectores.

Sean z, vy, z, w vectores de R" y «, 8 ntmeros reales. Definiremos la suma de dos vectores
x e y al vector z de R™ cuyas coordenadas son la suma de las coordenadas de x e y, o sea,

z1 il Y1 1+
Z2 T2 Y2 T2 + Y2
z=x+y = ) = ) + . = . )

y definiremos la multiplicacién de un vector x por un escalar (ntimero) « al vector w cuyas com-
ponentes se obtienen al multiplicar las componentes de x por «, o sea,

w1 AT

w9 AT
w=uaxr — . =

Wn, aTp

Dichas operaciones cumplen las propiedades
1. z4+y=y+=z
2. (z+y)+z=z+W+=2)
3. z4+0=04+2=2x
4. x+ (—z) = (—z)+ 2 =0 donde (—x) denota al vector (—1)x
5. alr+y) =ar+ay
6. (a+pB)r=azx+ Pz
7. a(Bz) = (af)e
8. lz==x

Diremos que un vector x de R™ es combinacién lineal de los vectores ai,ao,...,a, de R™ con
pesos af, ..., au,, nimeros reales, respectivamente si x se expresa de la forma

T =aa1a1 + a0 + -+ anpanp.

Definiremos espacio generado por los vectores ai,as,...,a, de R™ y lo denotaremos como
span (aq, ...,an) = L(ai,...,a,) al subespacio de R™ constituido por todos las combinaciones li-
neales de los vectores a1, as, ..., a,, es decir, al conjunto de todos los vectores de la forma

L(ay,...,an) = span(ai, ...,an) = ajai + agag + -+ - + apay,

quienes quiera sean «j, ..., numeros reales.

Definiremos una ecuacién vectorial a la ecuacién de la forma
r1a1 + 209 + - - - + Tpay = b,

donde b es un vector dado de R™ y x1, o, ..., £, son las incégnitas que se quieren encontrar. Es facil
comprobar que la ecuacion vectorial anterior tiene la misma solucion que el sistema de ecuaciones
lineales cuya matriz ampliada tiene la forma

[a1 ag - - apb].

Ademas b estd en span (a1, ..., a,) si y solo si el sistema [a; as - - - ay, b] es compatible.
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B.4.3. La ecuacién Az = b.

Sea A una matriz m X n con columnas ai,as, ..., a, (vectores de R™) y z un vector de R".
Definiremos la multiplicacién de una matriz A de m X n por un vector x de R™ al vector z de R™
definido por

z1
z2
z=Ar=la1az2 ---a,) | . | =>4 + 2202+ + THON.

Tn

Teorema B.3 Sea A una matriz mxn con columnas ai,as, ...,an y b un vector de R™. La ecuacion
matricial
Arx=1b

tiene la misma solucion que la ecuacion vectorial
zr1a1 + x2a2 + -+ + Tpa, = b,
la cual a su vez tiene la misma solucion que el sistema cuya matriz ampliada tiene la forma
[a1 ag - - -anb].
|

Una consecuencia de este teorema es que la ecuacion Az = b tiene solucion si y sélo si b es una
combinacion lineal de las columnas de A.

Teorema B.4 Sea A una matriz mxn con columnas ai,as, ..., an. Las siguientes tres afirmaciones
son equivalentes:

1) Para todo b vector de R™, la ecuacion Ax = b tiene solucion.
2) Las columnas de A generan R™, o sea, R™ = Span(ay,az, ..., ay).

3) A tiene una posicion pivote en cada fila. [ |

Regla para el cdlculo de Az. Para calcular la i—ésima componente del vector Az (si éste
estd definido) tenemos que sumar los productos de la i—ésima fila de A por las coordenadas de z,
o0 sea,

ail a2 @13 -+ Gln T airy + apx2 + - + A1pTny
az1 G2 @23 -+ Q2 T2 a21x1 + a22T2 + - - - + a2pTy
aAml Am2 am3 **° Amn Tn aAm1x1 + amax2 + - + AmnTn

Teorema B.5 Sea A una matriz m x n con columnas ai,as, ...,an, x, y vectores de R" y a un
numero real cualquiera. Las siguientes propiedades son validas:

1) A(x +y)=Az+ Ay, 2) Alaz) =a(Azx) [
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B.4.4. Conjunto solucién de los sistemas lineales.

Todo sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas se puede escribir en forma matricial
Ax = b donde la matriz de coeficientes A es una matriz m x n, x es un vector de R™ y b es un
vector de R™.

1. El sistema lineal Az = 0 se denomina sistema homogéneo. Dicho sistema siempre tiene la
solucién trivial x = 0. Ademas se cumple que el sistema homogéneo tiene soluciones no tri-
viales si y sélo si el sistema tiene al menos una variable libre, o sea la matriz A tiene al menos
una columna que no es pivote.

FEl conjunto solucién de un sistema homogéneo se escribe como el conjunto de todas las
combinaciones lineales de ciertos vectores sy, s2, ..., s, cuyo ntmero coincide con el de las
variables libres del sistema. Para obtener los vectores s1, s2, ..., s, se puede hacer lo siguiente:
1) Escribir el vector solucién = expresando las variables principales en funcién de las libres.
2) El vector s; se obtiene del vector x anterior al sustituir la primera variable libre por 1 y las
demads por cero. El segundo vector so se obtiene del vector x anterior al sustituir la segunda
variable libre por 1 y las demdés por cero. Y asi sucesivamente.

Por ejemplo si la solucién z de Az = 0 viene dada por (dos variables libres xa, x3)

3T2 — 373 1 3 —3

To , entonces T2 = X9 1 +x3 0

T3 T3 0 1
N——

»
flary

52
2. El sistema lineal Az = b con b # 0 se denomina sistema no homogéneo.

Teorema B.6 Supongamos que Ax = b tiene solucion para cierto b de R™. Sea p una
solucion de Ax = b (solucién particular). Entonces el conjunto solucion del sistema no
homogéneo Ax = b es el conjunto de todos los vectores de R™ de la forma

v =p+aon, (B.9)

donde xp, es la solucion general del sistema homogéneo correspondiente A xp = 0.

B.4.5. Dependencia e independencia lineal.

Un conjunto de vectores ai,as, ...,a, de R™ se denomina linealmente independiente si la
ecuacién vectorial
r1a1 + T202 + - -+ + xTRay =0,

tiene como unica solucién la trivial x;1 =--- =z, = 0.

Un conjunto de vectores aq, as, ..., a, se denomina linealmente dependiente si existen los valores
xr1,x2, -+, Ty No todos iguales a cero tales que se verifique la ecuacién vectorial

r1a1 + X202 + - -+ + Tpay, = 0.

Teorema B.7 Un conjunto S = {a1,as,...,ap} de dos o mds vectores es linealmente dependiente
sty solo si al menos uno de los vectores del conjunto es combinacion lineal de los demds.

Como consecuencia del teorema anterior se deduce que:

1) Dos vectores a; y ag son linealmente dependientes si y sélo si son proporcionales, es decir, si
existe un nimero real a tal que a1 = aas 0 as = aa;.
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2) Si ay,ay,...,a, son vectores linealmente dependientes y a1 # 0 entonces para cierto j > 1 el
vector a; es combinacién lineal de los anteriores, es decir,

a;j =x101 +2x2+a2+---+Tj—105-1.

NOTA: Esto no implica que si tenemos un conjunto de vectores linealmente dependientes a1, as, ..., a,
necesariamente cada vector es combinacion de los anteriores.

Teorema B.8 Un conjunto S = {ai,as,...,an} de dos o mds vectores de R™ con n > m es
necesariamente un conjunto linealmente dependiente.

Teorema B.9 Un conjunto S = {ai,as,...,a,} de dos o mds vectores de R™ con alguno de los
vectores a; = 0 (1 < i < n) es necesariamente un conjunto de vectores linealmente dependientes, o
sea si alguno de los vectores de S es el vector nulo entonces S es un conjunto de vectores linealmente
dependientes.

B.5. Algebra de matrices.

Vamos a estudiar las operaciones elementales de las matrices. El elemento a;; de una matriz
A es el que se encuentra situado en la intercepcién de la fila ¢ con la columna j:

columna j

a1 a2 - Gl vt Qlp

Gg1 @2 -+ Ggj -t Q2p
(B.10)

filat — a1 G v | Qg |ttt Qin

Qml Am2 - QAmj *°° Qmp

B.5.1. Suma de matrices y multiplicaciéon por un escalar.

Sean A = [ajag -+ ay)y B =[b1bs -+ b,] matrices de dimensiones m xn, donde a1, ag, ..., a,

y b1,ba, ..., b, son vectores de R™. Definiremos la suma de dos matrices A y B a la matriz C cuyos
vectores columnas coinciden con la suma de los correspondientes vectores columnas de A y B, es
decir:

C:A+B:[a1a2-~an]+[b1b2---bn]:[al—f-blag—l—bg---an—l—bn],

o en términos de los elementos matriciales: C' = ||¢;;|| = ||asj+bij||. Sea o un niimero real cualquiera
y A =lajaz -+ ay] una matriz de m x n. Definiremos el producto de una matriz por un escalar a
la matriz cuyas columnas coinciden con las de A multiplicadas por «, es decir:

aA =alajag - ay] = [aag aag -+ aay),
o bien o A = of|a;|| = || ayj|
Teorema B.10 Sean A, B y C matrices de m X n y «, B numeros reales. Entonces:
1. A+B=B+A.
(A+B)+C=A+(B+C).
A+0=0+ A=A, donde 0 =1|0]| es la matriz nula.
a(A+ B) = aA + aB.
(a+pB)A=aA+ (A
a(BA) = (a ) A.

S & e
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B.5.2. Multiplicaciéon de matrices.

Sea A = [a1as --- ap] matriz de m x ny B = [b1by --- by] de n x p. Se define la matriz
producto C' = A - B a la matriz de m x p definida por:
A-B=A[by by - by = [Aby Aby - - Abp], (B.11)

o elemento a elemento:

n
(A~ B)ijll = > anbay.
k=1
Noétese que cada columna de A - B es una combinacién lineal de las columnas de A:

A B =[Aby Aby -+ Aby) = > bpaax > broar -+ Y bpaxl.
k=1 k=1 k=1

Una interpretacion de la multiplicacién de matrices se puede dar a partir de la composicién de las
aplicaciones lineales: Sea T : R™ — R una aplicacién lineal con matriz A de mxny S : RP — R"
una aplicacién lineal con matriz B de n x p, entonces a la aplicacién @ : R? — R™ definida por
Q(z) =T(S(x)) (composicién de Ty S) le corresponde la matriz A - B de m x p.

Teorema B.11 Sean A de m x n, B y C matrices de dimensiones apropiadas para que estén
definidas las operaciones y «, B numeros reales. Entonces:

1. (A-B)-C=A-(B-0).

A-0=0-A=0, donde 0 =|0]| es la matriz nula.
A (B+C)=A-B+A-C.
(B+C)-A=B-A+C-A.
a(A-B)=(a-A)-B.

S v e e

I, -A=A-I,=A, donde I}, es la matriz identidad de k X k.
Es importante recordar que la multiplicacién de matrices no es conmutativa, es decir para cual-

quiera sean las matrices A y B tenemos que A- B # B- A .

Si A es una matriz cuadrada n X n y k es un numero entero no negativo (k = 0,1,2,...),
definiremos la potencia k— ésima de A por la férmula

AF=A-A---A-I,,  donde AY = I,,.
—_—
k veces
B.5.3. Transposicion de matrices.

Dada una matriz A de m x n, la matriz transpuesta de A, que denotaremos por A’ es la
matriz de n x m cuyas filas coinciden con las columnas de A. Si A = ||a;j||, entonces AT = ||a]|.

Teorema B.12 Sean A de mxn, B una matriz de dimensiones apropiadas para que estén definidas
las operaciones y o un numero real. Entonces:

1. (ADT = A,
2. (A+B)T =AT + BT,
3. (aA)T =aAT.
4. (A-B)T =BT. AT,
Como consecuencia de este teorema tenemos que

(A - Ay AT = AL . AT ... AT
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B.5.4. La inversa de una matriz cuadrada.

Sea A una matriz de n X n. Si existe una matriz C tal que
A-C=1,, C-A=1Iy,

entonces a C se le denomina matriz inversa de A y se le denota A~!. Las matrices A para las cuales
existe la inversa A~! se denominan invertibles. Si A es invertible entonces A~! es tinica.

Teorema B.13 Sea A una matriz cuadrada de 2 X 2 invertible

[ a b 1 d —b
A_(c d)’ entonces A _ad—bc<—c a>'

El ntmero ad — be se llama determinante de la matriz A de 2 x 2 y se le denota por det A. Nétese
que una matriz A de 2 X 2 tiene inversa si y sélo si det A # 0.

Teorema B.14 Sea A una matriz cuadrada de n x n invertible. Entonces el sistema Ax = b es
compatible determinado para cualquiera sea b vector de R™, y su solucion se expresa por la férmula
x=A"1h.

Teorema B.15 Sean A y B matrices cuadradas de n x n invertibles. Entonces:
1. (A Hl=A.
2. (A-B)y"'=pB-t.A°L
3. AT es invertible y (AT)"! = (A~HT.

Como consecuencia de este teorema tenemos que

(Ay-Ag---A)t=A AL AT

B.5.5. Matrices elementales.

Una matriz elemental de n x n es aquella que se obtiene al realizar una operacion elemental
de filas sobre la matriz identidad de n x n, es decir son las que se obtienen al intercambiar dos
filas, al multiplicar por una constante no nula una fila cualquiera y al reemplazar una fila por
la suma de ésta mas una combinacién lineal de cualquier otra. Por ejemplo, la matriz elemental
correspondiente al intercambio de la 1 y 2 filas de una matriz de 3 x 3 sera

010
Ei=|10 0],
00 1

la que corresponde a cambiar la 3 fila por la 3 mas « veces la primera sera

1 00
Ey = 01 0 |,
a 0 1

y la que multiplica la 2 fila por el niimero « sera

100
E3: 0 a O
0 01

Se puede comprobar que si multiplicamos la matriz i por una matriz cualquiera A de 3 X p la
matriz E7 - A coincide con la matriz que se obtiene a partir de A al intercambiar la 1 y 2 filas.
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Anislogamente, Es - A coincide con la matriz que se obtiene de A al cambiar la 3 fila por la 3 més «
veces la 1 fila y Fs3- A coincide con la matriz que se obtiene al multiplicar por « la 2 fila. Es decir al
multiplicar una matriz elemental £ de m x m por A de m X n se obtiene una nueva matriz F- A que
coincide con la matriz que se se obtiene al realizar la operacién elemental sobre A y dicha matriz
E se obtiene realizando sobre la matriz identidad I,,, de m x m la misma operacion elemental que
se quiere realizar sobre A. Puesto que todas las operaciones elementales son invertibles ello implica
que las matrices elementales son invertibles y la inversa de E se obtiene realizando sobre la matriz
identidad I, la operacién inversa. Por ejemplo, la inversa de F; es F;. La inversa de Es es

1 00
E;x'=|( 0o 1 0],
—a 0 1
y la de E3 es

1 0 0

1 1
E3 - 0O — 0

Q
0 0 1

Teorema B.16 Una matriz cuadrada A de n X n es invertible si y solo si A es equivalente por
filas a la matriz identidad I, de n X n en cuyo caso toda secuencia de operaciones elementales que
reducen A a I, reducen I, a A™'.

Ello implica que A ~ Ey, - Ey_1---E1 - A=1,. Luego A= (Ey - Ex_1--- E1)~! lo cual implica que
A1 =FE, -Ep_1---FE1-1,.

Como consecuencia de este teorema se tiene el siguiente algoritmo para calcular A~!: Dada la
matriz A de n x n invertible:

1. Construimos la matriz [A I,].
2. Reducimos por filas la matriz A a I,,, entonces [A I,] ~ [I,, A71].

Noétese que encontrar la inversa de la matriz A equivale a encontrar una matriz B tal que
A-B=1,o0sea, Alby --- by =[Aby --- Aby] =e1 -+ €] = I,. Es decir es equivalente a resolver
las n ecuaciones

Ablzel, AbQZEQ, Abnzena

donde ey, ..., e, son las columnas de la matriz identidad.

Teorema B.17 (Teorema de inversién de matrices) Sea A una matriz cuadrada A de n X n. Las
siguientes expresiones son equivalentes:

1. A es invertible.
2. A es equivalente por filas a la matriz identidad I, de n x n. (A tiene n posiciones pivote)
3. A es un producto de matrices elementales.

4. La ecuacion Az = 0 solo tiene la solucion trivial. (Las columnas de A son linealmente
independientes.)

5. La ecuacion Ax = b tiene al menos una solucion para cada b vector de R™, o sea, b es un
elemento del subespacio generado por las columnas de A (la solucion de Ax =b es unica).

6. FExiste un C tal que A-C = 1.

7. Existe un D tal que D - A = 1.
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8. AT es invertible.

Una consecuencia de este teorema es que si A- B =10 B-A =1, entonces A y B son invertibles
yA=B"1 B=A"1

B.6. Determinantes.
B.6.1. Definicion de determinante de una matriz cuadrada.

Sea A una matriz cuadrada

columna j
ail a2 0 A15-1 aij alj+1  ** Qlp
a1 az 0 G25-1 az; azj+1 0 Q2n
(B.12)
ai—11 G—12 *° Gi—1j—1 Qi—1j Gi—1j+1 *** Gi—1In
filai — a;1 Qjg o Qgj—1 jj Qij+1 - Qin
@411 Q5412 0 Gi415-1  Qi4+15  Gi4154+41 0 Qitln
anl ap2 - Apj—1 Gnj Gnj+1 =+ OAnp

Denotaremos por A;; a la submatriz que se obtiene a partir de A si quitamos la fila 7 y la columna
7, O sea

ari a2 -0 arj-1 aij+1 - QAlp
Ais — ai—11 @Aj—12 - Ai—1j—-1 Gi—1j4+1 - Qi—1n
i =
J @i+11  Ai4+12 0 Qilj—1  Ailj+1 - Qitln
Gnl Gp2 -+ Qpj-1 Qnj+1  *°  Gpn

Sea A una matriz nxn (n > 2). El determinante det A de la matriz A es la suma de los términos
+aj;det Ay; donde aq; son los elementos de la primera fila de A y Ay, son las correspondientes
submatrices obtenidas eliminando la fila 1 y la columna j. Mas exactamente:

det A =aj1det Aj1 —ajpdet Ajp +--- + aln(—l)nJrl det A1y, (B.13)

donde suponemos que det a = a si a es un nimero real cualquiera.

Utilizando la definicién anterior obtenemos para una matriz 2 x 2 el resultado:

ail a2
a1 Q22

det A = = aj1a2 — a21a12,

que coincide con el determinante definido en el capitulo anterior (teorema B.13).

Usualmente a la cantidad (—1)"/ det A;; se le conoce como cofactor (o menor) asociado al
elemento a;j. Utilizando esta notacién tenemos que la definiciéon anterior se puede reescribir de la
formas:

det A =a11C11 + a12C12 + -+ - + a1,C1p,

que se conoce como desarrollo del determinante de A por su primera fila.
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Teorema B.18 57 A es de n X n entonces:
det A = ai1Ci1 + ainCio + -+ + ainCip.
det A= a1jC'1j + CLQJ'CQ]' + 4 ananj.

Las dos formulas anteriores se conocen como desarrollo del determinante de A por su ¢i—ésima fila
y desarrollo del determinante de A por su j—ésima columna, respectivamente.

Teorema B.19 Si A es una matriz triangular (inferior o superior) entonces det A es el producto
de los elementos de la diagonal, o sea, det A = a1 - a2 Gnp-

B.6.2. Propiedades de los determinantes.

Los dos teoremas que enunciaremos a continuacién son los més importantes de este apartado
y nos permitirdn calcular los determinantes de matrices de orden alto (n > 4) de manera eficiente.

Teorema B.20 Sea A una matriz n X n. Sea B una matriz que se obtiene de A al realizar sobre
A alguna de las operaciones elementales de filas y sea E la matriz elemental que realiza dicha
operacion. Por ejemplo,

1. Si By es la matriz que intercambia dos filas, la matriz B = Eq - A se obtiene al intercambiar
dos filas de A.

2. Si Es es la matriz que multiplica por una constante r no nula una fila cualquiera, la matriz
B = FE5 - A se obtiene al multiplicar por r la correspondiente fila de A.

3. Si Es es la matriz que reemplaza una fila por la suma de ésta mas un multiplo de cualquier
otra fila, la matriz B = FE3 - A se obtiene al reemplazar una fila de A por la suma de ésta
mas un multiplo de cualquier otra fila.

—1  si E es del tipo Ey
Entonces, det B = det(E - A) = a det A donde a = r st E es del tipo By  Ademds, si
1 st E es del tipo E3
A =1 es la matriz identidad y por tanto det I = 1, entonces det E = «, es decir el determinante
de cualquier matriz elemental vale o —1 6 r 6 1 en dependencia si dicha matriz es del tipo E1, Fs
o FE3, respectivamente.

Como consecuencia del teorema anterior tenemos que si una fila es multiplo de un nimero r
entonces tenemos:

ail a2 e Aln ailr a2 -+ Qin
ra;pz rayg - TaAip | =T 41 a2 o Qin
an1 an2 -+ Qnpn anl Qp2 - Aapp

En particular si una fila de A es nula, det A = 0 y si una fila de A es proporcional a otra det A = 0.

Teorema B.21 Sea A una matrizn x n y sea AT su traspuesta, entonces det A = det AT

Este segundo teorema nos permite enunciar todos los apartados del teorema anterior cambiando la
palabra filas por columnas.

Es conocido de apartados anteriores que cualquier matriz A se puede, mediante transformaciones
elementales, transformar en una matriz triangular superior U (forma escalonada). Ademas si resulta
que la matriz A tiene n filas pivote entonces el determinante de A serd proporcional al det U. Luego,
si tenemos n filas pivote todos los pivotes son distintos de cero y det A # 0. Pero si A tiene n filas
pivote entonces A es invertible. Este razonamiento nos conduce al siguiente teorema.
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Teorema B.22 Una A n x n es invertible si y sdlo si det A es diferente de cero.

Teorema B.23 Sean A y B matrices n x n. Entonces det(A - B) = (det A) - (det B).

B.6.3. Regla de Kramer.

Sea A una matriz n x n y b un vector cualquiera de R". Denotaremos por A;(b) a la matriz
en la cual la j— ésima columna de A estd reemplazada por el vector b, es decir si A y b son

a1 v aij—1 a1 A1 o Glp b1
A= ax -+ ay-1 @G Gigyr o QG |, b= b |,
Gn1 -+ Qpj—1 Gnj Qnj+1 - Ann bn,

entonces A;(b) es la matriz

air -0 ay—1 by oayg1r o aly
Ajb) =1 ai - aijj—1 b ayyr - ain
Gn1 - Gnj-—1 by Gnj+1 "+ Qnn

Teorema B.24 Sea A matriz n X n invertible. Entonces para todo b de R"™ el sistema

ailr - G1j—1 Q15 Glj+1 - Gln x1 by
a1 - Q-1 Qi Giipl o Gip r | =1 b [,
anl -+ QApj—1 QAnj Gnj+1 - Gnpn TIn by,
———
A T b

es compatible y tiene una unica solucién que viene dada por

det A1 (b) det A2(b) det A, (b)
T1=————, Ta=————1>, o, Tp=——— .
det A det A det A
Es importante tener en cuenta que este método es ineficiente para calcular la solucién de sistemas
de mas de 3 ecuaciones pues en el estan involucrados determinantes. Es recomendable resolver los
sistemas por el método de reduccién de filas descrito en la primera parte del curso (ver Algoritmo

de reduccion por filas).

Finalmente, recordemos que “invertir” una matriz es equivalente a resolver n sistemas de ecua-
ciones de la forma:
Aby=e, Aby=ey, -+ Ab,=e,,
donde ey, ..., e, son las columnas de la matriz identidad. Por tanto para calcular la j—ésima columna
de A™! tenemos que resolver el sistema Az = ej cuya solucion es, segun la regla de Kramer,
o — detAl(ej)7 e, = det An(ej)7
det A det A

det Al(ej) = (—1)1+j det Ajl = le, -+, det An(€j> = (_1)n+j det Ajn = Cjn,

pero
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luego la columna j de A™! es

le
1 Cj
det A :
Cin

Todo esto nos conduce al teorema

Teorema B.25 Sea A una matriz invertible n X n. Entonces

Cn Cn - Cjp -+ Cpy
Ciz2 Cxp - Cjo -+ Cp2
o1 . : o
detA | ¢y Co - Cji o Cui |
Cln CZn to Cj to Cnn
donde Cpy, = (—1)™det Ay, son los cofactores (menores) del elemento aj, de la matriz A y

A, es la submatriz que se obtiene al eliminar la fila | y la columna m de A. La matriz ||Cp,|| se
denomina matriz adjunta de A.

Es importante notar que este método es ineficiente para calcular inversas (recurre a la regla de
Kramer que es ineficiente es si misma) por lo que es recomendable para encontrar A~! aplicar el
algoritmo descrito en el teorema B.16 del capitulo anterior.

Para concluir esta parte dedicada a determinantes veamos una propiedad interesante que satis-
facen los determinantes y que es consecuencia de los teoremas B.18 y B.20:

Sea A = [a1ag -+ a,] una matriz de n X n con columnas ai, ..., a,. Definamos la aplicacién
lineal:

T(x) =det([ay - x--- ap]) =det Ag(z), xdeR", k=1,2,..n.

La aplicacién anterior es lineal pues para todo a de R y =,y de R™:

T(azx) = det([ay -+ ax--- ay]) =adet(fay -z ap]) = aT(x),
T(x+y) = det(far - x4y - ap]) =det([ar -+ z--- ay)) +det([ar -~ y--- ap]) =
= T(z)+T(y).

Esta propiedad se conoce como la multilinealidad del determinante

B.7. Espacios Vectoriales.

En esta seccién vamos a definir los espacios vectoriales que son la generalizacion de los es-
pacios R™ ya estudiados.

B.7.1. Definicién y ejemplos.

Sea V un conjunto de elementos sobre el cual estdan definidas las operaciones suma “+” de
dos elementos x, y de V' y multiplicacion “” de un escalar (nimero real) o por un elemento de
V. Diremos que V' es un espacio vectorial si se cumplen las siguientes propiedades (axiomas): Sean
x, y, z elementos arbitrarios de V' y «a, 8 ntimeros reales. Entonces V' es un espacio vectorial si

1. Para todos z e y, vectores de V, el vector suma, w = x + y, también es un vector de V' y se
cumple que:
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a) rHy=y+=z

b) (z+y)+z=x+ (y+2)

¢) Existe un elemento “nulo” de V, tal que x +0=0+4+2 ==

d) Existe el elemento (—x) “opuesto” a z, tal que z + (—x) = (—x) + = 0 donde (—x)

es vector opuesto de x

2. Para todo x wvector de V, el vector que se obtiene al multiplicar por un escalar, w = « - z,
también es un vector de V' y se cumple que:

a) a-(z+y)=a-z4+a-y
b) (a+p) z=a-xz+0 =z
0 a-(8-2)=(af)
d) l-z=z

Ejemplos.

1.) El conjunto de los vectores de R" cuando la suma de dos vectores y la multiplicacién por un
escalar es la definida en la seccién 2.

2.) El conjunto de las matrices m x n cuando la suma de dos matrices y la multiplicacién por un
escalar es la definida en la seccién 3. Dicho espacio lo denotaremos por R™*"

3.) El conjunto de los polinomios de grado a lo sumo n, que denotaremos por P,, o sea,

P, ={pn(t) =ao+art+---+ant", ag,..,a, nimeros reales.},

donde definiremos la suma de dos polinomios y la multiplicacién por un escalar de la siguiente

forma:
p(t)=ao+art+---+ant"™, q(x)=by+bt+---+byt"

(p+q)(t) = p(t) + q(t) = (a0 + bo) + (a1 +b1)t + - - - + (an + bp)t",

(a-p)(t) = ap(t) = (vag) + (car)t + - - - + (cay )t".

Ademés, p, = 0,siysélosiag =a; =--- = a, = 0. 4.) El conjunto de las funciones continuas en el
intervalo [a, b], que denotaremos por Cla,p)> cuando la suma de dos funciones f y g y la multiplicaciéon
por un escalar « estan dadas por

(f+9)#) = f(B) +9(t), (a-f)t)=a-f@)

B.7.2. Subespacios vectoriales.

Sea V' un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto H de elementos de V' es un subes-
pacio vectorial de V' si H es a su vez un espacio vectorial respecto a las mismas operaciones suma
“+7” v multiplicacion “” que V.

Ejemplos.
1.) Dado un espacio vectorial V', son subespacios vectoriales “triviales” los subespacios H = {0}
(conjunto que tiene como unico elemento, el nulo) y H =V (el mismo espacio vectorial).
2.) Para V = Clap), H = Py es un subespacio vectorial, para cualquier n =0, 1,2, ... entero.
3.) Para V =P, H = P} es un subespacio vectorial para todo k < n.

Teorema B.26 Un subconjunto H de elementos de V' es un subespacio vectorial de V' si y solo si
se cumplen las siguientes tres condiciones.

1. El elemento nulo de V pertenece a H.

2. Para todos x e y, vectores de H, el vector w = x +y también es un vector de H.
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3. Para todos x vector de H, el vector w = « - x también es un vector de H.

Teorema B.27 Dado un conjunto de vectores {vi,va,...,vp} de un espacio vectorial V', el conjun-
to span (vi, v, ...,vp) es un subespacio vectorial de V. Dicho subespacio vectorial cominmente se
denomina subespacio generado por los vectores vy, va, ..., Up.

B.7.3. Conjuntos linealmente independientes. Bases.

Un conjunto de vectores vi,vs,...,v, de un espacio vectorial V' se denomina linealmente
independiente si la ecuacién vectorial

T1v1 + Tov2 + -+ + Tpvp = 0,

tiene como unica solucién la trivial 1 = --- =z, = 0.

Un conjunto de vectores v1,vs, ..., v, se denomina linealmente dependiente si existen los valores
x1,%2, -, %p No todos iguales a cero tales que se verifique la ecuacién vectorial

11 + Tv2 + - -+ + xpvp = 0.

Para estudiar la dependencia lineal de los vectores de V podemos utilizar los mismos teoremas
estudiados en la seccién 2 cambiando los espacios R™ por los correspondientes espacios vectoriales
V. Por tanto las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. Un conjunto S = {v1,v2,...,vp} de dos o mds vectores es linealmente dependiente si y sdlo si
al menos uno de los vectores del conjunto es combinacion lineal de los demds.

2. Un conjunto S = {v1,va,...,vp} de dos o mds vectores de V con alguno de los vectores
v; =0 (1 < i < p) es necesariamente un conjunto de vectores linealmente dependientes, o
sea si alguno de los vectores de S es el vector nulo entonces S es un conjunto de vectores
linealmente dependientes.

3. Dos vectores v1 y vo de V son linealmente dependientes si y solo si son proporcionales, es
decir, si existe un numero real a tal que v = avy 0 V9 = vy

Teorema B.28 FEl conjunto de dos o mds vectores vi,v,...,vp de V con vi # 0 es un conjunto
linealmente dependiente si y solo si para cierto j, 1 < j < p, el vector v; es combinacion lineal de
los anteriores, es decir,

Vj = T1U1 + Tav2 + -+ Tj—105-1.

NOTA: Esto no implica que si tenemos un conjunto de vectores linealmente dependientes vy, va, ..., vp
necesariamente cada vector es combinacién de los anteriores.

Los vectores linealmente independientes de un espacio vectorial juegan un papel fundamental
en el estudio de los sistemas lineales gracias a la siguiente definicién

Dado un subespacio vectorial H del espacio vectorial V' diremos que el conjunto de vectores
B = {b1,b,...,by,} de V es una base de H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes
ii) H = Span(by, by, ...,by), 0 sea, B genera a todo H.
En particular si H coincide con V, entonces B es una base de todo el espacio vectorial V.

Por ejemplo, si tomamos una matriz n x n invertible, entonces sus columnas ay, ..., @, son li-
nealmente independientes y ademas R" = Span(ay, ..., a,). Por tanto B = ay, ..., a, es una base de
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R™. En particular, si A = I,,, la matriz identidad n x n, las columnas ey, es, ..., €, de la misma son
una base de R™ la cual se conoce como base candnica de R".

Otro ejemplo lo constituye el conjunto de vectores S = {1,¢, t2, .., t"} del espacio vectorial P,,.
Es facil comprobar que dichos vectores son linealmente independientes y que span (1,t,t2,...,t") =
P,.. S se conoce como la base candnica de P,,.

Teorema B.29 Sea S = {v1,v2,...,vp} un conjunto de vectores de un espacio vectorial V y sea
H = Span(vi,va, ...,vp) un subespacio de V.

i) Supongamos que un vector de S, digamos el vj, 1 < j < p, es combinacion lineal de los
restantes. Entonces si suprimimos a dicho vector v del conjunto S, H no cambia, o sea,

H = Span(vi, ..., Vp—1, Vg, V41, -y Up) = SPAN (V1 .y Vjg—1, Vkp 15 ---5 Up)-

ii) Si H no es el espacio {0}, entonces algin subconjunto de S es una base de H.

Este teorema nos dice que a partir de un conjunto de vectores que generan un espacio vectorial
siempre es posible “extraer” una base de dicho espacio vectorial. Por ejemplo, consideremos el
espacio generado por los vectores

1 1 2
vp=|0 ]|, we=\|11], wvs=\|1/|, H=Spanlvi,ve,vs].
0 0 0

Es evidente que H = Span|vi,va,v3] = span [v1,v2] pues el tercer vector es combinacién lineal de
los dos anteriores. Ademds, S = {v1,v2,v3} no es una base de H pues vy, v2,v3 no son linealmente
independientes. Sin embargo, el conjunto B = {v1,v2} que se obtiene al suprimir el tercer elemento
si que es una base de H.

B.7.4. Sistemas de coordenadas.

Cuando estudiamos el espacio R" (seccién 2) definimos a los vectores de R™ mediante sus
coordenadas. Ello era evidente pues

T 1 0 0
T 0 1 0

r=1 . |[=x| . | +x2] . |+ FTa | | =T1€1+Tnln.
T, 0 0 1

Ademss, es evidente que dado un vector x de R™ sus coordenadas, es decir los valores x1, ..., xn,
son unicos. El siguiente teorema generaliza este resultado para cualquier espacio vectorial V.

Teorema B.30 Sea B = {b1,ba,...,b,} una base del espacio vectorial V.. Entonces para todo = de
V' existe un inico conjunto de valores {ay,...,an} tal que

r=a1b +agby+ -+ ayby.
Este teorema nos permite definir las coordenadas de un vector cualquiera de un espacio vectorial V.

Supongamos que B = {b1, b, ..., b, } es una base del espacio vectorial V. Denominaremos coor-
denadas del vector z de V en la base B al conjunto de los valores {ayq, ..., o, } tales que

r=oa1b; +asby + -+ ay, by,
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aq

a3
y lo denotaremos por ) o |x]g.

an ) g

Consideremos nuevamente las coordenadas en R™. Como vimos al principio de este apartado
los elementos de cualquier vector X de R™ coinciden con las coordenadas de dicho vector en la base
canénica C' = {eq, ea, ..., e, }. Supongamos ahora que pasamos a una nueva base B = {b1, ba, ..., b, }.
Entonces

aq

a2
x:$161+"'+$n€n:a1b1+"'+anbn:[blbg"'bn] . :PCB'[x]Ba

(7% B

y por tanto, si las coordenadas de z en la base candénica C son x1,...,Z,, la siguiente relacion
serd cierta:
[zlc = Pep - 7],

donde Pop es la matriz de cambio de base B en C' que pasa las coordenadas de un vector en la
base B a las escritas en C. Nétese que las columnas de la matriz Pop coinciden con los vectores de
la nueva base escritos en la base candnica. Es evidente que la matriz Pop es invertible (todas sus
columnas son independientes y por tanto el det Pcp # 0) por tanto la matriz inversa P, é sera la
matriz de cambio de base de base candnica a la base B, o sea

[2]p = Poj - [l = Ppe - [7]e.

B.7.5. La dimensién de un espacio vectorial.

Hemos visto que cualquier espacio V' con una base de n elementos es isomorfo a R™. Resulta
que dicho ntimero n es una propiedad intrinseca de V, su dimensién.

Teorema B.31 Siun espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = {b1,ba, ...,b, }, entonces
cualquier conjunto con mds de n vectores de V es linealmente dependiente.

Este teorema es una generalizacién del teorema B.8.

Teorema B.32 Siun espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = {b1, ba, ..., by}, entonces
cualquier otra base de V' tendrd que tener n vectores de V.

Un espacio vectorial es de dimensién finita n si V' estd generado por una base de n elementos,
es decir si V. = Span(by,...,b,), donde B = {by,...,by} es una base de V y lo escribiremos de la
forma dim V' = n. En el caso que V' = {0} sea el espacio vectorial nulo, dim{0} = 0. Si V' no puede
ser generado por una base finita de vectores, entonces diremos que V es de dimensién infinita y lo
denotaremos por dim V' = oo.

Por ejemplo, dimR" = n, dimP, = n + 1, dim C, ) = .

Teorema B.33 Sea H un subespacio vectorial de un espacio vectorial de dimension finita V,
(dimV = n < o0). Entonces todo conjunto de vectores linealmente independientes de H se puede
ampliar hasta convertirlo en una base de H. Ademds dim H < dim V.

Teorema B.34 Sea V' un espacio vectorial n-dimensional (dimV =n < oo) y sea S = {b1, b2, ..., b, }
un conjunto de exactamente n vectores. Entonces:

a) Si S es un conjunto de vectores linealmente independientes, S es una base de V.

b) Si S genera a todo V', es decir si V = Span(by,ba,...,b,), S es una base de V.
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B.7.6. Cambio de base.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita n y sea B = {b1,ba,...,b,} y D = {d1,da, ...,d, }
dos bases de V. Como D es una base de V' y los elementos de B son elementos de V', éstos se podran
escribir en la base D, o sea,

b1 = a11di + aradz + - - + aipdny,

ail anl
: ai2 an?2
by, = ap1dy + agade + -+ + agpdn, = b1 = ) oty by =
. ain ) p Ann ) p
b1 = an1di + apada + - - 4+ appdy.

Supongamos que las coordenadas de un vector x de V en la base B son z1,x9,...,T, y en la base
D son y1,Y2, ..., Yn, €s decir,

r=x1b1 + - + by — [2]B = , yr=yidi + -+ yndn — [7]p = )

l'n B yn D

Entonces tenemos que

[z]p = [z1b1 + -+ - + Zpbu]p = z1[bi]p + - - 2p[bp]p = ([b1]p [b2]p - - - [bn]D) (2] B-

Es decir si conocemos como se expresan los vectores de la base B en la base D podemos encontrar
la matriz de cambio de base B en D, cuyas columnas a1, as, ..., a, no son mas que las coordenadas
de los vectores de la base B escritos en la base D. Por tanto tenemos que [x]p = Ppgz]p, 0 en
forma matricial

1 aip -+ Qg1 -t Anl x1
Y2 @12 0 A2 v Ap2 x2
Yn D Alp " QAkgn  ~°° Anp Tn B

Ademds, Ppp es una matriz invertible (sus columnas son linealmente independientes), luego existe
la inversa PB}B la cual es la matriz de cambio de base D en B, o sea,

[2]5 = Pppla]p.

B.8. El problema de autovalores de una matriz.

Sea A una matriz de n X n. Denominaremos al vector x de R", autovector de A asociado al
autovalor A, al vector no nulo x # 0, tal que

Ax = Az, x #0. (B.14)
Es facil comprobar que si z es un autovector asociado al autovalor A, entonces el sistema
(A= AXI)x =0, dondeI esla matriz identidad n x n, (B.15)

tiene soluciones no triviales. Por tanto, dado un autovalor A de A, el conjunto de los autovectores
asociados a A, que coincide con una base del nicleo de A, es un subespacio vectorial de R™. Dicho
espacio se denomina autoespacio de A correspondiente al autovalor A. Es importante destacar que
conocido el autovalor A, encontrar el autoespacio consiste en encontrar las soluciones de un sistema
homogéneo de ecuaciones, o sea, resolver (A — A1)z =0.

Teorema B.35 Sea A una matriz triangular de n X n. Entonces los autovalores de A coinciden
con los elementos de la diagonal principal A = a;;, 1 =1,2,...n.
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Es importante destacar que las operaciones elementales de filas cambian los autovalores de una
matriz. Es decir si U es la forma escalonada de A los autovalores de A y U son, en general,
distintos.

Teorema B.17 (Teorema de inversion de matrices, conclusién.) Sea A una matriz cuadrada A de
n x n. Las siguientes expresiones son equivalentes:

1. A es invertible.
2. A =0no es un autovalor de A

El teorema anterior es evidente pues si A = 0 es autovalor de A, entonces Ax = 0 tiene que tener
soluciones no triviales y por tanto A no puede ser invertible.

Teorema B.36 Sea A una matriz de n X n que tiene p autovalores distintos \1 # Ay # -+ #
Ap. Entonces los autovectores v1,v2,...,vp asociados a los autovalores A1, A, ..., A\, son linealmente
independientes.

B.8.1. La ecuacién caracteristica.

., Coémo calcular los autovalores? La respuesta a esta pregunta no es dificil pues los autovalores
A son tales que el sistema (B.15), (A — AI)z = 0, tiene soluciones no triviales. Pero un sistema
homogéneo tiene soluciones no triviales si y sélo si

det(A — A1) = 0. (B.16)

La ecuacién anterior se denomina ecuacion caracteristica de A. Lo anterior lo podemos resumir
como:

Un ntmero A es un autovalor de la matriz A de n x n si y sélo si A satisface la ecuacion carac-
teristica de A (B.16), det(A — A1) = 0.

Es facil comprobar que la expresién det(A—AT) = 0 es un polinomio de grado n en \. Por tanto
el polinomio p,(A) = det(A — A1) se denomina polinomio caracteristico de A y los autovalores de
A seran las raices de dicho polinomio. O sea, A es un autovalor de A si y sélo si p,(A) = 0.

Matrices similares. Sean A y B dos matrices n x n. Diremos que A es similar a B si existe
una matriz invertible P, tal que

A=P-B-P', o B=P' AP (B.17)

Es evidente que si A es similar a B, B es similar a A, para demostrarlo es suficiente tomar Q = P~1.
Por tanto diremos simplemente que las matrices A y B son similares si se cumple (B.17). La
transformacién que a cada matriz le hace corresponder otra similar, o sea, A — P~1- A - P, se
denomina, transformacién de similitud.

Teorema B.37 Si las matrices A y B de n x n son similares, entonces tienen el mismo polinomio
caracteristico y, por tanto, los mismos autovalores.

B.8.2. Diagonalizacion de matrices.

Una matriz A de n X n es diagonalizable si A es similar a una matriz diagonal D, o sea, si
existe una matriz P invertible y otra D diagonal, tales que A= P-D - P~

Teorema B.38 Una matriz A de n X n es diagonalizable si y sdlo si A tiene n autovectores
linealmente independientes. Si A = P - D - P~ donde D es diagonal y P invertible, entonces los
elementos de la diagonal de D son los autovalores de A y las columnas de P son los correspondientes
autovectores.
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Este teorema se puede reformular diciendo que A es diagonalizable si y sélo si sus autovectores
forman una base de R".

Algoritmo para diagonalizar una matriz A.
1. Encontrar los autovalores de A resolviendo la ecuacién (B.16).

2.  Encontrar los autovectores linealmente independientes correspondientes a cada uno de los
autovalores calculados en el paso 1. Si tenemos en total n autovectores linealmente indepen-
dientes entonces el teorema B.38 nos asegurard que nuestra matriz es diagonalizable, si no
hay n autovectores independientes entonces A no es diagonalizable y detenemos el proceso.
Si A es diagonalizable continuamos como sigue.

3. Construimos la matriz P cuyas n columnas son los n autovectores linealmente independientes.

4. Construimos la matriz diagonal D cuyos elementos de la diagonal coinciden con los autova-
lores de A. Es importante colocar en cada columna de D el autovalor asociado al autovector
de la correspondiente columna de P.

Es recomendable comprobar que hemos calculado correctamente P y D. Para ello comprobamos
que A-P=P-D.

Teorema B.39 (Condicion suficiente para que una matriz sea diagonalizable I)
Si una matriz A de n X n tiene n autovalores distintos, entonces es diagonalizable.

Teorema B.40 (Condicion suficiente para que una matriz sea diagonalizable II)

Sea A una matriz de n x n con p autovalores distintos A1, A2, ..., \p. Sea By, k =1,2,...,p una base
del correspondiente autoespacio asociado al autovalor Ay y sea ny la dimension de dicho autoespacio.
Construyamos el conjunto de vectores que contiene a todos los conjuntos By, o sea

B:BlUBQU-.-UBp7 dlm(B):n1+n2++np

Entonces B es un conjunto de vectores de R"™ linealmente independientes. Ademds, A es diagona-
lizable si y solo si dim(B) = n, o sea, si B contiene exactamente n vectores.
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C. Anexo: Series de potencias

Definicién C.1 Dada una sucesion de nimeros complejos (an)n y 2o € C definiremos serie

[e.9]

D an(z - 20)", (C.1)

n=0

que denominaremos serie de potencias.

Como casos especiales de las series de potencias tenemos:

IS SN SES
k=0 k=0 k=1

etc. Si la serie converge para todos los valores de z de cierto conjunto A C C, entonces podemos
definir la funcién suma f(z) de la serie.

C.1. Propiedades de las series de potencias

Sin pérdida de generalidad vamos a considerar las series del potencias del tipo

i anz", (C.2)
n=0

es decir, cuando zg = 0. Obviamente si tenemos una serie de potencias del tipo (C.1), la podemos
reducir a a la anterior (C.2) haciendo el cambio de variables ( = z — zg y viceversa.

Teorema C.2 Primer Teorema de Abel para las series de potencias
(o]

Sea la serie de potencias g anz”, an, z € C. Si la serie converge para cierto w € C, entonces la

n=0
serie converge absolutamente para todo z € C con |z] < |w|.

La regién de convergencia de una serie de potencias siempre son circulos en el plano complejo
que, en el caso de las series de la forma (C.2) estdn centrados en el origen y en el de las series (C.1),

en zo (ver la figura 20). Nétese que se obtiene una de la otra al hacer una traslacién en el plano
o0

complejo del circulo mediante el vector zg. Ademads, cualquiera sea la serie de potencias E anz",

n=0
an, z € C, existe un nimero real no negativo R > 0 6 R = +oo tal que para todo z con |z| < R la
serie converge y si |z| > R la serie diverge. Dicho ntiimero se denomina radio de convergencia de la
serie de potencias.
Consideremos ahora en caso real, es decir cuando (a,), es una sucesién de nimeros reales y
z = x € R. En este caso hay que trasladar los resultados a la recta real. El primer teorema de Abel
quedaria entonces de la siguiente forma

o0
Teorema C.3 Sea la serie de potencias E anx”, an, x € R. Sila serie converge para cierto r € R,

n=0
entonces absolutamente para todo x € R con |x| < |r|.

A diferencia del caso complejo, en el caso real si se sabe la convergencia en alguno de los
extremos, se puede saber mucho mas sobre la serie.

o
Teorema C.4 Sea la serie de potencias E anz”, an, T € R y R su radio de convergencia. En-

n=0
tonces, si la serie converge en x = R (x = —R), converge uniformemente en [0, R] ([—R,0]).
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Imz mz A

22, < w-z,|

[z]< |wl

Y

Al

z

Figura 20: Regién de convergencia de las series Z a,z" (izquierda) y Z an(z — 29)" (dere-

n=0 n=0
cha).
Teorema C.5 (Cauchy-Hadamard)
o
1
Dada una serie de potencias Z anx", an, v € R. Entonces R = 1im —|, st dicho limite existe.

n—oo o |a
n=0 n

Una condicién suficiente para que exista lim,, o, {/|an| es que exista el limite lim, oo |ant1/an!,

€n cuyo caso

, Gn+1 an, , 1

lim = lim ———
n—oo n |an|

n—~oo

= lim {/|ay|, = lim

n—oo n—oo

n an+1

Para las series de potencias en R tienen lugar las siguientes propiedades.

o
Teorema C.6 La funcion f(x) = Zanx" es continua en (—R, R), siendo R el radio de conver-

n=0
gencia de la serie.

En otras palabras, toda serie de potencias con radio de convergencia no nulo define una funcién
continua.

Teorema C.7 Derivacion e integracion término a término de una serie de potencias real
(o)

Sea la serie de potencias f(x) = E anx", an, r € R con radio de convergencia R > 0. Entonces
n=0
1. La serie se puede integrar término a término y la serie resultante tiene el mismo radio de
convergencia, o sea, se cumple que

r OO 00 a
/ § :anxn: § : :1xn+1'
0 n=0 n=0 n

2. La serie se puede derivar término a término y la serie resultante tieme el mismo radio de
convergencia, o sea, se cumple que
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Una consecuencia trivial del ultimo teorema es que una serie de potencias define una funcién
infinitas veces derivable en (—R, R).

o0
Ejemplo C.8 Probar que la funcion f(z Z :Z— es continua y derivable en R y calcular
k=0

su derivada.

Que es continua y derivable en R es evidente de los dos teoremas anteriores a tener, como ya hemos
calculado antes, radio de convergencia +o0o. Para calcular la derivada usamos el teorema anterior,

asi pues
d = zF
/ e — J—
I =2 LZ::O k!

Ademds, f(0) = 1. La funcién que cumple lo anterior es la funcién e*.

00 _ 00 _
kl‘kl k—1

ZZT:Zh:f@)-
k=0 k=1

Los teoremas anteriores permiten calcular un buen nimero de series, por ejemplo

o0 n+1
log(1 + x) Z
n=1
Para ello notamos que
1 1 (o) (o]
= = (—x)" = (=1)"a".
1+ 1—(-=z) 7;) 7;

Esta serie converge en (—1,1), asi que integrando término a término tenemos

t t © > n+1 o
log(l—Hﬁ):/0 1—1F1:dx:/0 (Z(_l)nxn> dw:z(_ nt Z n+1t '

n=0 n=1

ok
e’ = Z al;—‘, reR (C.3)
k=0
& (_1)k$2k+1 i ( 1)k 2k
senxr = , Ccos T reR (C4)
P (2k + 1)! P (2k)
Grap =10 Ek e, (©5)
k=1 ’

en particular

Aplicando la integracién término a término en [0, z] tenemos

o0 n+1 n
log(1 + x) Z (C.7)
n=1
Usando (C.6) haciendo el cambio 2 por x? obtenemos
1 o0
122 Sk, ze(-1,1), (C.8)

k=0
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a partir de la cual, integrando término a término en [0, z] obtenemos

> (_1)nx2n+1

arctanr = - x e (—1,1).
Z 2n+1 ( )
n=0
Escojamos ahora (C.5) con a@ = —% y cambiemos x por —x2, tenemos

NO[—=

)

1 OO( k
Wi L]

k=0

de donde integrando término a término en [0, z] obtenemos

= (l)k 2k+1
2 * z e (—1,1),

arcsenxr = T X
' Y
kzzo K2k + 1)

(C.10)

(C.11)



