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Abstrak

Pada makalah ini penulis mengemukakan penurunan rumus Deret Fourier yang
berasal dari Aljabar Linear Elementer, yaitu Penghampiran Terbalk ; metode kuadrat
terkecil di mana rinciannya akan dijabarkan pada makalah ini hingga diperoleh rumus
Deret Fourier :
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f(x)=—+ a,cos— +b,sin—
(0= +3a,cos" b, 5% |
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Pendahuluan

Penurunan rumus Deret Fourier berasal dari Aljabar Linear Elementer, yaitu
Penghampiran Terbaik (metode kuadrat terkecil) di manaterlebih dahulu dikenalkan
beberapa dalil di bawahini.

Ddlil Proyeksi
Jika W ruang bagian linear berdimensi berhingga dari ruang berperkalian skalar

V, makasetiap vV 0V dapat dinyatakan dalam tepat satu cara dengan
V=w +Ww,, W, W, Ww,orthogonal padaW.

Dalil Penghampiran Terbaik
Jika :( i) W ruang bagian linear berdimensi berhingga dari ruang berperkalian skalar V,
dan

(ii) vOV dan v, proyeks orthogonal v padaW,
maka Ow W dengan W #V,, berlaku

v =vwl<lv-wl-
Arti llmu ukur Penghampiran Terbaik di R,
Mencari titik dengan vektor posis v, JW (ruang bagian linear dari V ) yang
jaraknya dengan titik dengan vektor posisi VOV sekecil mungkin jaraknya terdekat itu
ialah [V -9,/ .

Arti Penghampiran Terbaik pada Umumnya




Mencari vV W pada ruang bagian linear berdimensi berhingga W 0OV , V
ruang berperkalian skalar, yang jaraknya dengan v [0V sekecil mungkin khususnya :
M etode kuadrat terkecil
Mencari fungsi dalam bentang linear himpunan fungsi {#,,#,,...#,} O C[a,b] yang
jaraknyadengan f DC[a, b] sekecil mungkin.

Jarak diturunkan dari perkalian skalar

<f,g> :ff(x)g(x)dx.

Polinom penghampiran terbaik berpangkat < 2 dengan metode kuadrat terkecil
untuk suatu fungsi f OC[a,b] ialah p(X) =a, +ax+a,x’ dengan

f [ (x) - p(x)]?dx sekecil mungkin.

Mencari polinom penghampiran terbaik itu lebih efisien dengan mencari
proyeksi ortogonal f pada P, terhadap perkalian skalar

<f,g>= ff(x)g(x)dx
Dibentuk dulu basis ortogonal P, dengan Proses Gram-Schmidt mulai dengan
{1,x,x%.

Polinom Fourier orde < n adalah polinom Trigonometri penghampiran terbaik
orde < n (PT, ) dengan metode kuadrat terkecil untuk fungsi f pada[-Ttrg atau [0,211.

P,(X) = a, +a, cosx + a, cos2x + [+ a, cosnx + [+ b, sin X + b, sin 2x + # b, sin nx + [

atau
P.(X) =a, + Y _ (& cosix +b sinix).
i=1
Fungs f yang didefinisikan pada [-T,m] atau [0,21] akan dihampiri dengan

fungs P,(x) pada selang itu. P, (x) membentuk ruang bagian linear dari C[0,271] atau
C[-n,n], kalau daerah definisi P, (x) dibatasi pada selang-selang itu sgja.

Basis orthogonal ruang bagian linear itu adalah

B ={1, cosx,cos2x,[[[,cosnx,[[[,sin X,sin 2x,[[[,sinnx,[[[}

karena B adalah himpunan orthogonal , maka menurut dalil B bebas linear, jadi
merupakan basis untuk PT, , dan adalah basis orthogonal untuk PT, , terhadap perkalian

2 n
skalar < p,g>= [p(x) g(x) dx atau < p,q>= [p(x)q(x) dx.
0 =/

Untuk mendapatkan basis orthonormal , terlebih dahulu ditentukan panjang
masing-masing vektor dalam basis orthogonal itu.
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|lcosix| = /zj(cosix)2 dx = \/% [cosixsi nix + ix1 S”]

= \/i_[{cosi(ZH).sini(Zﬂ) +i(271)} —{c0s0.5in 0 +i(0)}]

— |(277)

[sinix] = \/m \/— SInIXCOS|x+|x‘2”]

= \/E[{—sini(ZH) cosi(277) +i(2m)} —{-sin0.cos0 +i(0)}]

:‘/i_.i(zm =Jr.
2i

Dengan demikian basis orthonormal untuk PT, adalah

{1 COSX COS2X  COSnX  sinx sin2x sinnx}

N N N N Y A R

={0,,U,,U,,...,U, ...V}, Vy ..., V. ..}

nitte n

Polinom Fourier untuk f(x) yaitu Polinom Trigonometri Penghampiran Terbaik untuk
f(x) dengan perkalian skalar di atas, dengan memproyeksikan f(x) terhadap basis
orthonormal untuk PT, adalah

=]



dx =
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maka Polinom Fourier tersebut berubah menjadi

p(x):<f’1”o>uo+<ffl>— <10, > <fv>

n

P
0+ 3 —— =20, + O —— =, + I~

P(x)=<f,u,>0,+< f,u >0, +0F< f,0, >0, +0F< f,v, >V, +[IH < f,v, >V, +[L,

P(X)= < f,0,>T, +Y < f,0, >0 +> < f,V >V,
i=1 i=1
di mana:

<f,ao>=2ff(x)(%de=
; T

2
di manaaO:]—lij(x)dx,
0

_ COS X
u =

N

_ = Ccosix 1% .
<f,u,>= Jf(x)(ﬁjdx:ﬁéff(x)cos ixdx ,

o 1 %f . cosix| (1% . .
<f,u, >0 :[ﬁ 0If(x) cosmdx}( Tn j:[;()jf(x) cosm.de(cosm)

=@, CosiX ,

2m
di mana a, -1 _[f(x) cosixdx ,
ﬂO



1 2jzf(x)sinixdx,

<f,v>V =(\/_ jf(x)sumxdxj(s\?_lxj ( jf(x)smlxdxj(smlx)
s

=b sinix ,

2
di mana b -1 [f()sinixdx .
ﬂO
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Jadi P(x) =< f u0>u0+2<f U >0, +Z<f
P(X) =7+Za1. cosix+2b, sinix ,
i=1 i=1

P(x) =%+§:(ai cosix+hb sinix) di manai=123,...,n

i=1
Polinom Fourier itu adalah
P.(X) = 5 +Z(a1 cosix +b, sinix)

i=1
di mana:

1277
== | f(X)dx
a, ﬂé[ (%)
1271
== ff(x) cosix dx
ITO

177 . .
—I—Taff(x)smlxdx , padainterval [0,27ﬂ
atau

-1 [f(x) ax
ﬂ—ﬂ'

-1 jf(x)cosixdx
ﬂ—rr

:7_1ij(x)sinixdx , padainterval [- n,7]



Ambil i:n:M dan penyebut 7 =L, maka
Vg

i :n_Ln dan intervalnya [— L,L]
sehingga
1 L
=— | f(x)dx
a, L_{ (%)

L
a =1 [T cos 7% dx
LJ L
15 . N7K ,
b, = If(x)ganx , padainterval [- L, L]
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Dengan demikian Polinom Fourier berubah menjadi:

Deret Fourier ;

f(x):%+2(ancos%+bnsin%j di manan=123,...,0.

n=1

Simpulan

Rumus umum atau model matematika (rumus) dari DERET FOURIER adalah :
f(x)= % + Z(an cos% +b, sin%j di manan=123,...,00

n=1

. 14 14 n7x

di mana a, =— If(x)dx, a, =— If(x)cos—dx,dan
L L3 L

L
b, :% jf(x)gn%dx , padainterval [- L, L]
-L

DAFTAR PUSTAKA

Anton, Rorres.1994, Elementary Linear Algebra, seventh edition. John Wiley & Sons, Inc
Anton, Howard. 2000, Dasar-Dasar Aljabar Linear Jilid 2, edisi 7. Interaksara



