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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

MEDICION DE ANGULOS - SISTEMA CIRCULAR

Hay varios sistemas de medición de ángulos, por ejemplo el sexagesimal, ahora estudiaremos otro sistema llamado circular.

La proporcionalidad que existe entre la longitud s de los arcos de dos circunferencias cualquiera determinados por un ángulo central ( y los radios r correspondientes, permite tomar como medida del ángulo el cociente arco   = s





radio     r






En este sistema , la unidad es el radián.

Un ángulo central de 1 radián es aquel que determina un arco que tiene una longitud igual al radio.

EQUIVALENCIA ENTRE EL SISTEMA CIRCULAR Y EL SEXAGESIMAL.

Para ( = 360 ( es ( ( en radianes) =  2 ( r
( medida del arco) =  2 (





     r
 (medida del radio)



Ejemplos: Pasar al sistema circular :

180( =

90 (  =

45(   =

60(   =

ANGULOS ORIENTADOS EN UN SISTEMA CARTESIANO

Precisemos cómo consideramos un ángulo en un sistema de coordenadas cartesianas

· Su vértice es el origen de coordenadas.

· Está generado por la rotación de una semirrecta con origen en ( 0 ;0 ). La semirrecta parte de una posición inicial coincidente con el semieje positivo de las x- éste será su lado inicial-  y gira manteniendo fijo su origen hasta llegar a una posición que marca su lado terminal. 

· Es positivo cuando está generado en el sentido contrario a las agujas del reloj.

· Es negativo cuando está generado en el sentido horario.

· Para referirnos a su ubicación , consideramos el plano cartesiano dividido en cuatro sectores, llamados cuadrantes , y localizamos el lado terminal.




Como el lado terminal de ( está en el primer cuadrante , decimos que dicho ángulo pertenece al primer cuadrante, como el lado terminal de ( está en el tercer cuadrante, dicho ángulo pertenece al tercer cuadrante.

Ejemplo : Indiquen de qué cuadrante es cada uno de los siguientes ángulos :

(1 = 300 (
(2= -200(
(3= 800 (20’

(4= 760(
(5= - 360( 15’

RAZONES TRIGONOMETRICAS  EN UN TRIANGULO RECTANGULO

Si dibujamos varios triángulos rectángulos a partir de un ángulo ( (agudo) , y formamos las razones entre, por ejemplo , el cateto opuesto y la hipotenusa se comprueba que dicha razón se mantiene constante al variar los lados del triángulo, y que sólo depende del ángulo elegido. 





RELACION ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS COMPLEMENTARIOS

Recordando que dos ángulos son complementarios cuando suman 90 (, designamos al complemento de (  , como ( 90(- ( ), pudiéndose comprobar las siguientes relaciones ;

· sen ( 90(- ( ) = cos (
· cos( 90(- ( ) = sen  (
· tg ( 90(- ( )  =     1_  
                              tg  ( 

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO CUALQUIERA



LA CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA - SIGNOS Y CUADRANTES









RE LACIONES ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO

· Identidad Pitagórica : sen2 (  + cos2 (  = 1
· Razones trigonométricas recíprocas :

cosec (  =  1             sec (  =  1            cotg (  =   1__

                      sen (                     cos (  

        tg (
· Relación entre el seno, coseno y tangente :

            tg  (  =  sen (


         cos (
    ANGULOS SIMETRICOS

    Angulos suplementarios : Si ( y ( son suplementarios ( ( + ( = 180 ( ( ( = 180 (- (
 

· Observen en la figura los ángulos

suplementarios ( y ( 180 - (), cuyos

lados terminales son simétricos con 

respecto al eje y.

Marquen los segmentos 

correspondientes al seno, coseno y 

tangente de cada uno de los ángulos.

Verifiquen las siguientes igualdades.

sen (180 (- () = sen (             
cos (180 (- () = - cos (
tg (180 (- () = -tg (

ANGULOS QUE DIFIEREN EN 180 ( ( O EN ( )

Angulos que difieren en 180 (: Si ( y ( difieren en 180 ( ((  = ( + 180 ( 
 

· Observen en la figura los ángulos           

 ( y (( +180(), cuyos

      lados terminales son simétricos con 

respecto al origen de coordenadas.

Marquen los segmentos 

correspondientes al seno, coseno y 

tangente de cada uno de los ángulos.

Verifiquen las siguientes igualdades.

sen (( + 180 ()= - sen (             
cos  (( + 180 ()= - cos (
tg  (( + 180 () = tg (

ANGULOS OPUESTOS

En la figura hemos marcado un ángulo ( en el I cuadrante y su opuesto , - (, que se encuentra en el IV cuadrante. Sus lados terminales son simétricos con respecto al eje x.

· Marquen los segmentos correspondientes al seno, coseno y tangente de cada uno de los ángulos.

· Compárenlos y completen las relaciones entre sus razones trigonométricas.

Sen (-() = ....................     

cos (-() = ......... ............

tg  (-()  = .....................
LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Como la medida en radianes de un ángulo orientado es un número real, podemos definir las funciones seno, coseno y tangente de un número real.

· La función f(x) = sen x 








Esta curva se llama sinusoide.

Analicen la función :

· Dominio : R

· El valor máximo que toma es ............. ..y  el valor mínimo es ...................

· El conjunto imagen es el intervalo [............. ;.............]

· Los ceros o raíces de la función en el intervalo [0 ; 2 ( ] son .............. , ............... y ...............

· Como los valores que toma la función se repiten cíclicamente cada 2 (, se cumple que    
      sen ( x + 2 () =sen x, por eso la función seno es periódica ; su período es 2 (.

Es una función impar, su gráfico es simétrico con respecto al origen de coordenadas.
La función f(x) = cos x






Analizaremos la función :

· El conjunto dominio es :..................

· El valor máximo que toma es : .................... y el mínimo es ..........................

· El conjunto imagen es : [.............. ;................].

· Las raíces o ceros en el intervalo [0 ;2 ( ]  son ................ y .................................

· Es una función periódica, su período es ................. Se cumple que cos ( x + ......) = cos x

· Es una función par, su gráfico es simétrico con respecto al eje de ordenadas.

La función f(x) = tg x

Como tg x = sen x  , la función tangente está definida para todos los números rea les para los 

                     cos x                 que cos x ( 0.




Analizaremos la función tangente :

· Es discontinua, esto se debe a las interrupciones que presenta en los valores excluidos de su dominio.- Dom f(x) = R - {- (/ 2 ; (/2 ; 3 (/2 ......}
· El conjunto imagen es ...............................

· Como f(0)= ......................., el gráfico corta al eje x en (0 ; .....)

· Es una función periódica ; su período es ........................

· Tiene infinitas asíntotas verticales : una en cada uno de los valores excluidos del dominio.

RELACIONES QUE SE VERIFICAN EN CUALQUIER TRIANGULO

TEOREMA DEL SENO : Dado cualquier triángulo ( rectángulo, acutángulo u obtusángulo), se verifica la siguiente relación :


TEOREMA DEL COSENO : - Generalización del Teorema de Pitágoras- Dado cualquier triángulo ( rectángulo, acutángulo u obtusángulo), se verifica la siguiente relación :

EJERCITACION UNIDAD 1

TRIGONOMETRIA

1-  Expresar en función de sen ( :

a)  cosec (  = ................... si sen (( 0

b)  cos ( =
c)  sec ( =..........................si sen ( (   ( 1
d)  tg (  = ..........................si sen ( ( ( 1
e)  cotg ( =........................si sen ( ( 0
2-  Expresar en función de tg ( :

a)  cotg ( = .............................. si tg ( ( 0

b)  cos ( = 
c)  sen ( =
d)  cosec ( = .............................. si tg ( ( 0
e)  sec ( =
3-  Completar la siguiente tabla :

	
	0 (
	30 (
	45 (
	60 (
	90 (

	sen
	
	
	
	
	

	cos
	
	
	
	
	


4-  Calcular, sin conocer el ángulo, la superficie del triángulo rectángulo en A sabiendo que sen B = 3 / 5 y b = 4 cm . 

5-  Calcular, sin conocer el ángulo, el perímetro del triángulo BAC rectángulo en A sabiendo que cosec C = 3 y b = 6 cm . 

6-  Determinar las demás funciones de ( siendo :

a)  sen ( = 1/ 3   y     ( > 90

b)  tg ( = - 3 / 4  y   (< 270

c)  sec ( = 4          y   tg ( < 0

7-  Calcular x sabiendo que :

a)  sen ( = 3 x + 2               y     cosec ( =       1___

                       5                                            3 x + 4

b)  sen ( = x  -  2                 y      cos  (  = 1  -  x  

c)  tg  ( = ( 8                y               sen  (  = 2  x

d)  cotg  ( = 3                y                sec  ( = x

8-  Obtener x 

a)  sen ( 3 x + 5 ) = cos ( 2 x - 10 )               si 0 (  3 x + 5 (  ( 

                                                                                                2 

                                                                      si 0 (  2 x - 10 (  (
                                                                                                  2

b)  cos (2 x - 4 )  = sen   5 x  +  8                   si  0 (  2 x - 4  (  (
                                           2                                                     2   

                                                                       si  0 (  5 x + 8  (  (
                                                                                       2          2

c) cos ( 10 x + 6 ) = cos ( 4 x + 28 )              si  0 (  10 x + 6  (  (
                                                                                                    2 

                                                                      si  0 (  4 x  + 28   (  (
                                                                                                       2

9-  Hallar el valor de x siendo  0 (   x   (  2 (
a)  sen x - 1 = 0

b)  sen x = cos x

c)  1 - cos  2 x  =  1/ 4

d)  tg ( 2 x + 10 ) = 1

e)  sec 4 x = 1

10-  Grafica la función y = sen x  y luego completa :

a)  Dom sen = { ..............................................................}

b)  Cod sen =  {................................................................}

c)  La función seno no es inyectiva porque ...................................................................................... 

d)  El valor máximo de la función es .......................... y se alcanza para x = .................................... 

e)  El valor mínimo de la función es ............................ y se alcanza para x=.....................................

f)  Los valores de la función entre 0 y 2 ( son negativos si .............................................................. 

g)  La función se anula si ................................................................................................................. 

h)  y = sen x es una función ( tachar lo que no corresponda ) PAR , IMPAR  porque........................ 

i)  El período de la función y = sen x es...........................................................................................

11- Grafica la función y = cos x  y luego completa :

a)  Dom cos = { ..............................................................}

b)  Cod cos=  {................................................................}

c)  La función  no es inyectiva porque...................................................................................... 

d)  El valor máximo de la función es .......................... y se alcanza para x = .................................... 

e)  El valor mínimo de la función es ............................ y se alcanza para x=.....................................

f)  Los valores de la función entre 0 y 2 ( son negativos si .............................................................. 

g)  La función se anula si ................................................................................................................. 

h)  y = cos x es una función ( tachar lo que no corresponda ) PAR , IMPAR  porque........................ 

i)  El período de la función y = cos x es...........................................................................................

12-  Resolver los siguientes triángulos rectángulos en A únicamente con los datos :

a)  a = 12                  b = 7                                    B

b)  b = 8                    c = 10                                   c                  a  

                                                                          

c)  a= 13                    ( = 24 ( 20’                         A        b          C

d)  c = 5                      ( = 52 ( 40’

e)  b = 6                       (  = 30 ( 20’

13-  En un triángulo rectángulo la  hipotenusa mide 5 cm y uno de sus catetos la mitad de ésta.

Calcular sus ángulos.

14-  En un triángulo rectángulo uno de sus catetos mide 2 cm  y el otro la tercera parte de éste.

Obtener el valor de cada uno de los ángulos agudos del triángulo.

15- Calcular los ángulos agudos de un triángulo rectángulo, sabiendo que un cateto es la cuarta parte del otro.

16-  Demostrar las siguientes igualdades trigonométricas :

a)  cotg  (   =       1__

      cosec (      sec (
b)  cos ( . cosec  (  .  tg (  = 1

c)  sen (  . cos ( ( sec (  +  cosec  (  )  = sen (  +  cos  (
d)  sen  2  ( +  cos  (   =  sec  (
      cos (
e)  (sen (  -  cos  (  )  . (1/ sec  (   +  1/  cosec  (  )  =   2 sen  2  (  -  1 

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

La necesidad de crear nuevos conjuntos numéricos ( enteros racionales, irracionales) fue surgiendo a medida que se presentaban ecuaciones que no tenían solución dentro de los conjuntos ya conocidos.

Ejemplo : x + 11 = 9 no tiene solución en N ( Se crean los números enteros

                3 . x  = 5 no tiene solución en Z ( Se crean los números racionales

                x 2- 3 = 0 no tiene solución en Q ( Se crean los números irracionales

                x2 + 4 = 0 no tiene solución en R ( Se crean los números complejos

Analizaremos con más detenimiento la última ecuación, despejando x

               x 2 = - 4

            ( x 2 = (- 4

             ( x( = (- 4 ( no tiene solución en R, ya que el cuadrado de cualquier número real distinto de 0 es positivo.

Definimos el número i, al que llamamos unidad imaginaria, como aquél cuyo cuadrado es igual a -1.

Resolveremos la última ecuación 


( x( = (- 4


( x( = ( 4. (-1)


( x( = ( 4 . i 2

( x( =  2i   ( x = 2i (  x = - 2i 

El conjunto de los números complejos se designan con la letra C.

PARTES DE UN NÚMERO COMPLEJO Llamamos números complejos a los números de la forma a + b i , donde a y b son números reales e i es la unidad imaginaria. Esta forma de definirlo se llama forma binómica . Existen otras formas, entre ellas por par ordenado 

                                a + b i = ( a ; b)

Si z es un número complejo ( z = a + b i

Si la parte imaginaria es nula, el número complejo es un número real ( El conjunto R está incluído en C.
Si la parte real es nula, el número complejo es un imaginario puro.

COMPLEJOS CONJUGADOS : Dado un número complejo z = a + bi, se llama complejo conjugado de Z ( Z )al complejo que tiene la misma parte real y componente imaginaria opuesta.

Ejemplo : Z = 2 + 3 i (  Z = 2 - 3i .

COMPLEJOS OPUESTOS : Dado un número complejo z = a + bi, se llama complejo opuesto de Z   ( - Z ) al complejo que tiene la parte real y la parte imaginaria opuesta.

Ejemplo : Z = 2 + 3 i ( - Z = -2 - 3i .

COMPLEJOS IGUALES : Dados los complejos Z 1 = a + b i   y Z2 = c + d i

                                    Z 1 = Z2  ( a = c (  b = d
SUMA DE NUMEROS COMPLEJOS

Dado Z 1 = a + b i   y Z2 = c + d i
Z 1 + Z2 = a + c + (b + d ) i

Ejemplo : Z 1 = -2 + 4 i   y Z2 = 3 - 2 i

Z 1 + Z2 = -2 + 3 + ( 4 -2 ) i

Z 1 + Z2 =  1 + 2 i 

RESTA DE NUMEROS COMPLEJOS

Dado Z 1 = a + b i   y Z2 = c + d i
 Z 1  - Z2 =  Z 1  +(- Z2)=  a + b i - c - d i = (a - c) + (b - d ) i , es decir sumamos al primer número el opuesto del segundo.

MULTIPLICACION DE NUMEROS COMPLEJOS

Se aplica la propiedad distributiva de la multiplicación.

Dado Z 1 = a + b i   y Z2 = c + d i

Dado Z 1 . Z2 = (a + bi ) . (c + d i) = a.c  + a.d.i  +  b.i.c.  +  b.d. i 2  = 




        = a. c - b.d + (ad +bc) .i 

Ejemplo : (2+ 5 i ) . ( -3 + 2i) = -6  +4 i - 15 i + 10 i 2= -6 -10 +4 i - 15 i = -16 -11 i

DIVISON  DE NUMEROS COMPLEJOS

Para hallar Z 1 / Z 2  se multiplica numerador y denominador por el complejo conjugado de Z 2.
Dado Z 1 = a + b i   y Z2 = c + d i
Z 1 = (a + bi ) . (c - d i) = a.c  - a.d.i  +  b.i.c.  -  b.d. i 2  = a.c  - a.d.i  +  b.i.c.  -  b.d.(-1) =

 Z2     (c + di) . (c - d i)    c.c - c.d.i   +c.d.i    - d.d.i 2                 c.2  - c.d.i   +c.d.i    - d 2 (-1)

   Z 1 = a.c + b.d  + ( b.c - a.d ) .i
   Z 2               c.2  + d 2 
Ejemplo : Efectuar   1 - i__  = (1 - i ) . (2 - 3 i) = 2 - 3 i - 2 i + 3 i2 = -1 - 5 i = -1 - 5 i

                                 2 + 3i       (2+ 3i) (2 - 3i)        22 + 32                     13       13  13

POTENCIACION  DE NUMEROS COMPLEJOS
POTENCIAS DE i

Teniendo en cuenta que i2 = -1 calculamos las sucesivas potencias de i, recordando que i 0= 1




i0 = 1




i 1= i




i 2= -1




i 3= i2 . i = - i

a partir de la cuarta potencia los números 1 , i, -1, -i se repiten periódicamente, así :




i4 = i2 .i2 =(- 1).(-1) = 1




i 5= i4 . i = 1 . i = i




i 6= i4  i2 = 1. (-1) = - 1




i 7= i6 . i = - 1 . i = - i

Comprobar que :



i n = i r donde r es el resto de dividir n por 4.

Calcular : (( 2 - ( 3 i ) 2 =

REPRESENTACION GRAFICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Fijado en el plano un sistema de coordenadas cartesiana ortogonales los números complejos se representan mediante puntos de ese plano haciendo corresponder a cada número complejo z = a + bi el punto de coordenadas (a ; b).

En consecuencia, 

· Los números complejos con parte imaginaria cero se representan en el eje ............................

· Los números complejos con parte real cero se representan en el eje ............................

REPRESENTACION VECTORIAL
Representamos a Z mediante el vector OA




MODULO DE UN NUMERO COMPLEJO

Dado z = a + b i llamamos módulo de z al número real positivo ( a2 + b2 e indicamos




(Z ( = ( a2 + b2

ARGUMENTO DE UN NUMERO COMPLEJO

Llamamos argumento de un número complejo Z a la medida del ángulo ( formado por el semieje positivo de las x y la semirrecta de origen o que contiene al vector que representa a Z. Siendo

0 ( ( < 360 (. 

Ejemplo : determinar el argumento y el módulo del complejo Z = 1 + i.

FORMA POLAR DE UN NUMERO COMPLEJO 

Todo número complejo Z = a + bi puede expresarse Z = (( ; ( ), siendo


(  = (Z ( y  ( = arg ( Z )

· Expresar en coordenadas polares : a) Z = 2 + i

b)  Z = 1 - i

· Dado Z = (( 2 ; 315 () expresar Z en forma binómica.

FORMA TRIGONOMETRICA  DE UN NUMERO COMPLEJO

Sea z = a + b i , como a =  ( . cos (   y b=  ( . sen ( , reemplazando a y b en la forma binómica resulta :



z = a + b i =  ( . cos (   + i  ( . sen ( , luego

          z = ( ( cos (  + i sen ( )

Ejemplo : Expresar en forma trigonométrica a) z = 3 + 2 i







 b) z = 1 - 2 i


EJERCITACION UNIDAD 2

NUMEROS COMPLEJOS

1-Resolver las siguientes operaciones :

a)  (2 - 2i ) - (1/ 2 - i ) + ( 2+ 1/ 2 i ) =

b)  (5 + i ) + (- 2i) . (1/ 2 - i ) =

c)  (1 /3 - 1/ 2 i). (-1/ 2 + i ) - ( - 2/ 3 + 1/ 6 i)=

d)  ( 3 + i ). ( -1- i). (-3 + i )=

e)  ( (3 + (3 i) . ((2 - (2 i ) - ( 1 + i ) . ((6 + i ) =

f)  ((6 - (12 i ) . (3 i =

2-  Dados z 1 = 3 - 2i ; z 2 = 1 + (3 i ; z 3 =  3 i ; z 4 = 5

hallar : a) z1 ; z2 ; z3 ;  z4     b) z1 + z3               c) z2 - z4 

3-  z = a = b i , calcular  a) z + z =           b) z . z =

4-  Efectuar las siguientes divisiones

a)  2 + i    =           b) 1 - 2 i   =           c)    i        =                   d) ( 6 + ( 6 i  =        e) ( 2 i    =

      1 - i                       1 + 3i                  -2 - 1/ 2 i                         ( 6 - ( 6 i               -1 - ( 2 i

5-  Efectuar las siguientes operaciones :

a)       1      +         1       =                                 b) i    -         2i          =

         1 - i             1 + i                                                     -1 + 2 i

c)  ( 2 i +  ( 2  =                                                 d)  ( 1 - 2 i ). (2 - i )  =

( 3 i                                                                 1/ 2  + 1/ 2 i 

6-  Calcular el valor de z :

a)  z . ( 3  = z. i - (( 3 - i )                        b)    z        - 3  = z                 c) 2 + 2 i = i -  3  - i

                                                                      1  +  i                                                        z

7-  Hallar el valor de x ( C que satisface las siguientes ecuaciones :

a)  9 + x 2 = 0                  b) 2  x  2 + 32  = 0                c) x 2 - 6 = 2. ( x  2 + 5 )

d)  x. ( x + 5 ) - 5. ( x - 1 ) = 0                    e) 3. (2 - 2 x ) = ( x - 4 ) . (x - 2 )

8-  a ) Calcular el doble de la componente imaginaria de z, si z =  1 - i   - 3 i

                                                                                                    ( 1 + i )2
b)  Calcular el valor de z si  z ( 3 = z i - (( 3 - i )

9-  Dado z = 2 x + 2 i  , determinar para qué valores de x es :

                       3 + i

a)  Re (z) = 1         b)   Im(z) = -2             c) z real                  d) z imaginario puro

10-Hallar los valores de x  e  y que satisfacen las siguientes igualdades :

a)  2 y - i = ( 1 - y ) .i + 2 x + 1

b)  2 x i + 3 i = ( 5 x - 2 y ) . ( 1 - i )

c)  (x + y i ).(2 + i) = -1 + 6 x i

d)  ((6 x - i ). 2 i = (3 i + (5 . y

e)  (2 (3y - y i ) . ((3 - i ) = (3 + x i 

11-    Cuáles de los siguiente números son complejos imaginarios ?

  Cuáles son reales ?

  Cuáles son imaginarios puros ?

a-  3 i 12 + i 25

b- - 2 i 11  +  5 i3 

c- - i6 + 3 i8 

d- 4 i 7 + i 2
e- 2 i 8- 4 i 10 

f- 5 i7 + 2 i 3


g- -3 i 9 + ¾ i 5 

12- Operaciones combinadas
a-  2  - i 3 =

b- (i 4- 2 i 5) + ( 1 + 2 i 3 ) - ( 9 - i 7) =
c-  2 - 2 i3   +    - 2 i   =

     3 + 2 i 5                                                                                            3 - i 5         1 - i 

d-  ( 1 - i 7) -  (2 - 3 i 9)  =


( 1 - 2 i ) 2
13-Expresa en forma binómica los siguientes complejos :

a-  z1 = ( 3 , 30( )

b-  z2 = ( 5, 127 ()
c-  z3 = ( 3, 180 ()
d-  z4 =2 ( cos 308( + i sen 308 ()
e-  z5 =1 ( cos 90( + i sen 90( )
f-  z6 =1 /2 ( cos 45( + i sen 45( )
FUNCION CUADRATICA

Son las funciones de la forma : f(x)= a .x 2+ b.x 2+ c.  Dom f : R
Su gráfico es una curva llamada parábola. 

a se llama coeficiente cuadrático, b lineal y c independiente




· Signo y valor absoluto de a






Raíces o ceros de la función : Son las abscisas de los puntos de intersección de la parábola con el eje x. Para hallarlas, si es que existen, en la fórmula de la función se reemplaza la variable y por 0 y se resuelve la ecuación. 

Ecuaciones cuadráticas : 

· Todas pueden resolverse aplicando la fórmula ( primero se reducen a la forma a .x 2+ b.x 2+ c = 0 realizando todas las operaciones posibles) :

                                                                   x1 ; x2 = - b ( ( b - 4 . a. c 

2.  a

· Si la ecuación no tiene término lineal (b = 0), se despeja directamente la incógnita.

· Si la ecuación no tiene término independiente (c = 0), se extrae factor común x. En este caso , x =0 es siempre una de las soluciones. La otra se obtiene igualando a 0 el otro factor.

Construcción del gráfico
	Se calcula
	Se marca en el gráfico

	Se aplica la fórmula resolvente y se obtienen las raíces x1 y x2
	Si las raíces son reales se marcan los puntos de contacto con el eje x en x1 y x2

	Coordenadas del vértice :

xv = (x1 + x2 )       o    xv =  -b 

              2                             2a

yx = f(xv ) - Se reemplaza en la función x por xv -


	Vértice : V ( xv ; yv)
Eje de simetría : recta vertical que pasa por xv  ( se marca con linea punteada.

	Ordenada al origen : (0 ; c)

	Punto de contacto con el eje y. Se aprovecha el eje de simetría para obtener puntos simétricos.


Discriminante - Tipo de soluciones:


                                    ( = b 2 - 4 a c




Expresiones de la función cuadrática :

	Forma
	Expresión
	Parámetros

	Polinómica
	f(x) = a  x2 + bx +c 
	a, b, c

	Canónica
	f(x) = a ( x - xv ) 2 + y v
	a, xv, yv 

	Factorizada
	f(x) = a ( x - x1 ). ( x - x2)
	a, x1, x2 


Problemas de máximos y mínimos :
· Si a > 0 la función alcanza  un mínimo en la ordenada del  vértice de su gráfica, es decir  en x = xv la función alcanza su valor mínimo yv. 

· Si a < 0 la función alcanza  un máximo en la ordenada del  vértice de su gráfica, es decir  en x = xv la función alcanza su valor máximo yv. 

Propiedad de las raíces

Son las relaciones que existen entre las raíces x1 y x2 de una función cuadrática y los coeficientes a, b, y c de su fórmula polinómica.





x1 + x2 = - b 


x1 . x2 =  c_






       a                                         a

Esta propiedad es muy útil para hallar la fórmula de la función cuadrática conocida sus raíces.

Inecuaciones cuadráticas, intervalos de positividad y negatividad. 

· Intervalos de positividad C + : Es el conjunto de valores de x en los cuales f(x) > 0 .

La curva está por encima del eje x 

· Intervalos de negatividad C - : Es el conjunto de valores de x en los cuales f(x) < 0 .

La curva está por debajo del eje x 
Ejemplo : Hallar los C + , C - de f(x) = 3 ( x - 2 ) (x + 4)

Sistema de dos ecuaciones ( lineal y cuadrática - cuadrática y cuadrática)

Dadas una función cuadrática f(x) y una función lineal g(x) para hallar los puntos en que sus gráficos se intersecan - si es que lo hacen-, se igualan sus fórmulas y se obtiene una ecuación cuadrática. Se opera para llevarla a la forma a x2 + bx + c =0y , de acuerdo con su discriminante, pueden presentarse estos tres casos :










En el caso de cuadrática y cuadrática se procede de igual forma.

Ecuaciones bicuadradas

Son las expresiones de la forma a x 4 + b2 x + c = 0 , las cuales se resuelven haciendo un cambio de variable :

Sea , por ejemplo, resolver  x 4- 4 x2 - 12 = 0 , sustituimos x2 por w



Si w = x2       w2 - 4 w - 12 = 0 aplicando la fórmula para el cálculo de raíces, obtenemos

 w1 = -2        y            w2 = 6, luego



si w = -2( -2 = x2



       ( -2 = (x (( x1 =  ( 2 i   y  x2 =  -( 2 i



si w = 6 ( 6 = x2



       ( 6 = (x (( x3 =  ( 6  y      x4 =  -( 6

, es decir tiene en total 4 raíces.

EJERCITACION UNIDAD NRO.4

FUNCION CUADRATICA

1-  a) Graficar las siguientes funciones :

f(x)= (x + 5 ) 2 - 8                       g(x) = -3 x 2 - 6 x + 12

h(x) = x 2 - 4 x + 4                       t(x) = - x 2 + 3x

      b) Indiquen para cada una , cuál es el valor máximo o mínimo y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

2-  Completar la siguiente tabla :

	                            a
	                      vértice
	           Ecuación de la Parábola

	                           2
	                   ( 2 ; -3)
	

	                          -1                                            
	               ( -1 / 2 ; 1)
	

	                          3/ 4                 
	                  (0 ; 4/ 5)
	

	                           ( 3
	                  (-5 ; 3)
	

	                          - 1/ 2                        
	                  (( 2 ; -( 2)
	

	                            4
	                   (3 ; 0 )
	


3-  Hallen las raíces de las siguientes funciones :

f(x) = ( x - 3 ) 2 - 9                       j(x) = x 2 + 3 x + 2

g(x) = 4 x 2 - 5 x                          k(x) = - 4 x 2 + 4 x - 1

h(x) = - x 2 - 4

4-  Resuelvan las siguientes ecuaciones :

a)  - 0,5 x 2 + 8 = 0

b)  3 x 2  + 2,5 x = 0

c)  (2 x ) 2  - 3 = 6

d)  3 x ( 7 - x ) = 0

e)  2 x2  - 3 x + 1 = 1/ 2 ( 2x + 2)

f)  6 ( 1/ 3 + 1/ 2 ) = x 2 + 3

5-  Hallen los números enteros que verifiquen la condición pedida en cada uno de los siguientes casos :

a)  La diferencia entre el cuadrado de su triple y el cuadrado de su doble es 125.

b)  El producto entre su consecutivo y su antecesor es 399.

c)  El triple del cuadrado de su consecutivo es 147.

6-  Grafiquen las siguientes funciones. Para ello determinen previamente las raíces reales, las coordenadas del vértice , la ecuación del eje de simetría y el punto de intersección con el eje de las ordenadas.

           m(x) = x 2 - 2 x - 8                 p(x) = - 0,5 ( x + 1 ) 2   - 1,5             n(x) = - x 2 + 6 x - 9

           q(x) = - x 2 - x - 2                   l (x) = (2 x - 1 ) ( x + 2,5 )

7-  Hallen la fórmula de una función cuadrática que cumpla con las condiciones pedidas en cada caso.

a)  Su gráfico pasa por el punto ( 3 ; - 1/ 2 ) y su vértice es V = ( -2 ; 0 ).

b)  El vértice de su gráfico es : V = ( 0 ; 3 ) y x = 2 es raíz.

c)  El vértice de su gráfico es V = ( -2 ; 1) y la ordenada al origen es 4.

d)  Las raíces  son x1 = - 3 y x2 = 3 y el máximo es 4.

8-  Sin resolverlas, indiquen el tipo de raíces que tiene cada una de las siguientes ecuaciones :

a)  3 x - x2  + 0,1 =0                 b) x 2 + 4 =0                    c) 3 x 2- 1/ 2 = 0 

9-  Hallen los posibles valores que puede tener k para que se cumpla la condición pedida en cada caso.

a)  La función f(x)= - x 2  + x - k tiene una raíz doble. 

b)  La ecuación  3 x2 + k = 0 no tiene solución en R.

c)  El gráfico de la función g(x) = - k x2 + 1 interseca el eje de abscisas  en dos puntos.

d)  La ecuación x 2 + x  = 5 k tiene dos raíces reales distintas. 

10-  Cuál es la máxima superficie que se puede abarcar con una soga de 100 m  dispuesta en forma rectangular sobre el piso ?

11-  Al poner a prueba un nuevo automóvil  se comprobó que para velocidades mayores que 10 km/h y menores que 150 km/h, el rendimiento de nafta r (en km/litro) está relacionado con la velocidad v (en km/hora) mediante la función :

        r (v) = 0,002 v ( 180 - v ), 

a)  Completen la tabla :

	v(km / h )
	         40
	
	 110

	R (KM / L )
	
	        6,4
	


b)  Calculen a qué velocidad el rendimiento es máximo y calculen dicho rendimiento.

12-  Hallen la superficie de un cuadrado cuya diagonal mide 10 cm

13-  Un matrimonio tiene , de cada hijo, tantos nietos como hijos. Si la cantidad de hijos y de nietos es 56, Cuántos hijos y nietos tiene ?

14-  Se dispara desde la superficie una bala de cañón que sigue una trayectoria parabólica con un alcance de 100 metros y una altura máxima de 15 metros. Hallen la fórmula de la función cuadrática que describe su trayectoria

15-  Resolver las siguientes ecuaciones :

a)  x ( x 2  - 3x ) - 4 ( x - 1 ) = x3                   b) x 2 +  x   + 1 = 0

c)  (x + 1) 2   = ( 1 - 3 x ) 2                              d) 2 x - 1  =        x___   

                                                                                x          -3 x + 4

16-  El cuadrado de un número entero es igual al siguiente multiplicado por - 4. Cuál es el número ?

17-  La suma de los cuadrados de tres números enteros consecutivos es 50. Cuáles son esos números ?

18-  Por qué número natural hay que dividir al número 156 para que el cociente , el resto y el divisor coincidan ?

19- El área del rectángulo de la figura es 18 cm 2  . Calcula su perímetro.


                      x - 2

                                          x + 1

20- Los lados de un rectángulo tienen 5 cm y 8 cm de longitud. Se cortan los cuatro lados en un misma longitud x con lo cual el área disminuye 22 cm 2 . Cuánto se acortaron los lados ?.


21-  Reconstruye las ecuaciones de segundo grado conociendo sus raíces :

 a) x1 = 5 ;   x2 = -3                 b) x1 = x2 = 5                     

c)  x1= 2 + i ;   x2= 2 - i          d) x1 = 1 + 2 ( 2       ;      x2 = 1 -2 ( 2

22-  Sistema de ecuaciones :

a-( y = 2 x 2+ 3 x - 5



   ( 

   (  y = ( x - 1 ) 2

LOGARITMACION


En la logaritmación o el logaritmo de un número (n) es el exponente al cual hay que elevar la base (b) para obtener el número a.

DEFINICION : log b a = n ( b n = a (b > 0 ; b ( 1 ; a > 0)
EJEMPLOS :
Hallar los siguientes logaritmos aplicando la definición :

a-  log 3 9 =               3 ..... = 9

b-  log 2(1/16) =         2 ..... = 1/16

c-  log 77 =

d-  log8 1 =

e-  log  5125 =

f-  log 2( 2 =

g-  log 0,5 4 =

h-  log ( 3 9 =

i-  log ( 20,25 =

LOGARITMOS DECIMALES :

Son los de base 10. Generalmente , la base no se escribe, es decir que log x = log 10 x.

LOGARITMOS NATURALES : 

El número e es un número irracional cuyo valor aproximado es : 2,71828......

Los logaritmos naturales son los de base e. Se los escribe ln , es decir que ln x = log e x.

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

· log b 1 = 0

· log bb = 1

· log b( x . y ) = log b x + log b y

· log b( x : y ) = log b x - log b y

· log b a n = n. log b a

· log b n (a = 1/n .  log b a

· Si a = c ( log b a = log b c     - Propiedad Uniforme -

· Si log b a = log b c  ( a = c    - Propiedad Cancelativa -

CAMBIO DE BASE

En algunas situaciones necesitamos expresar el logaritmo de un número en otra base, por ejemplo :

log 2 x + log 4 x + log 16 x = 7 , para poder aplicar la propiedad del producto de logaritmos debo expresar los tres términos en la misma base, para ello se utiliza la siguiente fórmula :







log b a = log wa  







  log w b

Ejemplo : supongamos que en el ejemplo anterior queremos expresar los tres logaritmos en base 2, entonces :

log 4 x =  log 2 x 

    log 2 4

log 16 x = log 2 x 

    log 2 16

ECUACIONES LOGARITMICAS :

Son las que tienen la incógnita en el argumento de un logaritmo.

· Para despejar una incógnita contenida en el argumento, se aplica la definición de logaritmo.

· En muchos casos resulta conveniente agrupar los logaritmos en uno solo, para lo cual se aplican las propiedades.

· Solo existen logaritmos de números positivos , por lo tanto deben descartarse como soluciones los valores que no puedan ser verificados en la ecuación original.

Ejemplo :

a-  log 2( x + 1 ) = 3

b-  log 2 ( x + 1 ) + log 2 x = 1

c-  log2 ( x + 7 ) - log2 ( x + 1) = 4

d-  log ( 2x + 1 ) = log ( x + 2 )

e-  2 . log 5 x + log 5 (8 x ) = 3

f-    log 3 x - log 9 x = 1 

EJERCITACION UNIDAD NRO. 5

 LOGARITMOS DECIMALES Y NATURALES

1-  Completar aplicando la definición de logaritmo :

a)  log 2 16 =                                                  porque 2 ......  =

b)  log 5 125=
c)  log 1/2  4 =
d)  log 1/3  27 =
e)  log 1/7  49 =
f)  log 25  1/ 5 =
g)  log 4/3  9/ 16 =
h)  log 3  ( 3 =
i)  log (6  36 =
2-  Aplicando las propiedades de los logaritmos , calcular :

a)  log 2  (16 . 8 ) =

b)  log 3  (27 : 3 ) =
c)  log 2     4  3  =
d)  log 5  3 ( 25 =
e)  log 2     3  ( 2  4  . 16 =
f)  log 3/ 2   [ (( 3/ 2 ) -1  . 4/ 9 ] =
3-  Sabiendo que log 3 ( 0,47 y log 2 ( o,30 , Calcular

a)  log  3   6  =

b)  log  3    24  =
c)  log  3   324 =
d)  log  2     1/18 = 
4-  Aplicando las propiedades de los logaritmos calcular :

a)  log  3 15  + log  3  5 -1  =

b)  log 0,2  + log 0,05 - log 0,1 =
c)  log  4(log  1/4  0,25) =
d)  ln ( 3  + ln ( -2  =
e)  ln ( 5 ((  . ( -3 ) =
f)  log 3 1/ 81 + log 5   1/5 : log 1/5   5  =
5-  Resolver las siguientes ecuaciones ( x > 0 )

a)  x = 3  log ½ 16

b)  ( 9 x = 27
c)  log  (x 25 = 5
d)  log  1/3(-x + 4 ) = - 2
6-  Sabiendo que : log a x = 4,2

  log a y = 2,1
a-  log a(x . y ) =

b- log a  x    =

c- log a y 3=
        y
b-  log a ( x     =

e- log a x  2  ( y     =       
f- log a ( x     =
                   y 3 
7-  Si el logaritmo de un número en base 5 es 3/ 2 Cuál es el logaritmo de ese mismo número en base 0,04 ?.

8- Cuál es el número cuyo logaritmo en base k es 2 y en base k/2 es 3 ?.
9-  Consideren que log 2 = 0,301030 y realicen los siguientes cálculos sin usar calculadora :

a-  log ( 3( 2 :  2 5) =

b- log (     1      )  =






( 2  (  2

10-  Resolver las siguientes ecuaciones logarítmicas

a-  log 12 ( 4 x + 2 )= 0

b-  log2 8 x + log 2 4 x 2 = 8

c-  log 5 ( x + 12 ) - log 5 ( x + 2 ) = 1

d-  log 2 x + 3 log 2 2x = 1

e-  log 2 x - log 8 x = 1

f-  log ( x - 3) + log x = log 4

g-  log x ( 3 x + 10 ) = 2

h-  log 4 x + 3 log 4 x = 2

FUNCION EXPONENCIAL Y FUNCION LOGARITMICA
Son las funciones de la forma : y = k . a x + b ( k ( 0 ; a > 0 ; a (  1 ; a, k, b  (R , fijos)
Gráficos : Representaremos la función  y = k . a x    ( k >0 ; b = 0 )
· Si a > 1 , la función es creciente.

Si a < 1 , la función es decreciente.

Dominio : R           Asíntota horizontal (Recta a la cual tiene o se aproximala función sin llegar a tocarla) :  y = 0 ( eje x )

Imagen : R > 0

Intersección eje y  : y = k

Intersección eje x : La gráfica de y = k a x ( con b = 0) no corta al eje x , pues el eje x es asíntota de la función.

· Bases recíprocas ( Si a > 1 f(x) = k . a x ; g(x) = k . (1 / a ) x  )




·  Coeficientes opuestos (Si a > 1 f(x) = k . a x ; g(x) = -k . a x



ECUACIONES EXPONENCIALES

· Son aquellas en las que la incógnita figura en al menos un exponente.
· En muchos casos resulta conveniente expresar ambos miembros como potencia de una misma base.

· Para despejar incógnitas que aparecen en el exponente, es útil utilizar logaritmos.
Aplicaciones de las funciones exponenciales.

La aparición de las funciones exponenciales surge naturalmente cuando se estudian diversos fenómenos relacionados con el crecimiento y el decrecimiento de poblaciones humanas, colonias de bacterias, con sustancias radioactivas, y con muchos otros procesos vinculados con la Economía , la Medicina, la Química y otras disciplinas .

Para aplicar las funciones exponenciales de la forma y = k. ax , hay que tener en cuenta que :

· k es la cantidad inicial

· a es el factor de crecimiento o de decrecimiento.

Ejemplo : Hallen una expresión que describa el crecimiento exponencial de una colonia de 2000 bacterias que se quintuplica cada 3 horas.

FUNCION LOGARITMICA

La función logaritmica es la función inversa de la función exponencial, por lo tanto para hallar su fórmula partiremos de la función exponencial.

Dada la función    y = k ax + b



     x = k a y +b   (reemplazo x por y e y por x)

                        x - b =  a y


    k


              log a (x - b) = log a ay 


               k

              log a (x - b) = y. log a a

                          k



y = log a ( (x - b) (
                                     (     k     (
Graficaremos ambas funciones en un mismo sistema 






Como ambas funciones son inversas , son simétricas con respecto a la bisectriz del primer y tercer cuadrante.

ACLARACION : El dominio de la función logaritmica son los reales positivos , coincidiendo con el conjunto imagen de su inversa (función exponencial).

Graficos :

 
Analizaremos y = log b x
Dominio : R  + ;  Asíntota vertical x = 0 

Imagen : R

Interseccion eje x (ceros o raíces de la función) x = 1.

Intersección eje y : en este caso , al ser el eje y asíntota de la función , la gráfica no lo corta.

Bases recíprocas :




Si las base son recíprocas, las funciones son ............................ con respecto al................................ 
Ejemplo de ecuaciones exponenciales

a-  2 x + 3 = 32

b-  9 x - 1  = (1/3) 2x  

c-  ( 5. (1/5) 2x - 4 = 25 3x 

d-  2  x = 1 - 2 x - 3  + 2 x = 23

e-  2 x = 5


TRABAJO PRACTICO NRO 4

FUNCION EXPONENCIAL Y FUNCION LOGARITMICA

1-  a) Grafiquen las siguientes funciones , considerando como dominio el conjunto de los números reales :

f(x) = 4 x                 g(x) = - ( 2/3 ) x                     h(x) = 2 . 1,25 x                 j(x) = -1/ 3 . 0,1 x 

b)  Para cada una , indiquen el conjunto imagen, asíntota y la intersección con el eje, cuando sea posible.
2-  Se sabe que f(x) = a x , y que f(3) < f(5). Qué puedes afirmar de a ?.

3-  Hallen la fórmula de la función exponencial que verifique las condiciones pedidas en cada caso.
a)  Su base es 2/ 3 y su coeficiente es 40.

b)  Pasa por el punto ( 3 , 64 / 25 ) y corta al eje de ordenadas en y = 5.
c)  Pasa por los puntos ( 3 ; 0,024 ) y (-2 ; 75).
4-  Consideren las funciones  f(x) = 30. (1/ 3 ) x   y     g(x) = 0,2 . 4 x .

a)  Hallen f (-2) y g ( 3/2).

b)  Indiquen, si es posible, para qué valores de x se cumple que :
I)f(x) = 10   II) f(x) = -10        III) g(x) = 0     IV) g(x) = 1/3

5-a) Grafiquen las siguientes funciones logarítmicas que están definidas en el mayor conjunto real posible :

f(x) = log 5  x            g(x) = log ( x - 2 )                m(x) = ln( x + 1 )

b)  Para cada función indiquen el conjunto imagen, la ecuación de la asíntota y la intersección con los ejes cuando sea posible.

6-  Resuelvan las siguientes ecuaciones exponenciales :

a)   3 2x - 1 = 1

b)  2 1- x   = 0,125

c)  2 3x  . 4 x   = 8 x - 2   : 16

d)  ( 5x   = 5  ( 1/ 5 ) x 
e)  2 . 3 x + 5 . 3x  - 3x  = 6

f)  5 . 2 x - 1 - 1/3 . 2 x + 2  = 7/12
g)  2 2x  - 2 x + 2  = 32
h)  3 x  +  9 x  = 90
7-  Resuelvan las siguientes  ecuaciones exponenciales

a)  4 x  + 4 -x = 2,5

b)  3 x - 1 + 1 : 3x - 3  = 10
c)  1/ 2 . 4 x-2  + 1/ 4 .4 2-x  = 9/ 8

d)  3. ( 1/ 2) x  - ( 1/ 4) x   = - 4
e)  e x + e-x  = 2
8-  Resuelvan las siguientes ecuaciones logarítmicas :

a)  log 3 (3x - 2 ) = 2

b)  log 2 x 2 + 3 . log 2 x = 10
c)  log ( x + 3) - log ( 2x - 1) = 0
d)  log 2(x + 1 ) + log 2 ( x - 1 ) = log 3 8
e)  ln x 3 - ln ( x = 5/ 2
f)  log 2x + log 4 x + log 16 x =  7
g)  log (3 x - 2. log 3 x + log 9 (2x) = 1/ 2
9-  Resolver los siguientes sistemas :



10-  Sea f(x) log k ( 1/ 2 x + h ). Determinar el valor de h y de k , para que sea f(3) = -2 y f(-1) = -1.

11-  Calcular el alor de k , para que se verifique log 3 k - log 3 2 - 4 = 0 .

12-  Calcular x

                      log ( x  + log ( x -1 - 2 log x = -6


COMBINATORIA Y ESTADISTICA

A continuación te presentamos a modo de síntesis una breve descripción de Estadística, el cual te servirá para un trabajo de investigación.

Definición de Estadística : Rama de la Matemática que se ocupa del conjunto de métodos utilizados para la obtención de datos, su organización en tablas y gráficos y su posterior análisis.

TIPOS DE ESTADISTICA


Estadística descriptiva - Etapas


Recolección de datos :

Conceptos Básicos




Atributo o variable estadística 


Organización de datos

Tabulación Series simples

Ejemplo : El siguiente cuadro muestra la cantidad de materias no eximidas ( al terminar el curso lectivo 2002) de los alumnos de 4to. año del Instituto ESBA.

	Alumno Nro de Orden
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Cantidad materias
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


A partir de los datos anteriores, elaboraremos la siguiente tabla :

	Cantidad de materias (xi)
	Recuento
	Número de alumnos (Fi ) 
	Frecuencia acumulada
	Frecuencia Relativa (fi)
	Frecuencia relativa Acumulada

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


(xi)  valores de la variable estadística

(Fi) Número de veces que cada valor se repite.

(fi) Es el cociente entre la Fi y el número de elementos de la variable estadística.

Intervalos de clase : Tabla reducida en el cual el número de observaciones aparece dividido en intervalos iguales.
	Cantidad de materias (xi)
	Recuento
	Número de alumnos (Fi ) 
	Frecuencia acumulada
	Frecuencia Relativa (fi)
	Frecuencia relativa Acumulada

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


Amplitud del intervalo

Amplitud = Rango                   (diferencia entre el mayor y el menor número de materias) 

                   Nro.. de intervalos

Tipos de gráficos 










Análisis y medición de Datos

Para describir un conjunto de datos, se calculan algunas medidas que resumen la información  y que permiten realizar comparaciones.



Medidas de posición

Medidas de dispersión 

 

NOTA : Cuanto menor es el desvío estándar, menos dispersos están los datos con respecto al promedio. Es decir cuanto menor sea el desvío, más homogénea será la distribución de los datos. Además cuando queremos comparar dos distribuciones debemos analizar el promedio y la desviación estándar de cada una. Tanto el promedio como la desviación estándar pueden calcularse por medio de una calculadora científica.

Pasos a seguir para calcular el promedio ,la desviación estándar y el número de observaciones :

Paso I : Poner la calculadora en modo estadístico SD .En general es MODE y . .

PasoII : Limpiar los registros anteriores : SAC

Ingresar datos con la función DATA o x.

Ejemplo :

	Edad

(años)
	Cantidad de chicos

	14
	4

	15
	13

	16
	7

	17
	1


COMBINATORIA

Factorial de un numero ( !) :

Ejemplo 4 != 4 . 3. 2. 1


    7 ! = 7.6.5.4.3.2.1


    n ! = n. (n-1) . (n - 2) ... (n - (n -1))

Propiedades :

0 ! = 1

(n + 1 ) = ( n + 1 ) . n !

Análisis  combinatorio : Analizaremos los siguiente problemas :

Problema I : Tres personas deben ocupar tres sillas dispuestas frente  a una mesa sobre un estrado. Dichas personas son A, B , C . De cuántas formas pueden sentarse dichas personas ?

SILLA 1



SILLA2



SILLA3


A



B



C

Se deduce que existen .................................. agrupamientos posibles que difieren entre sí solamente por el orden en que se ubican sus elementos.

Problema II

Se disponen de tres premios distintos que deben ser repartidos entre 5 alumnos : A, B, C, D, E.De cuántas formas distintas se puede hacer dicha distribución ?

Alumnos = { A,B,C,D,E }, los subconjuntos de tres elementos que pueden formarse son :

A

B

C

D

E

El número de posibilidades es ................................

Problema III : Idem anterior pero considerando que los premios son todos iguales.

Vemos que la terna { A,B,C} es igual a { B, C, A }, {A, C, B } {B,A,C} {C, A,B} y {C, B, A}.

Cada grupo lo contamos 6 veces, luego el número de posibilidades es .............................

Hemos presentado , en consecuencia, los tres problemas fundamentales del Análisis Combinatorio.



Número Combinatorio

Cn,m =  ( n (   , es decir    
( n (  = _____n !______


   ( m(


( m(      (n - m ) ! m !

Propiedades del número combinatorio
a-  ( n (  = 1



      ( 0 (


 b- ( 0 (  = 1

      ( 0 (
  c- ( n  (  = 1

      ( m (
  d-   ( n  (  = (   n    ( 
         ( m (     (n - m (
e- ( n + 1  (  =   (   n    (  + (   n    ( 
· m    (
   (m- 1  (     (   m   (


Binomio de Newton 
                                    n




                                               ( a + b) n =      (      (  n( a n - m . bm

                                                        m=0     ( m(
TRABAJO PRACTICO NRO 5

COMBINATORIA
1-  Simplificar las siguientes expresiones :

a-  6 !  =

      9 !

b-  7 !  = 

    5 ! 3 !

c-  30 ! = 

      27 !

d-  ( n + 3 ) ! =

      ( n + 1 ) !

e-  (n + 1 ) !  =

      (n - 1 ) !

2-  Calcular , siendo en todos los casos n (  N ( n ( 1 ).

a-  ( n - 1 ) !     +   ( n  + 1 ) ! =

            n !                 n !

b-  ( n + 1 ) ! - n !  =

                n !

c-  ( n  + 1 ) ! - n ! =

           ( n - 1 ) !

3-  Calcular el valor de n ( n ( N ) que verifica :

a-   ( n + 2 ) !  = 6 

            n !

b-  1 /3 ( n + 3 ) !  = 10 

              ( n + 1 ) !

c-  (n + 4 ) !   -   (n + 3 ) !   = 25

       (n + 2 ) !      ( n + 2 ) !

4-De cuántos modos diferentes se pueden disponer los siete colores del arco iris ?

5-Cuántos números distintos de 4 cifras diferentes se pueden formar con las 9 cifras significativas ?

6- De cuántas formas distintas se pueden ordenar 10 libros en un estante ?

7- Dados 9 puntos diferentes en un plano, Cuántos segmentos diferentes que tengan 2 de esos puntos por extremos se pueden determinar ?

8-Cuántos números pares de 5 cifras pueden formarse con las cifras : 1 ; 3 ; 2 ; 5 ; 9 ?.

9- Con 24 médicos Cuántas guardias de 4 médicos cada una pueden formarse ?.

10- Cuántas señales diferentes se pueden hacer con 5 banderas de colores distintos sabiendo que las señales pueden hacerse izando cualquier número de banderas , una debajo de la otra ?.

11- De cuántas formas diferentes pudieron haberse sentado los Doce Apóstoles en la mesa encabezada por el Señor ?.

12- Alrededor de una mesa hay 6 sillas fijas, de cuántas formas diferentes pueden sentarse 4 personas ?.

13- Cuántos triángulos pueden determinarse que tengan por vértices, tres de los vértices de un heptágono ?.

14 -En cada una de las 4 secciones de una tienda hay una vacante de vendedor. Se presentan 20 postulantes. De cuántas formas diferentes pueden llenarse dichas vacantes ?.

15- Si se tienen 7 cajas de distintos colores, una de las cuales es blanca, se desea saber de cuántas formas diferentes se pueden disponer en una fila dichas cajas de modo tal que la blanca quede siempre en el medio ?.

16- De cuántas formas pueden repartirse 12 libros diferentes entre cuatro alumnos ?.

17- Los 20 empleados de una oficina deben distribuirse por igual en 4 turnos , de cuántas formas distintas pueden integrarse dichos turnos ?.

18- Cuántos números de 6 cifras se pueden formar con las cifras 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 ; 8 ; 9 sin que figuren repetidas y excluyendo los que comienzan con 0 ?.

19- Entre 10 ingenieros y 8 abogados deben elegirse una comisión de 5 miembros integrado por 3 ingenieros y 2 abogados. Cuántos comisiones distintas pueden resultar ?.

20- Se tienen 9 obras en castellano, 7 obras en inglés y 5 obras en francés. Se quieren regalar 6 de estos libros entre los que figuren 3 de castellano, 2 en inglés, y 1 en francés. De cuántas formas pueden disponerse el conjunto que se regala ?.

21- Cuántos son los anagramas de la palabra auto ?.ANAGRAMA : de una palabra es un ordenamiento cualquiera de sus letras, tenga o no sentido.

22-De cuántas formas distintas pueden ubicarse en fila , 5 personas A, B, C, D, y E ?.

23-Cuántas números de 4 cifras distintas pueden formarse con 2, 3, 4 y 6 ?. Cuántos de ellos son impares ?. Cuántos de ellos son menores que 3000 ?.

24- Con los números 1, 3, 5, 7, 9 , Cuántos números múltiplo de 5 , de 4 cifras, se pueden formar ?.

25- Cuántos números de 5 cifras diferentes se pueden escribir con los números del 1 al 9 ?.

      Cuántos de ellos  comienzan con 3 ?.

      Cuántos de los que comienzan con 3 terminan con 0 ?.

      Cuántos de los que comienzan con 3 son pares ?.

26-Adrián y su amigo van a un video club a alquilar 4 películas para el fin de semana. Adrián elige 2 entre las quince de terror  que encuentra y su amigo 2 comedias entre las 8 que puede elegir ?. Cuántos conjuntos distintos de películas podrían haber alquilado ?.

27- En una casa hay  4 puertas al exterior, de cuántas formas distintas puede quedar la casa abierta ?.

28- Cuántos anagramas se pueden formar con la palabra LIBERTAD ?.

29- Cuántos anagramas de la palabra LIBRO pueden formarse de manera tal que :

a-  todas empiecen y terminen con vocal.

b-  todas empiecen con vocal y terminen en consonante ?.

30 - Desarrollar las siguientes potencias :

a-  ( x  + 2 y )5  =

b-  ( x 2 - 1/ 2 ) 6 =

c-  ( x - 5y ) 8 =

NOCIONES DE LIMITE Y CONTINUIDAD

Dada una función f : A ( R ( R ( A) y un punto a ( A, estudiaremos el comportamiento de la función en un entorno reducido de a .

Entorno reducido de a :                                                   (a - b ; a + b ) - { a } 

Sea f R ( R dada por f(x) = 2 x - 3 y a = 4. Estudiaremos el comportamiento de f(x) en un entorno reducido de 4.


	X
	2x -3

	3,8
	4,6

	3,9
	4,8

	3,98
	4,98

	3,999
	4,998


        x > 4
	X
	2x -3

	4,1
	5,2

	4,05
	5,1

	4,01
	5,02

	4,001
	5,002





existe el límite de la función para x tendiendo a 4 y es :



lím      ( 2 x - 3 ) = 5

                     x (4

Otro ejemplo  :

Sea f : R ( R , dada por                 ( 1/ 2 x + 3      si x < 2 





f(x) = (




          ( 5                  si x > 2 , 

Calcular el límite de f(x) cuando x tiende a 2.

Gráficamente se ve que la función tiende a 4 cuando x se aproxima por la izquierda a 2 y tiende a 5 cuando x se aproxima a 2 por derecha. 

lím      f(x ) = 4  (
x (2-                         ( 
lím      f(x) = 5   (
x (2+                         (
NO EXISTE     lím      f( x ) 

                        x ( 2
En general 



Si    lim  f(x) = L1 ( R



      x (a-



          lim  f(x) = L2 ( R   y L1( L2  entonces  no existe lím      f( x ) 

                             x (a+                                                                 x (a

Propiedades de los limites :

Las propiedades que se enuncian a continuación , serán de utilidad para el cálculo de límites.

Sea f y g dos funciones tales que






lim  f(x) = L1 



                                  x (a

y 






lim  g(x) = L2             L1 y L2 ( R



                                  x (a

Propiedad I : El límite de una suma de dos funciones es igual a la suma de sus límites.

Lim [ f(x) + g(x) ] = lim f(x) + lim g(x)= L1 + L2

x (a                       x (a        x (a

Propiedad II : El límite de la diferencia entre dos funciones es igual a la diferencia de sus límites.

Lim [ f(x) - g(x) ] = lim f(x) - lim g(x)= L1 - L2

x (a                       x (a        x (a

Propiedad III: El límite del producto entre dos funciones es igual al producto de sus límites.

Lim [ f(x) . g(x) ] = lim f(x) . lim g(x)= L1 . L2

x (a                       x (a        x (a

Propiedad IV : El límite del cociente entre dos funciones es igual al cociente de sus límites.

Lim [ f(x) : g(x) ] = lim f(x) : lim g(x)= L1 : L2      Si L2 ( 0
x (a                       x (a        x (a


Límites infinitos :                       lim       1 = (




    x ( 0     x

Límite para x ( ( :

Ejemplos :  lím (2 x + 1 ) = + (  





     x ( (




      lím           1      =  0




                x ( (   x 2+ 1

Límites indeterminados : Muchas veces la aplicación directa de las propiedades de los límites conduce a expresiones indeterminadas.(0/0 ; ( / ( ; ( - ( ; etc)
Ejemplos : lím        x 2 - 1  =


     x ( 1     x - 1 

                 lím   ( 5 x 3- 2 x ) =


   x ( (

     lím      ( 5 x 2+  3 ) =


   x ( (   (2 x 3+  x ) 

Continuidad :

Intuitivamente podemos decir que una función es continua , si su gráfica se obtiene de un solo trazo, tal es el caso de la primera gráfica y no así en la segunda. Más precisamente , decimos que




Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos dados :

a ) f(x) = x 2 + 2 x + 1    en x = 1

b)  f(x) = 1 / x                 en x = 0

EJERCITACION UNIDAD 7

LIMITE Y CONTINUIDAD

1-  Calcular los siguientes límites :

a-   lim    ( x 2 + 5( 10 x + 2 ) =

    x (3

b- lim    ( x 3  (  x + 2 ) =

    x (-1

c- lim    ( x 2 + 1) (x3 -3 x ) =

    x (2

d- lim                 3          =

    x (1/2      1 - 2 x

e- lim   ( cos x - 3 ) =
 x ((
f-    lím         log 2 ( 6 + x 2 )  =

   x ((2                  x2
2-  Calcular los siguientes límites :

a- lím    3 x 5+ 5 x  =
    x((  2 x 2 - x

b-    lím   x 3- 1   =
      x(1   x-1

c-    lím        x 3  =
    x((    x 2 + x

d-    lím        1/x - 1/3  =
    x(3           x - 3

e-  lím        x 4  -1 =
    x(-1    x 5+ 1

f-    lím        x 2 - 2x - 3 =
    x(3           x - 3

g-    lím       2 x 2 - 7x + 3 =
    x(1/2      2 x 2 - 5x + 2

h) lím       x 2 - 4x + 3 =
    x(3          x 2 - 9

i-    lím        x 5 + 32         =
    x(-2       x 2 - 4x - 12

j-    lím       3x + 3         =
    x(-1      x 2 + 2x + 1


k- lím     (x + 3 - ( 3     =
    x(0           x 

l- lím    2 x - 2     =
    x(1  (x  - 1

m - lím       x             =
    x(1  (x2   +1  - 1

3-  Calcular los siguientes límites :

a-lím    sen2 x   =

    x(0      x 

b- lím    sen 5x   =

x(0            3x

c- lím    sen3 4x   =

x(0            x 

d- lím       sen 5x   =

    x(0        tg 3 x 

4-  Hallar  a ( R que verifique :

a- lím   (-1 ( =- 4

    x(a  (  x2(
b- lím    (x2 + 4 x - 3 )  = 2

    x(a

5-  Estudiar los puntos de continuidad de f  en x =1




f(x) ( 2 x      si x > 1



                  (- x2       si x ( 1

 6- Estudiar los puntos de continuidad de f  en x =2




f(x) (  x + 1      si x ( 2



                  (- 1            si x = 2

7- Estudiar los puntos de discontinuidad de f  (x) =  1  en x =0








x

8- Estudiar los puntos de continuidad de f  en x =1




f(x) ( 2 x  + 1   si x < 1



                  ( x + 2       si x ( 1     en x = 1

9- Estudiar los puntos de continuidad de f  en x =1




f(x) (  x - 4      si x < 0



                  ( x2  - 4      si x > 0    en x = 0

10- Estudiar los puntos de continuidad de f  en x =1




f(x) ( 2 / (x + 1)      si x ( 2



                  (x + x2             si x < 2   en x = 2.

a es la parte real de Z





b es la parte imaginaria de Z





Recordar i 2 = -1


en b. d . i 2= b. d. (-1) = -b.d.





Recordar i 2 = -1


en b. d . i 2= b. d. (-1) = -b.d.





Z = a + b i





Z = a + b i





A





y





b





O





x





a





Recordar :


tg ( = b / a


(  = (Z ( = ( a2 + b2













































































y





Eje de simetria





x1 





x2





x





raíz





raíz





xv





V= (xv ; yv)





yv





a2





a1





a < 0





(a1(>(a2(




















El vértice es un máximo








a2





a1





El vértice es un mínimo





Int. de crecimiento








Int. de decrecimiento











Int. de crecimiento





 a > 0





(a1(>(a2(





Int. de decrecimiento











 ( > 0 ( Dos raíces reales distintas





( = 0 ( Una raíz real doble





( < 0 (No tiene raíces reales , es decir, la gráfica no corta al eje x, las raíces son números complejos conjugados





( = 0





( > 0





( < 0





g(x)





P





y1





g(x)





y1





F(x)





g(x)





Q





P





y2





f(x)





f(x)





x1





x2





x1





( < 0





( = 0





( > 0





   c-   (y =  x 2+  x + 1


         (


         (y = 3 x + 2





b-( y = 2 x 2-3 x + 5


   ( 


   (  y =  x 2 + 3 x - 4











  f)     (y = 2 x 2+  x - 3 


         (


         (y =  -2x + 2











      e)(y = - x 2- 4 x +12 


         (


         (y =  x 2+ 6











  d-    (y = 2 x 2- 2 x - 2


         (


         (y =  2x + 4








         POTENCIACION


     b n = a ( b. b. b...b = a


                       n veces





OPERACIONES INVERSAS DE LA POTENCIACION





     LOGARITMACION


      log b a = n ( b n = a








           RADICACION


               n( a = b( b n = a





x





k





y





f





k





x





y





g





k





x





y





f





g





Si las bases son recíprocas , las funciones son .....................


con respecto al eje ....................





f





y





x





Si los coeficientes son opuestos, las funciones son ............................................... con respecto al eje ..............................





k





-k





 Y = k. a x + b





y





Y = log a (x - b ) / k





x





y





Si base > 1, es creciente





1





b





1





1





b>1


f(x) = log b x





b<1


g(x) = log b x








b





1





x





x





Si base < 1, es decreciente





    1


    b





b





1





-1





f(x)=log b x (b>1)





g(x)=log b x (b>1)





b)  ( log ( x + y ) = log x + log y


     ( 


     ( x - 1 = y 


	        4








a)  ( log x + log y = 3


     ( 


     (log x - log y = 1





d)  ( log5 x -  log5 y = 1


     ( 


     (2 x . 2 y = 64








c)  ( log 2 x + 2 log ½  x = -1 - y


     ( 


     (2 y = 3








g)  ( log x + log y = 1


     ( 


     (log y - log x = log 2,5








f)  ( 3 2x  . 9 y = 27


     (               


     (5 x  . ( 5= 5 y 








e)  ( 9 2x +1 = ( 3


     (               3


     (2 x = 0,5 y 





Estadística Descriptiva :


tabula , representa y describe una serie de datos que pueden ser cuantitativos o cualitativos, sin sacar conclusiones. 





Estadística inferencial :


deduce conclusiones a partir del análisis de gran número de datos recogidos de una muestra tomada de la población.





Tabulación





Graficación





Población o universo estadístico





Individuo o unidad estadistica





Atributo o variable estadística





Análisis y medición de datos





Organización de datos





Recolección de datos





Cualitativas





Continuas





Cuantitativas





Discretas





f





16





14





12





8





4





HISTOGRAMA :





GRAFICO DE BARRAS





GRAFICO CIRCULAR


O DE TORTA





POLIGONO DE FRECUENCIAS





Media aritmética o promedio : x





Moda m o





Desvío estándar (( )





Nos informan cómo están distribuidos los datos. La más importante es el desvío estándar (( ), que mide la dispersión de los datos con respecto al promedio.





Se utilizan para encontrar un valor que represente a todos los datos.





Mediana Me





Ingresamos : 14 x 4 DATA 15 x13 DATA 16 x 7 DATA 17 x 1 DATA


Pulsando SHIFT o INV y la función x, obtenemos :x = 15,2


               SHIFT o INV y la función  (, obtenemos : (  = 0,7483  


               SHIFT o INV y la función  n, obtenemos : n = 25


Volver la calculadora a posición normal pulsando MODE 0





Agrupamientos que difieren entre si por el orden de los elementos


(A, B, C ) (A, C, B ) 





Agrupamientos que difieren de otros ya sea por el orden o bien, al menos por algunos de sus elementos.(sin repetir elementos)


(A, B, C ) ( (A , B, D )


	     o


(A, B, C ) ( (A , C, B ) 


	     


(





Agrupamientos que difieren de otros al menos por alguno de sus elementos.(sin repetir elementos


(A, B, C) ( (A, B, D )


	pero


(A, B, C ) = ( A, C, B )





PERMUTACIONES de n elementos.


P n = n !





COMBINACIONES de


n elementos tomados de m


C n,m = ___ n !_____


             (n - m ) ! m !





VARIACIONES de n elementos tomados de m


Vn,m = ___n  !


	(n - m ) !





)





(





Y = 2 x - 3





a + b





a -b





a





x < 4





Observando las tablas se ve que los valores de la función tienden a 5 cuando x se aproxima por la izquierda , y por la derecha .


Decimos entonces :


lím      ( 2 x - 3 ) = 5


x (4-





lím      ( 2 x - 3 ) = 5


x (4+


Como :


lím   ( 2 x - 3 ) = lím   ( 2 x - 3 ) = 5


x (4-                         x (4+














5





4





5





2





5





4





5





4





Límite de sen x  para x (0


                     x


Lím    sen x  =  1


x (0      x








		


		F es continua en x = a , si


		1ro. Existe L = lím   f(x)    ( L ( R )


				x (a


		2do. Existe f(a) ( R





		3ro. lím   f(x)   = f (a )


		      x (a














( ( en radianes) = s1  =  s2 =  s3


                              r1       r2    r3





r1





S1





(





r3





S3





S2





r2 





360(		      2 (


180(		      180( . 2 (  =  (


			360(





(





(





(





_





x





III Cuadrante





IV Cuadrante











II Cuadrante








I Cuadrante





y





A





A’





A’’





(





B





C





C’





C”





CA  =  C’A’  =  C’’A’’ = cte. (constante)


BC       BC’        BC’’





Llamamos seno de ( (sen ( )  a dicho cociente.


Llamamos coseno de ( (cos ( )  al cociente.


.entre el cateto adyacente a ( y la hipotenusa.


Llamamos tangente de ( (tg ( )  al cociente.


.entre el cateto opuesto  a ( y el cateto adyacente. Llamamos cosecante ( cosec (), secante (sec (), y cotangente (cotg ()  a las razones inversas del seno, coseno y tangente respectivamente. Generalizando :








( = 50(    (= 410 (    (=- 90(                                 





+





c.a (cateto adyacente)





H(hipotenusa)





c. o (cateto opuesto)





(











Sen ( = c. o           cosec  ( =  h _ 


	    h                              c.o


cos ( = c. a             sec  ( =  h_ 


	    h                           c.a


tg (  = c. o.             cotg ( = c.a 


	c. a                             c.o





Sen ( = Yp  


              r





cos ( = Xp  


             r





tg (  =  Yp  


             Xp





(





P





Xp





Yp





 0





r





Podemos visualizar gráficamente el seno , el coseno y la tangente de un ángulo en un sistema cartesiano si consideramos un punto P sobre una circunferencia de radio 1, a la que llamamos circunferencia trigonométrica.


En la figura , como r=1 , tenemos que :


sen ( = Yp  = Yp  =  Yp


	       r        1


El segmento azul está asociado al sen (.


cos ( = Xp = Xp = Xp


                     r       1


El segmento rojo está asociada al cos (, y el segmento verde está asociado a la tangente.








1





-1





1





-1
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Para representarla , se puede dividir la circunferencia de radio 1en doce partes iguales y determinar los valores (/6, (/3, etc. Luego ,se trazan los segmentos asociados a esos valores y se trasladan como muestra la figura 
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