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EJERCICIOS RESUELTOS.

1.- Calcular las sumas de las siguientes series:

a)Z( 1——) b)i+i+ ....... + Foen,
IR 1.2 2.3 n(n +1)

Solucioén:

5 5 5 < =
by —+——+....... + F v S
) 1.2 2.3 n(n+1) ;n(n+1) ;( n+1j

Sea S, = Z(E - ij , N — ésima suma parcial.
=k k+1

=5- > (serie telescopica).
n+1

on on . .
=——. Como lims, =lim——=5, se tiene que la serie converge Yy

n+1 n—>e noen 41

= 5
Zn(n+1) -

n=1

2.- Estudiar la convergencia de las siguientes series, indicando criterio usado.

1+cos n = (5)" nl
>Z(n )l ’zl K Z(EJ El
d)Z(ZQ/ﬁH)”
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Solucioén:

nt n! B 1 B 1
(h+2)! nin+)(n+2) (+D(+2) n’>+3n+2

a)

, Y como:

1 1 1 & . z nl!
2 < 2 < — y como z—z C.v, se tiene que z es convergente,
nN“+3n+2 n°+3n n T N = (n+2)!

por criterio de comparacion.

b) Como 0<cos’n<l/+1=1<l+cos’n<2/--L

1 1+cos’n 2 1 1 1+cos’n = 1 _
< < , pero — < < y como Z— es divergente,
n+1 n+1 n+1 2n n+1 n+1 ~'2n

por el criterio de comparacion se tiene que:

2 1+cos’n
z— es divergente.
= n+1
n 1 n+1 I
C) Sea a‘n :(Ej n_ ; anJr1 :(Ej Ll)l
2 n" 2 (n+1)n+
N AR i M 2\ " . (5 n+1 n 5
lim>2 = lim| 2| . =———| 2| ——=lim| > ————.n" |=~.e? <1
oo g noowl| 2 (n+1)”+ 5 Wf n—wo| 2 (n+1)n+ 2

.". Por criterio de comparacidn por limite la serie converge.

d) Usamos criterio de la raiz:

limfa, | = lim /¥ +1)" = lim(2¢/n +1) = 2-!]im)f%1 +1=21+1=3>1.

.. La serie diverge.

e) Usaremos el criterio de la integral.

Sea f(X)=———, esta funcién es continua y positiva en [l, +oo[ y ademas es decreciente en
X
2
X" +1
[l,+OO[ , pues f '(X) :ﬁ< 0 iy vx>1.
(x*+1)
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Luego:
+00 0 X
[ f(9dx = [=—dx=1lim —dx— lim —In‘x +11 |= = lim —In‘t +1-In2 |=c0
1 1 X°+1 t—wa t—>w
3.- Estudiar la convergencia de las siguientes series alternadas.

d 1 d n+2
- .= b -t =
a)ng,( )5 )ng,( e

Solucioén:

1
a) Sea a, =—-,como
e e

n+1

1 1 , . ,
<—; Vhel = — es mondtona decreciente y ademas
€ € nell

1 1
como: lima, = lim— =0, se tiene que la serie Z( " - es convergente.

n—oo n—oo e =1

n+2 . n+3 n+3 n+2 _ -1
b) Seaa, =—— ; &, = ,como &, —a, =

n+1 ° n+2 nt2 n+1l (n+2)(n+1)

Vn ell , lasucesion {an} es monotona decreciente y ademas como:

nell

n+2
lima, =lim——=1# 0= Laserie es divergente.

n—e n>o N 41
4.- Determine el intervalo de convergencia, analizando los puntos terminales de las siguientes series:
D" -(x+1 © 9" (x—23)"
A= LY Z .
n=0 n=1 n (2 )
Solucién:
1 X+1 _1)™ L (x4 1)
a) Sea a, ——( ) 2(” ) A, = ) 2n(+1 )
A+l /(+1
B |G (er) z“ \ |( x| |x+q
n—>w‘ an ‘ n—o 2)’(+1 n—ma 2 |
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<l 2<x+1<2&< -3<x<]l.

[x+1
2

.". La serie converge en ]—3,1[ )

Luego, la serie converge ssi

Puntos terminales:

_ 322( 1" ( 3+1)" iH‘);;n(_z)n:i(_l)z” :il:Diverge.

X, :122(_1)n,(1+1)n z( 1) 2 i( 1)" = Diverge.

n
n=0 2 n=0

Luego la serie converge en ]—3,1[ .

n+l n+l
y o - @U@
n’ (n+1)
A oy ;(+1 2
= lim| 2ot :Iim‘(z) (x=3) ‘ m|2(x 3N |—2|x—3|
n—m‘ an ‘ n—o (n +]_)2 n—m (n +]_) ‘

Luego, la serie converge ssi 2|X—3|<l©—%< X—3<%©g< X<E.

57
*. La serie convergeen |—,—| .
2'2
Puntos terminales:

1n
2) = Serie alternada y como

[M]s

5 <«@"-G-9"
XO:E:z n? -

n=1

@

n n

Il
i

n

1 . .1 .
{—2 es monétona decreciente Yy ademas ||m - = 0 — La serie converge.
n nell

n—oo n

0 7 0 0
Xy = > :> z (2 ( z (2) ( i Ziz = La serie converge (seriep>1).

n=1 n=1 n

Luego la serie zw converge en [EZ}
n-1 n 2 2
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n n+1

. _ X
@) T D)

:>Iim‘a”+1_|| | X" (2n)'| Iim‘ )(/XQFI’)/' ‘

c)a, =

n—w n—>w‘(2n+2)| /x"/ ‘ ‘W(2n+l)(2n+2))("/‘
. 1
=| | lim =0, luego la serie converge VX e [] .
= (2n+1)(2n + 2)
5. Obtenga una representacion en serie de potencias de la funcion f (Xx) = arctan x.

Solucioén:

f(x)=arctanx = f'(x) =

— i(_l)n . (XZ)I'] — i(_l)n . in

1) 'szl
= f(x f(x)dx = 1)"-x*"dx = (—+C
() =] Zj() nz; o
_1 . X2n+1
c.arctan x = ZL
“~ 2n+1
. . senx L : : senx
6. Encuentre la serie de potencias para f(X) = —— vy utilicela para aproximar J.—dx, con
X

0
cuatro decimales.

Solucién:
Usaremos la serie de Maclaurin de SeENX para encontrar la aproximacion.
= fO (0) X"
f(x)=Y ——.
n=0

Si f(x)=senx=
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f'(x)=cosx= f'(0)=1
f"(x)=—senx= f"(0)=0
f"(x)=—cosx= f"(0)=-1
fY(x)=senx= f"(0)=0
f'(x)=cosx= f'(0)=1

n 2 m 3
senx = £(0)+ f(O)x X FHO)-x
2! 3!
3 sen(Z)-x"
04 X4+0— (%)
n!
3 5 7 9 2n+l
senx:x—X—+X——X— X z( D-x
31 51 7l (2n+1)!
senx_i(—l)”-x2n J-senx ZJ-( n"- x2n
X (2n+1)! (2n+1)I
:i-senx i D" -x> . i -D"-(5 )2n+1 z
= | ——dx = /2 =2
)X ~(2n+1)!(2n+1) /s ~@n+1)!2n+1) 1

Viviana Barile M

0

( 1) X2n+1
z (2n+1)1(2n +1)

(2)3 +(%)5 _(2)7 .......

313 515 717

/4 /4
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EJERCICIOS PROPUESTOS.

1.- Encontrar los primeros cuatro términos de la sucesion de sumas parciales {Sn} y encontrar una

formula para S, en términos de n. También determinar si la serie infinita es convergente o divergente.

0
1
a) z n(n+1)
n=1

00

d) » hn

n+1
n=1

0) ) A
n=1

00
; 1
J) z (2n-1)(2n+1)
n=1

00

b >

n=1

0
2n+1
e) z n? (n+1)?
n=1

00
2
h) z (4n=3)(4n+1)
n=1

0> (:-2)

0
H 3
I) z 4nfl
n=1

00
1
) z 4n%-1
n=1

2.- Determinar si las series dadas son convergentes o divergentes, indicando criterio usado. Si la serie es
geomeétrica convergente, telescopica convergente o una combinacidn lineal entre ellas, calcular su suma.

0

1

a) z n2"
n=1

% 2
) 2o
) 4n®+1
n=1

g) ; (nz!z)!
D sen(d)

n=1

0
1
”) z (n+2)(n+4)
n=1

00
" | cos ecn|
DI

n=1

b) z Z:rLHl
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q) 0.1 +0.01 + 0.001 +........ 1) 0.27 + 0.0027 + 0.000027 + ...........

0 0

2n+1 2

) z n+1 ) 23n+2 u) ZE
n=1 n=1

3.- Escribir el decimal periddico infinito dado como un nimero racional.
a) 0.3333 b) 0.272727 C) 2.0454545,
4.- Encuentre el radio y el intervalo de convergencia de las siguientes series de potencias.
e e n+1
a) znl(x+3)n b) Z(é)r”z C) Z( 1) (5X 3)"
n=0 n=0
0 2 0 (71)(172X)2n+1 0 2
d) Y (4x-2)* & 2 e f) Y n-(x—3)*"
n=0 n=0 n=0
= (2x-n" = n® (x+1)" e
9) n®+16 h) 237: ) z nkx"
n=1 n=1 n=1
N (<1)"10" (x-10)" [ O (1) (x-2)"
D2, k) Z(XTH)n D2
n=1 n=0 n=1

_2\2
I 1- (Sx 2, Gx2)F _

0
5.- Utilizando la igualdad ﬁ z donde X‘ <1, exprese cada una de las siguientes funciones
n=0

como una serie de potencias centrada en X, = 0, o una combinacion lineal entre ellas. Determine el intervalo
de convergencia en que es valido este desarrollo.

a) f(X) =325 b) f(X) =15 c) f(x)=

(1+x)

d) f(x)= e) f(x)=2*

2+3x+x2 X2 —4x+3
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SERIE DE TAYLOR.

1.- DESARROLLO DE UNA FUNCION EN SERIES DE POTENCIAS.

Si una funcion f(X)admite un desarrollo en serie de potencias de (X —X,)en un entorno

‘X - XO‘ < R del punto X,, esta serie ( serie de Taylor ) tendra la forma:

(00 = 100)+ 10—+ T CORD O

- f n(Xo)(x - Xo)n
B HZ::; n! '

Cuando X, = 0, la serie de Taylor recibe el nombre de Serie de Maclaurin.

2.- PROCEDIMIENTOS QUE SE EMPLEAN AL DESARROLLAR EN SERIES DE
POTENCIAS. ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES ( Demostrar las igualdades ).

= X2 X
a) €' =) X =1+X+—+ "+, —0< X< 00
) ;n' 21 3
1 = n 2 3
b —— =D X" =1+Xx+ X+ X+ ~1<x<1
1-x =
w0 (4NN 2N+ 3 5 7
0) senx:z%:x—x—jtx——x—jt .......... —0< X<
< (2n+1)! 3 5 7
= (~1)" X" 2 Xt X
d) cosx=9y ~————=1-" 4= " 4 ... —0< X<
< (2n)! 2 4 6
o (_1\"l(y 1\ 12 N3
o Inx=3 Oy D 0D 0<x<2
1 n 2 3
e . . _ n _ 2
f) (1+x)k:zk(k+1) oo (k=n+Dx :1+kx+k(k|1)x+ ..... ~l<x<1

n=1 n!
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6.- APLICACIONES.

6.1 Desarrollar en series de potencias las siguientes funciones, utilizando los desarrollos anteriores y
la progresion geométrica.

2x—-3 3
f(X)=—— by f(X)=———
D 0=y )= o 2n
3x-5
f(X)=————— f(x)=x-e7
0 f0) =" " @) f(x)=x-e
1+x
e) f(x)=cos2x f)f(x):ln[j
1-x

6.2 Aplicando la derivacidn, desarrollar en serie de potencias de x las siguientes funciones.

a) F(xX)=@Q+x)In(1+x) b) f(x) = arcsenx

¢) f(x)=arctgx d) f(X)=In(x+~/1+x%)

6.3 Supongase que en un pais se gasta aproximadamente el 90% de todos los ingresos y se ahorra el
10%.,Qué gasto adicional generard una devolucién de impuestos de US$ 40000 millones si los
hébitos de ahorro no cambian?.

6.4 A un paciente se le administra una inyeccion de 10 unidades de cierta medicina cada 24 horas.
La medicina se elimina exponencialmente de manera que la fraccion que permanece en el cuerpo del

_t
paciente después de t dias es f(t)=e °. Si el tratamiento continla de manera indefinida.

¢Aproximadamente cuantas unidades de la medicina habréa finalmente en el cuerpo del paciente, justo
antes de una inyeccion?.

6.5 Suponga que cuando una persona muere, el dinero del seguro de vida se deposita en una
fundacién, ganando el 8% de interés compuesto continuamente. Segln los términos del testamento,
la fundacidon pagard a sus descendientes y a los de ellos US$ a; al final del primer afio, US$ a, al
final del segundo afio, US$ a; al final del tercer afio y asi sucesivamente, para siempre. La cantidad
que deberia haberse depositado inicialmente en la fundacion para poder hacer el enésimo pago es

a, L@ 008N (‘esto corresponde al valor presente de la cantidad a su pagada en n afios ). Por lo tanto,

0.08:-n

el seguro de vida debe pagar un total de Zan e a la fundacion, para poder hacer todos los

pagos.
a) Determine el valor del seguro de vida, si @, =10000,Vn.
b) Determine el valor del seguro de vida, si &, =10000-0.9",Vn.

c) Suponga que los pagos an deben se menores o iguales que una cantidad fija n VN .;Puede la
fundacién hacer todos los pagos del proceso para un valor del seguro?.
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