VECTORES EN EL ESPACIO. 1

VECTORES EN EL ESPACIO

Vector fijo.
Es un segmento orientado. Lo representamosapoo porv. El punto A es el ori-

gen y el punto B el extremo. Mientras no presteusian el vectorv podemos expre-
sarlo simplemente par.

A

i Ep = o

=

<\

Caracteristicas de un vector.

Moddulo

Es la longitud del vector. Lo representamos pﬁauo Iv|l. Las barras verticales
pueden ser también sencillas.

Direccion

,——/”’—”’

Es la direccion de la recta que lo contiene. SidEmdores son paralelos, tienen la
misma direccion.

Sentido
Es el que va del origen al extremo. Lo represensapao la punta de la flecha. Una
direccion tiene dos sentidos.

Vectores equipolentes

Son aquellos que tienen

la misma direccion, / / /
el mismo médulo y el / / /

mismo sentido.

Vector libre

Es el conjunto formado por un vector

fijo y todos los vectores equipolentes a él.
Cada uno de los vectores fijos es un
representante.
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VECTORES EN EL ESPACIO. 2

Suma geométrica de vectores

Para sumar dos vectoney v, podemos hacerlo de dos maneras:

I. Desde un punto cualquiera del plano
colocamos un vector equipolente §, a u v
partir del extremo de este, colocamos otro
vector equipolente wde manera que
coincida el extremo del primero con el
origen del segundo.
La suma es el vector que tiene como origen el ordgd primero y como extremo el
extremo del segundo.

u+v

Il. Ley del paralelogramo:

Formamos un paralelogramo con dos vectores
equipolentes a los dados de forma que coincidan

los origenes y la suma es la diagonal del paralelo-
gramo tomando como origen el origen de los v
vectores equipolentes elegidos.

Producto geométrico de un vector por un nimero real

El producto de un vectarpor un nimero red es otro vector que expresaremos por
kv y que tiene:

Direccion: la misma que.

Sentida el mismo quer sik es positivo y sentido contrariokses negativo.
Médulo: el producto del médulo depor el valor absoluto de

IIkviFElK [V

7

%
-V

—

Combinacion lineal de vectores

Dados tres vectores, b y ¢, diremos que el vectar es combinacién lineal de
ellos, si existen tres nimeros reale§ y A tales quev=a.a+Bb+Ac

Un conjunto de vectoresg, v,, .......... ,v,, son linealmente independientes, si la re-
lacion A,v, +A,v, +.......... +\,v,, Solo se verifica cuando todos los coeficientes so
nulos, es decin, =r, =.......... =\, =0.

En el espacio, el maximo numero de vectores linealenindependientes que pueden
existir es tres.
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VECTORES EN EL ESPACIO. 3

Un conjunto de vectoreg, v,, .......... ,v,,, son linealmente dependientes, si se pue-
den expresar en la formg.v, +A,.v, +........... +A,.v, =0 y existe algur, #0
Base

Un conjunto de vectores del espacio son coplanariaktomar representantes con el
mismo origen, quedan todos situados en el misnmopla

Tres vectores del espacio, no coplanarios, fornrem hase porque cualquier otro
vector se puede expresar como combinacion lineallde.

e

Base ortogonal
Es aquella en la que los vectores son perpendésutios a dos.
Base ortonormal. (base candnica del espacio)

Es la formada por tres vectores perpendicularesdios y de médulo unidad.
Se expresa poB ={i, j,k}.

. - k
i IFE TFTKIFL

i0j; jOk;i0k i

Sistema de referencia en el espacio

Es el conjunto formado por:

[. Un punto fijoO del espacio, llamado origen.

[I. Una base cualquiera.

Tomando la base canéniga={i, j,k} como base habitual, un sistema de referencia en

el espacio, queda expresado en la forma siguie€o,{i, j, k}}

Dado un sistema de referencia, a cada pBrdel espacio se le asocia el vector
que recibe el nombre de vector de posicion.

Expresando el vectabP como combinacion

lineal de los vectores que forman la base,

existen tres numeros realkey, z tales

queo_|5:x.i +y.j+zk.

Los nimeros, y, zreciben el nombre de 77
coordenadas del vector y dicho vector se /
puede expresar simplemente asi:

OP=(x,Y,2)
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VECTORES EN EL ESPACIO. 4

Los vectored, j y k también se pueden expresar como combinacion lueatllos
MisSmos:

i=1i+0.j+0k = (L00)

j=0i+1j+0k= (010)

k=0i+0.j+1k = (002

Suma analitica de vectores

Para sumar dos vectores analiticamente, sumamascoaddenada del primer vec-
tor, por la correspondiente coordenada del segueckor.
Ejempla Siu=2i+3j-5k=(23-5 y v=—i +4] -6k = (—14,-6)
u+v=i+7j-1%k = (7,-1)

Producto analitico de un vector por un nimero real

Para multiplicar un vector por un nimero real, sdtiplica cada una de las coorde-
nadas del vector por dicho nimero.
Ejemplo: Siendau=-3i +2j -k =(-32,— 1)el producto de por 3, seréa:
u=3(3+2j-k)=-91+6] -3k =(-96,-3)

Producto escalar de dos vectores

Es el nimero que se obtiene al multiplicar el potol de sus mdédulos por el coseno

del &ngulo que forman.
u

uv=||u [|.]lv]].cosa

El producto escalar es conmutativo

Si los vectores vienen expresados en coordenadasadease ortonormal, el produc-
to escalar adopta la siguiente forma:
U=xi+yj+zk; v=xi+y,j+zk;
Uv=XxX, * V¥, + 77,
teniendo en cuenta que=j.j =kk = vylquei.j=ji=ik=ki=jk=kj=0
(cos0° =1; cos90° =0)

Ejempla Siu=2+3j -5k = (23-5 y v=-i+4j -6k =(-14,-6),
uv=-2+12+30=40

Modulo de un vector 2 IVIER + v + 22

Observando la figura, el modulo
del vector v, se obtiene aplicando
dos veces el teorema de Pitagoras
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VECTORES EN EL ESPACIO. 5

IVIE+x7 +y, +2/

Si calculamos el producto escalar de un vector giormismo, se obtiene:
vv =[|v |[.]]v[|.cosa =||v ||.]]VIEIIVIE y entonces||v|}= V.V, es decir)|v|E VvV

El modulo de un vector es la raiz cuadrada positelgproducto escalar de un vector
por si mismo.

Anqulo de dos vectores

Se obtiene aplicando la férmula de definicion delpcto escalar.
uv

cosot=————
ICHIRING]

Ejemplo:
Halla el angulo que forman los vectores (326) y v=(-45])

uv=-12+10+6=4
lu|EV9+4+36=/49=7; ||v|E16+25+1 =42

o = uv 4
lu lllIvIl 7442

. 4 :
Buscando con la calculadora el angulo cuyo cosene:f:\:, se obtiene
742

o =8494°

Producto vectorial

El producto vectorial de dos vectoreg v es otro vectou xv definido de la forma siguiente:

Si u=xi+yj+zk=(x,Y,2) éuxv:(yl Z| |z X1|X1 le

Y VEXitY,jtzk=(XY,2) Y. 4L X% Y,

Modulo: El producto de los modulos por el seno del angulo queaform
[fluxvFllu[].[lv]].serx

Direccion: Perpendicular al plano determinado por los vectores.

Sentido:Viene dada por la regla de la mano derecha: Singisacon la mano el primer
vector hasta hacerle coincidir con el segundo pocamino mas corto, el dedo pulgar
sefala el sentido del vectoxv.

El vectoruxvtiene las siguientes caracteristicas:

uxv
A

El mddulo del producto Regla de la mano derecha
vectorial es el &rea del
paralelogramo definido v h
por los dos vectores. a
u
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VECTORES EN EL ESPACIO. 6

Como h =||v||seru
[luxv|E]|u [|.]]v||-ser =||u ||.n = &rea del paralelogramo.

Area del triangulo:

Dado el triangulo de vértices A, B 'y C, los vectordsy AC determinan un parale-
logramo cuya area es el modulo del producto vectorial.

C

A B

Como el triangulo es la mitad del paralelogramo, su seea
e
Area= > [|ABx AC||

Propiedades del producto vectorial

El producto vectorial es anticonmutativoxv = -vxu

El producto vectorial de dos vectores paralelos es nsilde@ir,

si u/lve uxv=0

El productouxv es perpendicular a cada uno de los vectoxeg, es decir,
(uxv)u=0; (uxv)v=0

Producto mixto

Producto mixto de tres vectorasv y w es el nimero que se obtiene al realizar el
producto escalar del primero por el producto véatae los otros dos. Se expresa por
[u, v, w]. Por tanto[u,v,w] = u.(vxw)

Si u=xi+y,j+zk=(x,Y,2)
V=Xi+Y, [ +z,Kk=(X,,Y,,2,)
y W:X3i+y3j+z3k=(x37y3’23)
el producto mixto viene definido por el valor dgjuisente determinante:

Xl yl Zl
[uv,w]=u.(vxw)=|x, vy, 2z
X3 y3 Z3
uxv
A

Interpretacion geométrica:

absoluto, es el volumen del paralelepipedo h
definido por los tres vectores .

El producto mixto de, vy w, en valor P ﬂ
w / /
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w.(uxv) =|w [[.|[(uxv)]].cosa =[[(uxv)]].]|w]].cosa,

[[(uxv)]||es el &rea de la base de paralelepipedo ;
[[w]|.]cosa |= h = altura
Por tanto,|w.(uxv)|=area de la basealtura=Volumen del paralelepipedo.

Ejemplos:

1. Calcula el producto vectorial de los vectones (1,7,-3) y v=(-504)

Conviene colocar el primer vector y debajo de eksmgundo:

7-3 13 1|1 7
uxv= , , = (28,11,35)
0 4-5'-5 0

2. Dados los vectores = (3, 2, 5)y v = (4, 1, 6),halla un vector perpendicular a am-
bos y el area del paralelogramo que determinan.

Un vector perpendicular a ambos es el productoviett

u=(3,2,5)
v=(4,1,6)
= 3l0% 312 3)
uxv= , , = (7,2,-5)
1 6/|6 4 (4 1

El producto vectorial puede obtenerse tambiésarrollando el siguiente determi-
nante:

=12 +20j + 3k -8k -5 —18j = 7i + 2j =5k = (7,2-5)

o o1 X

i
uxv=|3 2
4 1

El area del paralelogramo que determinan es el b producto vectorial:
Area =||uxv|E /7> +2° +(-5)° =
Area =+/78u?
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Ejercicios resueltos

1.- Determina el valor diepara que los vectores de coordenadas (1, 1, t),14) y
(1, -2, t) sean linealmente dependientes).

Solucién:

Si son linealmente dependientes, uno de ellospdexpresar como combinacion
lineal de los otros restantes, por tanto,

(1, 1, t) =a(0, t, 1-t) +B(1, -2, 1)

Y de aqui se obtiene:

p=1

. at =3
at-2=1 y de aqui resulta A1) =O}
a(l-t)+pt=t
Sia@l-t)=0=a=001-t=0=>t=1
Ysit=1,0=3

La relacion de dependencia €&l1) = 3.(0.1.0) +1.(1,-21), es decir,
(111) -3.(01,0) -1.(1-21 = (000)

2.- ¢Puede haber dos vectores uy v talesuv =-3 ||u|[Ely || Vv[F27

Solucion:

Sia es el &ngulo que forman, de la definicién de pctwlescalar, se obtiene:
u.v =|| ull.|| v||.cosa

Y entonces,-3=12.cosa = cosa = —-15

Dicha relacion es imposible porqud. < cosa <1

3.- Halla el valor d& para que los vectoriu = (-215) y v = (a,26), sean perpendicu
lares.

Solucion:
Para que sean perpendiculares, el producto e$@abtle ser nulo, por tanto,
(-215).(a,26) =0=> — 2a+2+30=0 y de aqui se obtiene a = 16

4.- Halla un vector w cuyo médulo sea 4 y ademapgelicular au= (201) y
v=(3-12)

Sabemos que el producto vectorial de dos vect@amevector perpendicular a cada
01 ‘

uno de ellos,
L2129 g1o)
1202 3'|3-1|)

Lo dividimos por su modulo para obtener un vectonebdulo unidad:
uxv = (1,-1,-2) es perpendicularay av.

llux VIE I+ (-)* +(-2)* =6; ||Ez\\//||=%(l_l_2) {%/5’_%/5’_%/5)

Por tanto,uxv = (
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VECTORES EN EL ESPACIO. 9

El vector unitario obtenido lo multiplicamos poy 4btenemos el vector buscado:

1 -1 —zj:[zJE -26 —4J6J

YA BB 3 3 3

5.- Comprueba si los vectores (1, 2, 3), (4, 5/ 6), 8, 9) deR°® son linealmente inde
pendientes.

Solucién:

Una forma de verlo es formar una matriz y aplieardduccion de Gauss. Si se llega a
una matriz escalonada, es decir, que tenga pojaddbda diagonal principal todo ceros
pero que ninguna fila de la matriz sea nula, erstas vectores dados son linealmente
independientes.

12 3)(1 2 3 1 2 3
4 5 6|00 -3 -6(J0 -3 -6
78 90 -6 -11) (0 0 1

Ninguna fila es nula y por debajo de la diagonaigyal todo son ceros. Los vectores
dados son linealmente independientes.

Otra forma de verlo es hallar el determinante dmddriz y si es distinto de cero, los
vectores son linealmente independientes.

6.- Consideremos el conjunto de los polinomios @@ dos con una indeterminada.
Dichos polinomios pueden ser considerados comarext Estudia si los polinomios
A(X) =1-x+4x?; B(x)=3+6x+2x*y C(x) =2+10x —4x*son linealmente depen
dientes o independientes.

Solucion:

Los polinomios dados podemos expresarlos en lagd@iguiente:
A=(1,-1,4),B=(3,6,2)yC=(2,10,-4)

Si aplicamos el método de Gauss, resulta:

1 -1 4 1 -1 4 1 -1 4 1 -1 10
3 6 2|00 9 -10|0J0 36 -40|0J0 36 -40
2 10 -4) (0 12 -12) \0 36 -36) \0O O 4

Para pasar de la segunda a la tercera matrizgleda fila la hemos multiplicado 4 y la
tercera fila por 3.

Hemos llegado a tres filas, ninguna de ellas nyldsdo ceros por debajo de la diago-
nal principal.

Los polinomios dados son linealmente independientes

7.- El vectorv = (1,3,-2) esta dado en la base canonica. Halla sus comgsnesspect
to de la bas B ={ (11), (1L03), (0.23)}
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VECTORES EN EL ESPACIO. 10

Solucién:

(13-2) =a @11) +B (101) + A (023)

Esto nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones:
a+p=1
a+2A =3
a+pB+3A=-2

Sumando la 12 ecuacién, cambiada de signo a &s dds,
-B+2A=2
3 =-3

Si el valor de lo llevamos a la 12 ecuacion del sistema inidat4=1=a =5

El vector v queda expresado en funcion de los elemsajue forman la base en la forma
siguiente: (1,3-2) = 5111 - 4(1,00) - 1(0,2,3)

}:> A=-1lyentoncef=- 4

8.- Estudia si los vectores (1, 1, 0), (0,1, 12y 1,-1) forman una base (R®

Solucion:

Hemos de saber que:
* Dos vectores linealmente independientefkdeforman una base de*
= Tres vectores linealmente independientefRRddorman una base de’.
= Etc.

En nuestro caso si los vectores dados son line&nietependientes formaran una ba-
se:
0y (1 1 0) (110

11
01 1|00 1 1|00 1 1
21-1)10 -1 -1) \0 0 O

Hemos llegado a una matriz con la tercera fila,nokvectores dados son linealmente
dependientes y, por tanto, no forman una base’de

9.- Nos dan los vectoria= (1,0,-1), b= (0,2-1) y c= (20,0). Halla:

a) Valor absoluto del producto mixto de a, b ydaysu significado geomeétrico.

b) Angulo que forman by c.

c) Razona s{a,b,c} forman una base y, en caso afirmativo, halla tasdenadas de
vector u = (1,—2,0) en dicha base.

Solucién
10 -1

a) [abc]=a(xc)=/0 2 —1:%2 :i‘:z(o—(—z)):4
20 0

Valor absoluto del producto mixto ¢4|= 4
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VECTORES EN EL ESPACIO. 11

El valor absoluto del producto mixto es el volundeh paralelepipedo definido por los s
tres vectores.

b) Para calcular el &ngulo que forman b y c apiimsla definicion de producto escalar:
bc =|| b||.]] c||.cosa y de aqui
_ bc _ 02+20+(-1.0 _ 0 _
SO = = = =
I blllell  Jo? +22 +(-1)? J/2? +0? +0* V52
Si cosa =0, entoncest = 90°

0

c) Podemos hacerlo por el método de Gauss o biedgberminantes. Si el determinan-
te es distinto de cero, los vectores son linealengrtependientes.

10 -1
0 -1

0 2 -1=%2 _1|=2(o—(—2)):4¢o

2 0 0

Y como estamos eR* los vectores forman una base. Esto significa guadgaier otro
vector se puede expresar como combinacion linealldge. Si queremos hallar las coor-
denadas del = (1,-2,0) respecto de la base, escribimos:

(L-20)=a 10,-1) +B(02-1) +A (200) y ello nos lleva al sistema siguiente

a+2\ =1
B=-2 =B =-1; a =1;\A =0 que son las coordenadas buscadas.
-a-B=0

10.- dados los vectoriu = (325) y v = (416) halla el area del triangulo que deterr‘ni-
nan.

Solucién:
El area del triangulo determinado por dos vecteiese dada por la férmula siguiente:

. 1.- -
Area:§”ux V|| /
>

\Y

Hemos de hallar, por tanto, el producto vectorgala$ dos vectores dados:
i j k

uxv={3 2 5(=7i+2j-5k = (7,2-5)
4 1 6

llux v[E7° -2" +(-5)° =78
J78

. 1
Area=—||lux v|f —
Sl viE =2
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11.- Dados los vectoreu = (3-25), v=(-416) y w = (20,-1), halla el volumen de|
tetraedro que determinan.

Solucién:

El volumen del tetraedro e%

del producto mixto tomado en
en valor absoluto.

3 -2 5

u(vxw)=-4 1 6|=-3-24-10+8=-29
2 0 -1

VOIUmen(tetraedro) = % | 29 |: %9 U2

12.- Halla un vector unitario que tenga la mismaation queu = (11,-2)

Solucién:

u L
Dado un vector u, entonces el vecter— es unitario.

| ull

Médulo de u:
lullE T +2° + (-2)° =

1 _—J sera unitario (modulol) y de la misma direc-

(%' 6’

N

Por tanto, 1 11,-2) =

J6

cion que u.

(o2}

13.- Prueba que el producto escalar de dos veatoyes es igual al modulo de uno de
ellos por la proyeccion del otro sobre el.

Solucion:

uv =|| ul].|| v]].cosa

OA =|v]||.cosa = proy.devsobreu

luego u.v =|| u||.0A o a |
<> u

proy. de v sobre u
En el caso de que el angulo sea obtuso se obtiene :

Viviana Barile M



VECTORES EN EL ESPACIO. 13

Los angulosx y 3 son suplementarios
por tanto,cosa = —cosp3

uv =|| ull.|| v||.cost

[| v||.cosa =—]| v]|cos3 = -OA
dondeOA es la proyeccion desobreu

es decir,uv = —|| u||.0A
Observacion importante

Cuando el producto escalar es positivo, el angsilageido
Cuando el producto es negativo, el angulo es obtuso

14.- Halla la proyeccion ortogonal del vecu = (1,-13) sobrev = (1,2,2)

Solucién:
uv=11+(-1).2+32=5
El &ngulo que forman los vectores es agudo

u=(@1-13

v=(122)

[[VI[F~1*+22 +2° =3
uv =] v|[|x = 5=3x = x =§ (que es la medida del segmento x)

Dividimos el vector v por su modulo a fin de obtenr vector de la misma direccién y
sentido pero de moédulo unidad:

v 1 122

VIEVE +2°+22 =3; —==(122)=|=,=,=

IvIE =faea=(32 2
Finalmente, el vector unitario obtenido lo multiaimos por%:

- _5(122 510 10
proy.deusobrev:x:—(—,—,—j=[—,—,—J
3333 99 9
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Ejercicios propuestos

1.- Determinar los valores del paramedrgara los cuales forman base & los vec-
tores (@1-2),(1,a,2)y(2a,1,0)

Sol. Para todo valor de a distinto (% y de-1

2.- En el conjuntdR’® se consideran los vectores siguientes:
u=@2-1, v=(3,-2,0)y w=(-7,10,-2)
Prueba que son linealmente dependientes y encuamgicion de dependencia.

Sol. Basta comprobar que el determinante es nulo
2(1,2-1)-33-20) - (-710-2) = (000)

3.- Sean los siguientes vectoresRie: u= (12-1),v=(1,-1,1)y w=(2,5a,-3a)
Determina el valor numérico del parametro a paespan linealmente dependientes y
encuentra una relacién de dependencia.

Sol.a=2
412~ - 2(4-11) - 2(210-6) = (000)

4.- Dados los vectoreA = (@84),B =(-1,2,0)y C=(0,1,2).Halla los valores da para
gueA se pueda expresar como combinacién lined galeC

Sol. a =3

5.- Dados los vectores = (1,23)y v=(1,-1,1), se pide:
a) ¢Son linealmente independientes?
b) Escribe un vector w tal que, vy wsean linealmente independientes.

c) Encuentra un vector t, tal que vy tsean linealmente dependientes.

a) Son Li. porque sus coordenadas no son proporcionales
b) Puede ser, por ejemplay = (0,01). Apliquese primero el método de Gauss

c) Basta tomar una combinacion lineal de los vectordesia
6.- Prueba que los vectorass (11,-1),b=(1,-1,1)yc=(1,1,1)son una base de*
Halla las componentes del vector (- 7,915) en esta base.

Sol. Como son tres vectores, basta probar que s@aetérminantet0)
x=-11a-8b+12c

7.- Determina la expresion general de los vectdegR® que son combinacion lineal de
los vectores(1,2-1)y ((4,1,1)

Sol. (a +4B,2a +B,—a +f)

Viviana Barile M



VECTORES EN EL ESPACIO. 15

8.- Los vectoresa=-i+2k, b=2i+j-k y c=i+2j+2k estan expresados en una
base ortonormal. Calculaxb; ax(cxa) y a(axb)

Sol. axb=-2i+5j-k; ax(cxa) =8i+10j+4k; a(axb)=0
9.- Seanu vy vtales gyeulE B V|E1ly que forman un angulo de 45°. Calchlde
modo queu +Av sea perpendicular a u

Sol. A =22

10.- dados los vectoreg= (25-1) y u= (103), halla la proyeccion ortogonal de v
sobre u.

Sol. x = _—10_—3
10 10

11.- Dados los vectores= (1,21), b= (3L,-2) y c= (4,-10), determina:
Su producto mixto
Volumen del paralelepipedo determinado por ellos.

Sol. [a,b,c] =-25
V =25u®
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