Guia N24 Espacios Vectoriales Viviana Barile M

Espacios y subespacios vectoriales

1 Demuestre que en un espacio vectorial V sobre K se verifica:
a) OL'O\/ZOV, Va € K
b) 0-v= Ov, VveV

c) av=0=(aa=0vvVv=0)

2. Considere el conjunto R™ y las siguientes operaciones
X®y = X-y, parax,yeR",

a®x=x% aeR xeR"

a) Evalle %@% 2@7 y 3® (6@2),

b) Demuestre que IR™ con estas operaciones es un espacio vectorial real.

3. Sea V=R"x R". En V se define la sumay la multiplicacion por escalar real asi:
(%, y)+(x,y) = (', yy)

a(x,y) = (x“, y“) ae R
a) Determine v+3w y 2v-3w parav=(1, 2) y w=(2, 1).
b) Encuentre o, Be R talesque (1, 3)=a(2, 2)+B(3 1).

4. Averigue si los siguientes conjuntos son 0 no son subespacios vectoriales de %3,
a) W:{(x, Y, 2)e R/ x—y+2z :O}
b) W:{(x, Y, z)eiRalx—y:O/\z:l}
) W= {(x Y, 2)e RS x=y =z }
d) W={@anb c)end/a<b<c|
e) Wz{(a, b, c)eER3/aeQ}

W= {(x, Y, 2)eR3IXx+2y+2=0 A x—y—Zz:O}
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5. Decida si los siguientes conjuntos son o no son subespacios vectoriales de M, (ER)
Justifique sus afirmaciones.

a) W ={A e M, (R)/ A esdiagonal }
b) W={Ae M, R

)/ A esinvertible}.
c) W= {A eM, (R)/ Aesantisimétrica}.

d) W= 1AM, @)/ A2=1,|
e) W={AeM, (R)/tr(A)=0}
6. Sea A matriz real de orden mxn. Demuestre que U = {X eR" /I AX = 0} es un

subespacio de R".

7.  Determine si los siguientes conjuntos son 0 no subespacios vectoriales de P, [x] En
caso de serlo, demuéstrelo.

a) W= {a+bx+cxze Pz[x]/azbzc}

b) W {a+bx+cx ePZ[x]/a+b+c:1}
c) W {a+bx+cx ePy[x]/ a+2b+c=0 A a-b—-2c= O}
d) W= {p(x)ePe[x]/p(0)=1}

8.  Determine si los siguientes conjuntos son 0 no son subespacios vectoriales del espacio
F(A; R) de todas las funciones reales definidas en el dominio A. Justifique su
respuesta.

)W = {feF(® R)/f(0)=F@1)}
b) W= {f eF(R, R)/f esfuncion par }
)W = {f eF([a, b] R)/f es integrable en[a,b]}.

d) W= {f e F([a,b], ®)/ f esintegrable en [a,b] A Iabf :1}.

9. Sea U:{(x, y,z,w)e R 2x+3y -w=0 A z:o}
a) Demuestre que U es un subespacio vectorial del R
b) Encuentre la forma caracteristica que tienen los vectores de U.

c) Encuentre Sc U talque S sea un subespacio de U.
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10.

11.

12.

Encuentre tres subespacios vectoriales no triviales de %3 y tales que sus
intersecciones de dos en dos sean {0}.

Muestre que la union de dos subespacios de un espacio vectorial V no necesariamente
es un subespacio de V.

En cada caso, encuentre el subespacio U N W de los subespacios U y W dados.

a) U= {(Xl, X2, X3, X4)€ 9{4/ X1 — Xy :O}

W = {(Xl, X2, X3, X4)€ §R4/ X1+X2—2X3+3X4:O}

b) U :{(2 gj e My (R)/ a+2b - 3d=o}
wz{(a ZJGMZ(SR)/b+c:O}

c
c) U= §a+axze Pz[x]/aeiR}

W = {a + bx + cx? e P, [x]/ a+b+c:0}

Combinaciones lineales - Generadores

13.

14.

15.

16.

Considere el espacio vectorial real N2 y los conjuntos S={(4, 1)}, T={(a, b)} vy
R={(1, 2), (3,6)}. Describa algebraica y geométricamente <S> <T>y <R>
los subespacios generados por S, T y R respectivamente.

Sean u;=1(-1,2,3,1), ups=(0,2,4,-1), uz3=(5,1,1,3), us=(1,0, -1, 4). ;(Existen
escalares reales o4, oo, ag, o4 tales que oyug + apUsy + aiguz + oaus = (-2, 3, 6, -8).

Sean u=(2,1,0,3), v=(3,-1,5,2), w=(1,0, 2, 1). ¢(Cuales de los siguientes
vectores a = (5, -5, 0, 10), b =(-2, 1, -2, 1) esta en el espacio generado por u, v y w?

En cada caso, escriba el vector v como combinacion lineal de los vectores vj.
— 1
) v=(842), vi=[1-2)v,=(215)

b) v:xz—x; v1:x2—x+2, v2:2x2—3x—1, V3 =X+3.

(2 1 (10 (1 - (10
2 V_(4 —2}’ Vl_(l —J’ VZ_(l oj’ V3_(—1 oj‘
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Determine, en cada caso, si el vector v pertenece al espacio generado por el conjunto S.
a)Vv = 3—4x-2x2 +8x3, S= {2—x+3x2 +2x3, 1+ X +6x° —5x3, ~1+x+x2 —8x3}

b) v:x3+4x2—x—1, S:{x2+x+2, x3+x+1, 2x3+x2—1}

o3 ) <{s A6 )

En cada caso, muestre un vector del espacio V que no pertenezca al subespacio
generado por el conjunto S, que se denotara < S>. Determine la condicion que deben

cumplir los vectores de V para pertenecer al subespacio < S>.
a) V=%R* s={1,0,0-1),(0,1,-1,0)}

b) V= SR4, S={(1,0,2-1),(0,1,-1,3),(-1,1,0, 1)}

c) V=Py[x] s= {2, X -1 2x%+ 4}

R

En el espacio %3 considere S = {(2,-1,6), (-3,4, 1)}y T={(-1,3,7), (8,-9, 4)}.
Muestre que <S> = <T>.

Muestre que el espacio vectorial %3 no esta generado por los vectores v = (1,0, 1)
y u=(4,1,2), peroque R si esta generado por v,u y w=(2,1,1).

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demuestre que 0y <S> y que
Sc <S>, paracualquier ScV

Determine un conjunto finito que genere al subespacio W si,

a) W ={(x,y,2) e R 2x — 3y +4z =0}

b) W= {Ae Mgz (R):A es simétrica}

c) W= {a+bx+cx2 +dx3 e Py[x]/a+b+d=0A3b-c—d :o}

Encuentre un conjunto de generados del espacio solucion del sistema de ecuaciones
lineales

X1+X2 +X3+X4 =0
2X1—3X2 + X3 +4X4 =0
—2X1+4X2+X3—2X4 =0
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Dependencia lineal

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

Sean (a, b) y (c, d) vectores del espacio R2. Demuestre que si ad — bc = 0,
entonces estos vectores son L.i.

Determine si los siguientes subconjuntos del espacio vectorial V dado son Li. o l.d.
a) {1-1).(L2) B-2)} V=’

b) {(L-30),(304),(11,-6,12)}, V= %3

c) {x ~1, (x —1)%, 2x - 3}, V= Py[x]

d) {f (x)= x, g(x):xz}, V = F(® R)

SN ACE a

§{@®-1,06),(-1,031),11-12),0110)} v=x*

g) {2x, x3 -3 1+ x —4x3, x3+18x—9} V = P3[x]

Encuentre 3 vectores de %3 que sean l.d. y tales que dos cualesquiera de ellos sean I.i.
Suponga que Vi, Vy, V3 € R3 tienen sus puntos iniciales en el origen. En cada caso
determine si ellos pertenecen a un mismo plano:

a) vi=(1,0,-2),v.=(3,1,2),vs=(1,-1,0)

b) vi=(2,-1,4),v.=(4,2,3),v3=(2,7,-6)

c) vi=(3,-6,9),v2=(2,-4,6),vs=(1,1,1)

d) vi=(4,6,8),v2=(23,4),vs=(-2,-3,-4)

Encuentre todos los valores k € R de modo que el conjunto S sea L.i. si:
S={(1+k 1-K),(1-k 1+K) }cR?
b) S={(1,k0), (-1,21), 2 -1k} R

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demuestre que:

a {v}esli < vz0

b) {v, u} esld < vesunmdaltiploescalar de u
¢c) 0eS = Sesld

Demuestre que si {v1, Vo} es Li.y vz & <{vi, Vo }> entonces {vi, Vo, V3 } es L.i.
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31. Sea {vi, vy, v3}— V conjunto Ii. Demuestre que:
a) {V{ + Vo — Vg, Vo + Vg, 2v; } es LLi.
b) {vi+Vyp, Vg — 2V, + V3, vy —V3} es Li.

32. Si{vy,.... ., v K" y k>n, demuestre que {vy,......., Vi } es l.d.

Base — Dimensidon - Coordenadas

33. Explique por qué los siguientes conjuntos de vectores no forman una base para el
espacio vectorial que se indica (resuelva a simple vista)

a) {(1,2), (0,3), (2,7)} para R?
b) {(-1,3,2), (6,1,1)} para R°
34. Determine si los conjuntos B dados forman o no una base del espacio vectorial real V.
a) B={(3 2),(-1,4)} V=%
b) B={(@3,9), (-4,-12)}, V=R>
¢) B={(11,2), (0,1,-1)}, V=%xR3
d B={(2,-3,1), (4,1,1), 0,-7,1)}, V=%
e) B={(2,-1,0,1), (3,0,1,-2), (1,-1,1,-1}, V=R*

f)B = {1, 1+ x2,1+x—2x2} V =P,[x].

TR (AT IR iy s

35. Sea W subespacio de R2, W = R%. Demuestre que W = {Ow} 6 W es una linea
recta que pasa por el origen.

36. Encuentre una base para cada uno de los siguientes subespacios de %3
a) Elplanox—-y=0.

b) EIl conjunto de vectores de %3 que estan en el plano de ecuacion 2x -y —-z=0
c) El plano definido por x +y-3z=0
d) La recta dada por las ecuaciones parametricas x =t, y=-2t, z=3t,conte R

37. En cada caso, encuentre una base y la dimension del espacio solucion del sistema de
ecuaciones lineales dado



Guia N24 Espacios Vectoriales Viviana Barile M

38.

39.

40.

41.

42.

43.

2X; +Xo+3x3 = 0 D) X|—3X9+X3 =
a){ X +2x5 = 0 {3X+V+Z+W =0 C) {2X;—6Xy+3x3 =
Xp+x3 = 0  (X=y+z-w =0 3x; - 9Xp +3X3 =

Sean Wy, W, los subespacios de R*
W, = {(Xl, X2, X3, X4) eR* X1 —Xq = 0}
Wp = {(XL X2, X3, X4) e R/ X1+ Xo—=Xg4 = 0 A Xy —Xg+2Xyg = 0}

Muestre una base y determine la dimension de cada uno de los siguientes subespacios
Wl! W2, WlﬁWQ Yy Wl + W2.

Encuentre una base y determine la dimension de los subespacios de P, [x]: UnW vy

U+W si U:<{l—x, 1+2x2}> y W:<{><,x+2x2}>

Determine todos los valores reales de k tales que S es una base de R3:
a) S={(211), (1,2k k), (1,k, -k)}
by S={(k-1k k), (1-2k, k+2,2k), (k k,2k)}

Si B ={v, Vv, v3} es una base de un espacio vectorial V, demuestre que
{V1 + Vo + V3, V3 + Vs, vq } también es una base de V.

En el subespacio %3 considere los conjuntos Wy y W5 :
W1 ={(X1, X2, X3) / 2X1 + 3X, + 5x3=0} vy W, = {(Xq, X2, X3) / X1 — X2 = 0}.

a) ¢Son W;y W, subespacios vectoriales de %32 Pruébelo.

b) Demuestre que W, y W, son distintos de %3,

c) Determine una base para.W; N W,.
d) Encuentre una base para W; y W, extendiendo la base que obtuvo en c).

e) Determine el espacio W; + W, y una base para él. ;Es W, + W, = R32
f) ¢Cudles son las dimensiones de W1, W2, W1 nW,, Wi + W,?

g) Construya una base para %3 extendiendo la que obtuvo para W,

Sean U, Uy los subespacios de w4

Uy = {(Xl,Xz,Xg,X4) eR*/ X +X—X4=0 A xl—x3+2x4:0}
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44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

U, =({(1 0,0,1),(0,1,0,0),(0,0,1,0), (2,-2,-2,2)})
a) Determine la dimension de U;nU,

b) Encuentre una base S para U,
c) Encuentre una base B de R que contenga a la base S de U,
d) ¢Es R* =U; +U,?

Considere los subespacios de Ps[x]: W :<{><3 +x2—x+1, x%+2, 2x3+3x% - 2x}>

y U= {p(x) / p) =p(-1)}. Determine los subespacios WU , W + U vy sus
respectivas dimensiones.

Sea B la base ordenada de %%, B = {(1, 0, -1), (-1, 1, 0), (0, 1, 1)}. Determine las
coordenadas con respecto a la base B de cada uno de los vectores de la base canonica
de %3,

Considere B y C las bases ordenadas de ®: B ={(1,-1,0), (0,1,1), (-1,0,1)}

y C={(1,0,1), (1, 2,-2), (0, -1, 1) }. Si las coordenadas del vector v e %3 con
respecto a la base B son [V]B = (1, -2, 3), determine las coordenadas de v con
respecto a la base C.

Sean A y B las bases de P,[x]: A= %1+x+2x2, 2—x—x2,—3+2x+2x2}y

B = {5+2x—x2, —1+Xx—x2, —3x+2x2}. Si las coordenadas del vector p(x) con
respecto a la base A son [p(x)]A = (1, 4, -2) encuentre las coordenadas de p(x) con

respecto a,
a) la base canonica E de P,[x]

b) labase B de P,|x]
Considere las bases E = {L X, xz}, B= {1, X -1, X2 —1} de P,[x]. Determine las

coordenadas de v = a + bx + cx? e Py [x] con respecto a la base E y con respecto a
la base B.

Suponga que las coordenadas (o vectores coordenados) de los vectores de %3, Ug
=(1,0,-5), Up=(2,-1,1), uz= (-1, 4, -4) segun labase B = {v;, v,, v3} de k> son:
(-2,2,-1), (-1,1,0), (2,-1,-2) respectivamente. Determine la base B.
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51. Sean W= <{(1,0,0)}>y U=< {(1,1,0),(0,1,1)}> subespacios de %>. Demuestre
que R=Wa U.

52. Sean W = <{(1,0,-2),(L-1-1)}> vy uz{(x, y,Z) e sn3/x+y—z:o}
subespacio 3. ¢ES R=Wa U2 Justifique su respuesta.

Respuestas a algunos ejercicios

4. 1(xy) = (XY)
5. a) 1,22 1 _ 1
2’ 5’153 1728

6. a2 y &9 ) a=log,3, p=-1
7. La suma no tiene elemento neutro (cero).
8. No cumplecon (a+B)V=av+pv,Va,BeR Vy WV e R?
9. a) No; (x,y) e V pero (-x, -y) ¢ V

b) No; 1(x,y,2) = (X, Y, 2)

c) No; existen A,B €V pero A+B ¢ V

d) Si; V esun subespacio de P,[x]

e) Si; V esun subespacio del espacio de las funciones reales definidas en ]a, b[.
11. a) Si b) No c) Si

d) No e) No f) Si
12. a) Si b) No c) Si

d) No e) Si
14. a) Si b) No c) Si d) No
15. a) Si b) Si c) Si d) No

16. a) W es el subespacio generado por {(1,0,0,2), (0,1,0,3)}
b) Laformaes (X,y,0,2x +3y),con X,y € R
c) Porejemplo, U={0}; también U=<{(0, 1,0, 3)} >
17. U={(x,y,z)/ x=0, y=0}, V={(x,y,2)/ y=0, z=0},
W={(x,y,2)/ x=0, z=0}.
19. a) UnW=<{(1,-4,0,1), (0,2,1,0)>

oow=([2 33

Q) UnW={0}

20. <S>={(x,y) eR?/y= %x} recta por el origen con pendiente %.

<T>={(x,y) e K2/ y= gx} recta por el origen con pendiente g

<S>={(x,y) € R2 / y = 2x } recta por el origen con pendiente 2.
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21. Si,existenyson oq =3, ay,=-2, ag=1 o4 =—4
22. El vector a pertenece a <{u, v, w}>; a =-3u + 2v -bw. El vector b no pertenece.
23. a) v=4v{+2v, b) v=-vi+Vy+Vv3

€) Vv no se puede escribir como combinacion lineal de los vectores dados.
25. a) (1,0,0,1) ¢<S>; (a,b,c,d) talque b+c=0y a+d=0.

b) (1,1,1,1) ¢<S>; (a,b,c,d) talque -a-2b+c+d=0

C) <S>=V

01 b
d) (1 OJ Z< S>; (i dj talque b+c=0.
21. v:(l,-2,0)eiR3y ve<{v, u}>

29. 2 {(3,2,0)} c) {—1+x+3x2,—1—x2+x3}
32. a) lLd. c) Li. e) Li. g) ld.
33. Por ejemplo, (1,-1,1), (2,1,-1), (-1,-2,2)
35. a) keR-{0} b) keR—{-1++/3}
40. a) vectores I.d. b) los vectores no generan a R3
41. a) Si b) No c) No d) Si
e) No f) Si g) Si
43. a) B={(1,1,0), (0,0, 1)} b) B={(0, 1,-1), (1,0,2)}
c) B={(-1,1,0), (3,0, 1)} d) B={(1, -2, 3)}

45, B={(,00,1), (0,1,0,0), (0,0,1,0)} basede Wy, dim W} =3
B={(1-1,10), (0,1,2 1)} basede W,, dim W, =2
B={(1,0,3,1)} basede W, nW,, dim (W, nW,)=1
B={1,0,0, 1), (0,10 0), (@O0 1 0), (14, -1, 1, 0)} base de W; +W,,
dim W, + W, =3.
4. ) kew-{0,-1} b) ke®R-{0,1 -4}
49. ¢) B={(1,1,-1)} base de W, "W,
d) B’={(1,1,-1), (0,5,-3)} basede W;, B={(1,1,-1), (0,0, 1)} basede W,.
e) B={(1,1,-1),(0,5,-3), (0,0, 1)} base de W; +W,. Si, es suma directa.
f) Las dimensiones son 2, 2, 1, 3 respectivamente.
g) B={(1,1,-1), (0,0,1), (1,0,0)} basede R°.
51 W AW, =W=U=W+U. dimW=3=dimU.
52 1l =G -5.3), [e2l8=(5. %3, [esle=(-3 3 %)
53. [Vlg =(-2,0,3)
55. [VIe =(a b, c) [Vl =(@+b+c, b, )
S7. ag +aX +a2x2 =(ag+a;+an)+(ag+2ay)(x-1+ay(x —1)2
59. No, puesto que WnU=<{(-2,3,1) }> # {(0,0,0) }



