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INTRODUCCIÖN

La Matemática Financiera es una derivación de la matemática aplicada que estudia el valor del dinero en el tiempo, combinando el capital, la tasa y el tiempo para obtener un rendimiento o interés, a través de métodos de evaluación que permiten tomar decisiones de inversión. 


Esta matemática suministra en momentos precisos o determinados, información razonada, en base a registros técnicos, de las operaciones realizadas por un ente privado o publico, que permiten tomar la decisión mas acertada en el momento de realizar una inversión, la propiedad de los bienes, la forma en que se pueden adquirir, los contratos de compra venta, hipotecas, préstamos a interés. Es una herramienta de gran utilidad para un profesional de las ciencias administrativas, por cuanto le  brinda la posibilidad de determinar los mercados en los cuales, un negocio o empresa, podrían obtener mayores beneficios económicos. 

Las matemáticas financieras auxilian en la toma de decisiones en cuanto a inversiones, presupuestos, ajustes económicos y negociaciones que beneficien a toda la población. Esta matemática facilita las herramientas necesarias para que los futuros gerentes produzcan más y obtienen mejores beneficios económicos que permitan una mejor calidad de vida y de esa manera poder tener una visión prospectiva de cómo trabajar con activos financieros o títulos valores, bonos, acciones y prestamos otorgados por instituciones financieras.


Este  Manual de Matemáticas Aplicadas a la Administración del Ciclo de Nivelación que propone el Programa de Postgrado en Ciencias Administrativas, mención Administración Agrícola, Gerencia de Recursos Humanos, Gerencia General y Finanzas, está orientado a la enseñanza de las aplicaciones y a la utilización de las matemáticas en escenarios socioeconómicos. De igual manera puede servir a todo estudiante cuyo campo de especialización no sean las matemáticas o las ciencias físicas, como estudiantes de Gerencia de Recursos Humanos, Administración Agrícola  y Contaduría. Para tal fin son estudiadas  las áreas de matemáticas básicas, álgebra y cálculo diferencial en forma tal que resulten de máximo provecho a la formación del profesional. 


La Matemática Financiera es de aplicación eminentemente práctica, razón por la cual su estudio esta íntimamente ligado a la resolución de problemas y ejercicios muy semejantes a los que se puede presentar en la vida cotidiana. Es un instrumento fundamental del profesional de las carreras humanísticas, en su tarea de maximizar el rendimiento durante el desarrollo de su carrera.


Las matemáticas siempre han sido consideradas parte integral de la formación académica de los profesionales del área de Gerencia, Administración Agricola, Economía, y en general, de las Ciencias Sociales. En este manual se ha considerado como objetivo básico el actualizar y reforzar los conocimientos matemáticos que posee el aspirante a fin de que reconozca, utilice y mejore el nivel de sus técnicas cuantitativas, necesarias para enfrentar con mayor éxito las operaciones financieras y plantear problemas del medio actual y poder entender la complejidad de sus cálculos.

El desarrollo del manual que a continuación se presenta esta formado de cinco unidades, en las cuales cada una contiene un conjunto de aspectos teóricos donde se define un conjunto de conceptos que ayudan de alguna u otra forma a entender los procesos prácticos que se dan en esta asignatura. Además, se presenta al final de cada unidad algunos problemas de aplicaciones para ser resueltos por el estudiante, que pueden guiar al estudiante en la tarea de entender esta asignación, y para que vea, de una forma continua, como puede aplicar  en la práctica esta matemática.
OBJETIVOS DEL MANUAL
OBJETIVOS GENERALES


Al finalizar este curso el estudiante estará en capacidad de:

1. Utilizar conceptos y técnicas matemáticas de Álgebra y Aritmética, y Cálculo Diferencial.

2. Reconocer los métodos matemáticos básicos útiles en administración.

3. Entender el concepto de: Progresión aritméticas- interés Simple,  valor Presente de una Deuda (Ecuaciones de Valor),  descuento simple.

4. Progresión geométrica- Interés compuesto, descuento compuesto, rentas o anualidades, amortización.

5. Cálculo Diferencial.  Reglas de Diferenciación.

6. Análisis Marginal. Costos y Rendimientos.

7. Optimización., Aplicación de matemáticas a la Economía y a la Administración.

8. Operar con aplicaciones del álgebra de Matrices,  resolver sistemas de ecuaciones, proyección matricial en la determinación de costos, aplicaciones de matrices en los modelos de análisis insumo-producto.

PROGRAMA SINOPTICO

CONTENIDO
1. Funciones.

2. Interés.  Valor presente.  Anualidades. Amortización.

3. Cálculo Diferencial.  Reglas de Diferenciación.

4. Análisis Marginal. Costos y Rendimientos.

5. Optimización.

6. Aplicación de matemáticas a la Economía y a la Administración.

7. Álgebra Lineal: Ecuaciones.  Matrices.  Determinantes 

DESARROLLO DEL MODULO

      El curso tendrá una duración de ocho (7) semanas y comprende dos etapas: una etapa de estudio a distancia y otra etapa presencial.

            Las sesiones presénciales se dedicarán a consulta y talleres de trabajo; éstos incluyen laboratorio de resolución de problemas, exposiciones del profesor y los participantes y pruebas cortas al final de cada sesión.

CRONOGRAMA DE ACTIVIDADES

Primer  período  de  estudio a distancia: Antes del 27/10/2007
Primera sesión presencial                      : 27 y  28/10/2007
Segundo período de estudio a distancia: 29/10 al16/11/2007
Segunda sesión presencial                     : 17  y  18/11/2007
Tercer  período  de  estudio a distancia: 19/11 al 30/11/2007
Tercera sesión presencial                      : 01 y  02/12/2007
           HORARIO DE TRABAJO:

Sábado: 8:00 a 12:00 m.

                 2:00 a 6:00 p.m.

Domingo: 8:00 a 12:00 m.

                  2:00 a 6:00 p.m.
PLAN DE EVALUACION

     La evaluación del participante se realizará de acuerdo a las normas establecidas por la Universidad de Oriente para el Programa de Postgrado en Ciencias Administrativas.

     La calificación del participante contempla dos valores:

A: Aprobado   y     R: Reprobado.

La calificación de esta asignatura será ponderada de la siguiente forma:

· Cumplimiento de las tareas asignadas en 

     los períodos de estudio a distancia………………………20%

· Asistencia a clases…………………………………………10%
· Trabajo durante las sesiones presénciales…………….. 40%

· Pruebas al final de las sesiones presénciales…………..30%

Total:                                                                              100%

         De acuerdo con los reglamentos, para poder participar en una sesión presencial, el participante debe entregar la tarea asignada previamente.        

CONTENIDO PROGRAMATICO

Unidad I

· Utilizar la línea recta en problemas de Administración y Economía. Resolver sistemas de ecuaciones lineales en las aplicaciones de negocio. Analizar los modelos de Equilibrio.

Unidad II

· Resolver e interpretar problemas de tipo económico - social que plantean la consideración en funciones logarítmicas y exponenciales.

Unidad III


Aplicar el método para calcular problemas de carácter financiero que tratan con del valor del dinero en el tiempo como:

· Interés Simple; cálculo de Interés Simple, exacto y ordinario. Monto a Interés Simple. Valor Presente de una Deuda (Ecuaciones de Valor)

· Descuento simple; calcular el valor actual de una deuda y el descuento aplicado en una operación financiera. 
· Interés compuesto; adquirir la capacidad de calcular el rendimiento del capital durante un período de tiempo con capitalización de los intereses.
· Descuento compuesto; calcular el descuento racional y el descuento bancario o comercial aplicando el método de interés compuesto.

· Rentas o anualidades; calcular la cuota que se debe pagar periódicamente para cancelar una deuda contraída a largo plazo.

· Amortización; aplicar el método para calcular en forma progresiva los intereses, la cuota amortiza el capital y el saldo de una deuda contraída a largo plazo.

Unidad IV

· Emplear la derivada para construir las respectivas tasas marginales en aplicaciones a la Administración y a la Economía. Aplicaciones con tasas de cambio.

· Emplear los procedimientos de Optimización basados en el cálculo al aplicarlos a problemas de Administración y Economía.

Unidad V
· Operar con aplicaciones del Álgebra de Matrices.

· Emplear el método de reducción de renglones al resolver sistemas de ecuaciones. Aplicar la proyección matricial en la determinación de costos.

· Ofrecer aplicaciones de matrices en los modelos de análisis insumo-producto.

UNIDAD I
COSTO TOTAL


En la producción de cualquier bien por una empresa, intervienen dos tipos de costos;  que se conocen como costos fijos y costos variables. A los costos fijos hay que enfrentarse sin importar la cantidad producida del artículo; es decir,  no depende del nivel de producción. Ejemplo de costos fijos son las rentas,  intereses sobre préstamos y salarios de administración.


Los costos variables dependen del nivel de producción. Los costos de los materiales y de la mano de obra son ejemplos de costos variables. El costo total está dado por:

Costo Total = Costos Variables + Costos Fijos

Si m denota el costo variable por unidad, entonces los costos variables totales al producir x unidades de artículos son de mx bolívares. Si los costos fijos son de b bolívares, se desprende que el costo total yc (en bolívares) de producir x unidades está dado por: 
Costo Total = Costos Variables + Costos Fijos

yc = mx + b


La ecuación es un ejemplo de un modelo de costo lineal. 

LEY DE LA OFERTA Y LA DEMANDA

Ley de la oferta
· La oferta aumenta al subir el precio.  
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OFERTA


Cantidad de bienes o servicios disponibles en el mercado en un momento dado y a un precio dado.

Función oferta

	p - pi = m (q - qi)

p = b + mq


	p = Precio

q = Cantidad

pq ( 0

Con m ( 0 (Positiva)


Ley de la demanda:

                                   p = mx + b
en donde  p es el precio por unidad del artículo y m y b son constantes. La gráfica de la ley de demanda se llama la curva de demanda.

· si el precio por unidad de un artículo aumenta, la demanda por el artículo disminuye
· si el precio por unidad disminuye la demanda se incrementará. 
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Curva de Demanda Lineal
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DEMANDA


Cantidad de bienes o servicios que los consumidores estén dispuestos a adquirir a un precio determinado.

Función demanda

	p - pi = m (q - qi)

p = b + mq


	p = Precio de venta

q = Cantidad demandada

p.q ( o

Con m ( 0  (Negativa)


INGRESO

Lo que se percibe por la venta de un bien.

                     I = p x q

Donde:

I = Ingreso

p =  Precio
q = Unidades de bienes
PUNTO DE EQUILIBRIO DEL MERCADO


La cantidad demandada por los consumidores iguala la cantidad que los consumidores están dispuestos a ofrecer. Se dice que el punto de equilibrio del mercado ocurre en un precio cuando la cantidad demandada es igual a la cantidad  ofrecida. Esto corresponde al punto de intersección de las curvas de la oferta y la demanda.


El precio y la cantidad de equilibrio solo tiene sentido cuando no son negativos.
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UTILIDAD


La utilidad U esta dada por la diferencia entre el ingreso y el costo. Cuando la utilidad es mayor que cero existen ganancias, y cuando la utilidad es menor que cero existen pérdidas.

FUNCION


Una función expresa la idea de que una cantidad depende o esta determinada por otra.
Definición: sean X y Y dos conjuntos no vacíos. Una función de X en Y es una regla  que  asigna a cada elemento x ( X una  única y ( Y, es decir, dos pares ordenados no pueden tener el mismo primer elemento.

Denotemos con f una función determinada. El conjunto X para el cual f asigna una única y ( Y se denomina el dominio de la función f. A menudo se indica mediante Df. El conjunto de valores correspondiente y ( Y se conoce como el rango de la función y por lo regular se denota por Rf. 


Si una función se expresa por una relación del tipo y = f(x), entonces x se denomina la variable  independiente o argumento de f y  y se conoce como la variable dependiente.

FUNCION LINEAL


La forma general de la función lineal está dada por:





f(x) =  mx  +  b   ( m  (  0 )
en donde m y b son constantes. La gráfica de una función lineal es una línea recta con pendiente m y ordenada al origen b. Aquí Df es igual a Rf que a su vez es igual al conjunto de todos los números reales.
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Pendiente de una recta: La pendiente de una recta no vertical es una medida de la inclinación de la recta. Si esa recta pasa por los puntos P1 
(x1,y0,)   y   P2 (x2,y2,)


m = y2-y1/ (x2-x1);  x2 ≠ x1
· Si la recta es horizontal su pendiente es 0. 

· Si es vertical la pendiente es indeterminado.
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Para hallar la ecuación de una recta se necesita:

1. Dos puntos
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                  y2  -  y1    .    (x – x1)



     x2  - x1
2. Punto-pendiente




y - y1 = m (x - x1);

FUNCIÓN CUADRATICA


Una función de la forma:
f(x) = ax2 + bx + c        ( a  ( 0 )

Con a, b y c constantes, se denomina función cuadrática. El dominio de f(x) es el conjunto de todos los números reales. La gráfica de una función cuadrática es una curva denominada parábola.
El vértice de una parábola

[image: image49.wmf]
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Si a ( 0; la parábola abre hacia arriba, y tiene un punto mínimo.

Rango :    4ac – b2   

            4a
Si a < 0, la parábola abre hacia abajo y tiene un punto máximo.

Rango:   - ( ,     4ac – b2  

                                 4a

Raíces de una ecuación cuadráticas:

·  Factorización:
          - b (         b2  -  4ac

                            2a

La cantidad subradical se llama  discriminante
D = b2 - 4ac.> 0            dos raíces   x1 y x2  →  Dos cortes con el eje X
D = b2- 4ac.= 0           doble raíz    x1 = x2 →  Un solo corte con el eje X
D = b2 - 4ac. < 0 No tiene x que pertenece a los  reales → No tiene corte con el eje X
Ejemplo: y = ax2.
Dom . f = R





Dom . f = R

Rag . f = (- (   ,   0  (



Rag . f = (0, + ((

(a) (b)
DEPRECIACIÓN LINEAL
Es la reducción gradual en el valor de un activo se conoce como depreciación (reducir el valor por una cantidad constante cada año, de tal manera que el valor se reduzca a valores de desecho al término de la vida útil estimada para el equipo).
Tasa de depreciación (por año) =    (Valor inicial  -  valor de desecho)







    (Vida útil en años)

Depreciación por año =        (Precio de adquisición inicial)





         Vida útil en años

Valor después de ( años = Valor Inicial - (depreciación por año) (nº de años)

PROBLEMAS PROPUESTOS
1-(Modelo de costo lineal)  Los costos fijos por fabricar cierto artículo son de $300 a la semana  y  los  costos  totales  por  fabricar  20  unidades a  la semana  son  de  $410. Determine  la  relación  entre  el  costo  total  y  el  número  de  unidades  producidas, suponiendo que es lineal. ¿Cuál será el costo de fabricar 30 unidades a la semana?

2-(Modelo de costo lineal) Un hotel alquila un cuarto a una persona a una tarifa de $25 por la primera noche y de  $20 adicionales por cada noche siguiente.  Exprese el costo y de la cuenta en términos de x, el número de noches que la persona se hospeda en el hotel.

3-(Modelo de costo lineal)  El costo de un boleto de autobús en  Yucatán depende directamente de la distancia viajada.  Un  recorrido de 2 millas cuesta  40(, mientras que uno de 6 millas tiene un costo de 60(. Determine el costo de un boleto por un recorrido de x millas.

4- (Análisis del punto de equilibrio) Un fabricante produce artículos a un costo variable de 85( cada uno y los costos fijos son de $280  al día.  Si cada artículo puede venderse a $1.10, determine el punto de equilibrio.

5. (Decisiones sobre producción) Una empresa puede laborar sus productos empleando dos métodos. El costo de producir x unidades por el primer método es (10x + 20,000) dólares, mientras que por el segundo método cuestan (15x + 9000)  dólares.  La empresa  puede vender todo lo que produce a $30 cada  artículo. ¿Cuál método de producción deberá utilizar la administración de la empresa si las ventas proyectadas son de a.- 800 unidades b.- 2500 unidades c.- 1500 unidades.

6- (Operaciones en gasolineras) El concesionario de una gasolinera paga $150 de renta a la semana y $30 de impuestos por el mismo periodo. Por cada litro de gasolina que vende recibe 3( de la compañía petrolera propietaria de la gasolinera.

a) Suponiendo que en promedio cada automóvil compra 25 litros de gasolina, exprese la utilidad mensual U como una función de q, el numero de automóviles que visitan la gasolineria en una semana.

b) ¿Cuántos automóviles deben visitar la gasolineria en una semana para que el concesionario no tenga perdida ni ganancias?

7.- (Punto de equilibrio del mercado) Un fabricante puede ofrecer 2000 pares de zapatos al mes a un precio de $30 por par de zapatos, mientras que  la  demanda  es  de  2800 pares. A un precio de $35 el par, puede ofrecer 400 pares más. Sin embargo, con este  incremento de precio la demanda se reduce en 100 pares.

8.-  (Función de costo)  Una empresa que fabrica radio r receptores tiene costos fijos de $3000 y el costo de la  mano de obra y del material es de $15 por radio. Determine la función de costo, es  decir,  el costo total como una  función del número de radios producidos. Si cada radiorreceptor se vende por $25, encuentre la función de ingresos y la función de utilidades.

9- (Función de ingresos) Un fabricante puede vender 300 unidades de su producto al mes a un costo de $20 por unidad y 500  unidades a un costo de $15 por unidad. Exprese  la demanda del mercado x  (el número de unidades que pueden venderse al mes) como una función del precio por unidad, suponiendo que es una función lineal. Exprese los ingresos como:


a.- Una función del precio; 

b.- Una función de x.

10.- (Funciones de ingresos) Un edificio de departamentos tiene 70 habitaciones que puede rentar en su totalidad si la renta se fija en  $200 al mes.  Por cada  incremento de $5 en la renta, una habitación quedará  vacía sin posibilidad  alguna de rentarla.  Exprese el ingreso mensual total R como una función de:

a.- x, si x es el número de incrementos de 5 dólares en la renta;

b.- La renta mensual p.

11-(Alquiler óptimo) El propietario de un edificio de apartamentos puede alquilar todas las 60 habitaciones  si  fija un alquiler de $120 al mes por habitación. Si el alquiler se incrementa en $5, dos de las  habitaciones  quedarán vacías sin posibilidad alguna de alquilarse. Suponiendo que la  relación entre el número  de  habitaciones vacías y  el alquiler lineal encuentre:

· a.- El ingreso en función mensual por unidad.

· b.- El ingreso en función del número de habitaciones ocupadas.

· c.- El alquiler que maximiza el ingreso mensual.

12-(Publicidad y ventas) El número y de unidades vendidas cada semana de cierto producto depende de la cantidad x (en dólares) gastada en publicidad y está dada  y = 70 + 150x - 0,3x2 . ¿Cuánto deberían gastar a la semana en publicidad con objeto de obtener un volumen de ventas máximo? ¿Cuál es este volumen de ventas máximo?

13- Una empresa vende un producto a $25 por unidad. Los costos variables por unidad son $13 y los costos fijos ascienden  a $150.000. ¿Cuántas unidades hay que vender a fin de alcanzar el equilibrio?

14- Una institución de caridad esta planeando una rifa para recaudar $10.000. Venderá 500 boletos para la rifa de un nuevo automóvil. Este le costara $ 12.000 ¿cuanto deberá costar cada boleto si la organización desea obtener una utilidad neta de $10.000?

15- Una empresa vende un solo producto a $ 65 por unidad. Los costos variables por unidad son de $20 por concepto de materiales y de $27.5 por concepto de mano de obra. Los costos fijos anuales ascienden a $100.000. Formule la función de utilidad expresada en términos de Xi número de unidades producidas y vendidas. ¿Que utilidad se gana si las ventas anuales son de 20.000 unidades?

16- La función de demanda para un producto es p = 1000 – 2q, donde p es el precio (en dólares) por unidad cuando q unidades son demandadas (por semana) por los consumidores. Encontrar:

a) El nivel de producción que maximice el ingreso total de l productor

b) Determinar ese ingreso

17-  (Depreciación) la señora olivares compró un televisor nuevo por $ 800 que se desprecia linealmente cada año un 15% de su costo original. ¿Cual es el valor del televisor después de t años y después de 6 años de uso?

UNIDAD II

FUNCION EXPONENCIAL

En términos generales, una función es exponencial si se expresa de la forma

F(x) = k . ax
siendo a y k números reales.


La expresión función exponencial se reserva para la inversa de la función logaritmo natural o, dicho en  otros términos, para el  caso  en  que   a = e. Con esa definición, su dominio es R, pero se puede ampliar al cuerpo de los complejos.
Esta función se nota exp: R → R+


x ( ex = exp(x)
donde e es la base de los logaritmos naturales.

y = exp x <=> x = ln y (con y >0) 

Gráfica de la Funcion Exponencial




Propiedades


Llamamos (función) exponencial la función definida sobre los reales por:   
x (ex

ea+b = ea . eb

           1  . 

                     ea

             ea   

                       eb
· Toma el valor 1 cuando la variable vale 0. 

· La exponencial es la única función que es siempre igual a su derivada.


La función exponencial ex puede ser definida de diversas maneras equivalentes entre sí, como una serie infinita. En particular puede ser definida como una serie de potencias:

ex =   (     xn   =   1 + x +  x2  +  x3  +  x4  + …

o como el límite de la sucesión:

ex = lim     1 +  x     n
                        n

Función Logarítmica

Logaritmo: Se llama logaritmo en base a del número x al exponente b al que hay que elevar la base para obtener dicho número.
Logax = b ( ab = x


Se lee: "el logaritmo en base a del número x es b", o también: "el número b se llama logaritmo del número x respecto de la base a". Como podemos ver, un logaritmo no es otra cosa que un exponente, hecho que no debemos olvidar cuando trabajemos con logaritmos.


La constante a es un número real positivo distinto de 1, y se denomina base del sistema de logaritmos. La potencia ab para cualquier valor real de b solo tiene sentido si a > 0.

La función logarítmica (o función logaritmo) es una aplicación biyectiva del conjunto de los números reales positivos, sin el cero, en el conjunto de los números reales:

Loga:    R   ( R


  ax ( x
Es la función inversa de la función exponencial.

La operación logaritmación (extracción de logaritmos, o tomar logaritmos) es siempre posible en el campo real cuando tanto la base a del logaritmo como el número x son positivos, (siendo, además, a (1) 
· Se llama función logarítmica a la función real de variable real:
                      y =  loga (g(x)) ;         g(x)>0

Ejemplo: y  = Log2 (x2 – 4);      x2 – 4>0

· La función logarítmica es una aplicación biyectiva definida de R+ en R:
Loga:
R+ ( R


x (Loga y =  x
(a > 0,a ( 1(
· La función logarítmica solo está definida sobre los números positivos.
· Los números negativos y el cero no tienen logaritmo 
· La función logarítmica de base a es la recíproca de la función exponencial de base a.

· Las funciones logarítmicas más usuales son la de base 10 y la de base e = 2’718281... 

Gráfica de la Función Logarítmica



Propiedades:
Loga1 = 0

Logaa = 1

Logaax = x

alogax = x

loga(u . v) = logau + logav
Loga    u      = logau - Logav

           v

Loga (un) = n . logau

Logaritmos Decimales: Se llaman logaritmos decimales o vulgares a los logaritmos que tienen por base el número 10.

Log10x = logx

Logaritmos Neperianos: Se llaman logaritmos neperianos, naturales o hiperbólicos a los logaritmos que tienen por base el número e.
Loge x = lnx = Lx

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. (Función de costo) Una compañía manufacturera encuentra que el costo de producir x unidades por hora está dado por la fórmula:

C(x) = 10 log (1 + 2x)

Calcule:

a.- El costo de producir 5 unidades por hora.

b.- El costo extra por aumentar la tasa de producción de 5 a 10 unidades por hora.

c.- El costo extra por aumentar de 10 a 15 unidades por hora.

2-(Ventas y publicidad) En un mercado de libre competencia, el volumen de ventas depende de la cantidad gastada en la publicidad del producto en cuestión. Si se gastan x dólares al mes promocionando un producto determinado, se encuentra que para ese producto el volumen de ventas S al mes (en dólares) está dado por la fórmula:

S = 10,000(1 - e- 0.001x)

Calcule el volumen de ventas cuando x = 500 y x = 1000. Si x decrece de 500 a 100 dólares al mes, ¿Cuál es el porcentaje decreciente resultante en las ventas?

3- Un certificado de depósito de $6000 se compra en $6000 y se conserva durante 7 años. Si el certificado gana un 85 compuesto cada trimestre. ¿Cuál es su valor al cabo de 7 años?

4- (Ecuación de demanda), la ecuación de demanda para un producto es p = 121-0.1q. Utilizar logaritmos para expresar q en términos de p.

5- Una determinada maquina industrial se desprecia de modo que su valor después de t años esta dado por una función de la forma Q (t) = Q (0)  e-0.04t. Después de 20 años, la maquina tiene un valor de $ 8.986,58. ¿Cuál fue su valor original?

UNIDAD III
PROGRESION ARITMETICA  (PA)

Una sucesión se dice que es una progresión aritmética (PA) si la diferencia entre cualquier término y el anterior es la misma a lo largo de toda sucesión. La diferencia algebraica entre cada término y el anterior se denomina diferencia común y se denota por d.


Tn = a + (n – 1)d

Suma de términos (Sn ) de una PA:


Sn =
   n   (2a + (n – 1)(d



   2  

a = Primer término;

d = diferencia común

n>0
INTERES SIMPLE
La asignatura matemática financiera estudia la relación entre el tiempo y el valor del dinero. Estudia el interés que es la manifestación del valor del dinero en el tiempo. El interés es una medida del incremento entre la suma original ya sea tomada en préstamo o invertida y el monto final pagado o acumulado.

· El término interés se utiliza para designar el costo de renta por el uso del dinero, representa el porcentaje ganado por una inversión en una operación productiva.

· Para el prestamista representa la ganancia recibida en un período de tiempo de su capital prestado.

· Para el prestatario representa la cantidad pagada por el uso de fondos de un capital solicitado en un tiempo determinado.

· El interés simple constituye la base para todos los cálculos que involucran el interés que se paga sobre una inversión o que se debe sobre un préstamo.

Interes = Cantidad total acumulada – inversión original 

En cualquier caso, existe un incremento en la cantidad de dinero que originalmente se tomo en préstamo o se invirtió. El préstamo o la inversión original es lo que llamamos capital  

Cálculos de Interés
Cuando el interés se expresa  como porcentaje de la cantidad original por unidad de tiempo, el resultado es una tasa de interés. Esta tasa se calcula:

· Tasa de interés=  Interés acumulado *100%  
            Porcentual           Cantidad original

Elementos a considerar en los cálculos del Interés Simple
La notación a utilizar será la siguiente:
Is = Interés simple, Interés producido por un capital o cantidad a pagar por concepto de interés.

P= Capital, principal o préstamo.
n= Número de períodos al año.
MF = Monto Final (Valor Futuro)
Valor actual= Al capital (P) en el interés simple

Tasa de interés (i): Es la cantidad a pagar por concepto de interés por cada unidad de capital por unidad de tiempo transcurrido. Se expresa generalmente como porcentaje o tanto por ciento.

· La tasa (i) anual se obtiene dividiendo el Interés (I) entre el Capital (P)

                                 I  . 
                                P

Es importante señalar que la tasa de interés y el tiempo deben estar siempre expresados en base a la misma unidad de tiempo.
· Tiempo (n): Es el tiempo transcurrido entre el momento en que el capital comienza a ganar interés y el momento en que deja de ganar interés.
· Monto Final (Valor Futuro): El monto es la suma del capital más los intereses. Representa cuánto se transforma el capital colocado a interés simple en un tiempo definido

Fórmula General del Interés Simple
El interés es directamente proporcional al capital, a la tasa de interés y al tiempo.

                                I = P. i

Para cualquier número de unidades de tiempo se  multiplica por “n” y se obtiene:

· Is = Pin                              
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                                   i = r/100
· MF = P + Is
                        n = t/360
ó
· MF = P(1 + in)
Monto-suma de capital más interés

El interés simple puede cancelarse en función de lo convenido por las partes implicadas en la operación. En algunos casos se cancela al final del período, es decir, en la fecha de reembolso del capital que los produjo. En este caso, la suma del capital inicial mas los intereses producido se denomina “Monto”.
Partiendo de la formula del Monto (M), despejando P, obtendremos: 

M= P(1+i.n)

P =       M           o  bien  P= M(1+i.n)
         (1+i.n)

Interés ordinario; Es aquel que se calcula sobre 360 días anuales.
Interés Real: Es aquel que se calcula con 365 o 366 días según sea el caso. 

     I0 = Interés ordinario               Ir = Interés Real   

     I0 = 
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P = Capital o suma prestado;  t = Tiempo 

I  = r unidades (r % = r unidades por cada 100 en 360 días)

        Ir = 
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 I = pt. 
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I = pt . f; es el factor f de interés simple es el  tanto por uno en un día. Para el uso de éste  factor, el tiempo debe expresarse en días.
DESCUENTO SIMPLE

Descuento

Es el proceso de deducir la tasa de interés a un capital determinado para encontrar el valor presente de ese capital cuando el mismo es pagable a futuro. Se aplica descuento a la cantidad sustraída del valor nominal de la letra de cambio, pagaré u otro compromiso de pago, cuando se cobra la misma antes de su vencimiento.
Los procedimientos de descuento tienen un punto de partida que es el valor futuro conocido (VF) cuyo vencimiento quisiéramos adelantar. Es necesario conocer las condiciones de anticipación: duración de la operación (tiempo y el capital futuro) y la tasa de interés aplicada.

Tasa de descuento


Es la razón del pago por el uso del dinero devuelto al liquidar la operación.
Descuento simple
Es la operación financiera que tiene por objeto la representación de un capital futuro por otro equivalente con vencimiento presente, a través de la aplicación de la fórmula de descuento simple. Es un procedimiento inverso al de capitalización.

Clases de Descuentos:

Descuento Matemático: El Descuento Simple real, racional o matemático es la diferencia entre el monto a pagar (valor nominal) y su valor actual. Se calcula en base al Capital del Vn en el momento en que se negocia, por tanto se utiliza la  Fórmula de interés simple. En otras palabras, se define como el interés simple calculado sobre el Va, con una tasa de interés (i).
Descuento comercial: La ley de capitalización calcula unos intereses que se les añade al importe principal, compensando el aplazamiento en el tiempo de su disposición. En las leyes de descuento es justo al contrario: se calculan los intereses que hay que pagar por adelantar la disposición del capital.
· D = VN.d.t


D: son los intereses que hay que pagar.


VN: Valor nominal o capital final. 


d: es la tasa de descuento que se aplica.


t: es el tiempo que dura la inversión.

Una vez conocido el importe del descuento, se puede calcular el valor actual, que equivale al valor nominal menos el importe del descuento:


VA = VN – D

(sustituyendo "D" por su equivalente)


VA = VN - (VN.d.t )
(sacando factor común “VN")



VA = VN(1 - (d.t)) 
(VA, es el capital actual)
PROGRESION GEOMETRICA (PG)

Una sucesión de términos es una progresión geométrica si la razón de cada término al término anterior es siempre la misma. Esta razón constante se denomina razón común de la PG.


Tn = a.rn-1        Tn = el nésimo término   ; 
a = primer término.

n >0
Suma de términos (Sn) de una PG:

Sn =
a(1 – rn)

   1 – r 
INTERÉS COMPUESTO
Un segundo método de pagar intereses es el método del interés compuesto, donde se suma el interés de cada período al valor principal antes de calcular el interés para el siguiente período.

· Con el interés compuesto, tanto el interés sumado como el valor principal ganan interés para el segundo período. Con este método, el valor principal se incrementa conforme se le suma el interés. Es  la capitalización del dinero en el tiempo.
· La diferencia entre interés simple e interés compuesto se debe al efecto de la capitalización. 

Periodo de capitalización: Intervalo al final en el cual se capitalizan los intereses. El interés puede ser convertido en anual, semestral, trimestral y mensualmente. 

Frecuencia de capitalización: Es el número de veces por año en que el interés pasa a convertirse en capital, por acumulación. Número de veces que el interés se capitaliza durante un año (n).
Tasa Anual Nominal: Es la tasa por año.

Tasa de interés por periodo: Es la tasa nominal dividida entre el número de períodos de interés por año.
	F = P(1 + i)n

Donde:

F = Monto al término de n períodos

P = Capital (Valor Presente) o Monto Inicial
	i =  r/100

monto compuesto, valor futuro



	i = Tasa de Interés por períodos de Capitalización
	Es el intervalo convenido en la obligación, para catalizar los intereses

	n = Total de períodos

(1 + i)n = Factor de valor futuro (VF) o factor de interés compuesto.
	Corresponde al VF de la 1 a interés compuesto en n períodos



	Tasa de interés compuesto
	Es el interés fijado por período de capitalización


DESCUENTO COMPUESTO


Es una operación inversa a la capitalización compuesta. Se puede mencionarlos siguientes tipos de  descuentos compuestos;

1. Descuento Matemático o Racional: El Descuento Compuesto Verdadero o Matemático es la diferencia entre el monto a pagar (valor nominal) y su valor actual. Es el único que se emplea en la práctica para operaciones a largo plazo.

D = Vn – Va

Donde

Dm = Descuento Compuesto Matemático

Vn = Valor Nominal

Va = Valor Actual
2. Descuento Bancario o Comercial: Es aquel descuento que toma como base el Valor Nominal (Vn).


El valor actual o presente  a interés compuesto de un dinero que se reciba en fecha futura es aquel capital que a interés compuesto, tendra en el mismo tiempo un monto equivalente a la suma de dinero que se recibe en la fecha convenida.


P = 
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El factor 
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 es el valor presente actual a la tasa; capitalizable en veces en el año se obtiene reemplazando i, así


P = F
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Valor actual a interés compuesto con períodos de capitalización

Regla comercial: el valor actual se calcula a interés compuesto para los períodos enteros y a interés simple para las fracciones de período.
RENTAS O ANUALIDADES


Una renta o anualidad es una serie de pagos iguales efectuados a intervalos iguales de tiempos. Si los pagos son diferentes o alguno de ellos es diferente a los demás, la anualidad toma, según el caso, los nombres de anualidades variables o anualidades impropias. Por ejemplo: pago de rentas mensuales, abonos semanales, dividendos trimestrales sobre acciones, entre otros.

· El tiempo transcurrido entre cada pago sucesivo de la anualidad se conoce como intervalo de tiempo.
El período puede ser anual, mayor o menor a un año. El tiempo contado desde el principio del primer intervalo de pago hasta el final del último intervalo de pago se conoce como plazo de una anualidad.
· La suma de todos lo pagos hechos en un año se denomina renta anual.

El tipo de interés que se fija es la tasa de anualidad y puede ser nominal o efectivo.
Clasificación de las Anualidades: (a) Según su tiempo; (b) Según el momento de pago; (c) Según la variación del pago; (d) Según los intervalos de pago 

Monto una Renta Vencida: El valor de una anualidad calculado a su terminación, al final del plazo, es el Monto de ella. Cada pago se realiza al final de cada período de cada pago.  

Sn = P(1+i)n-1 + P1+i)n-2 + ... + P

El monto total es igual a la suma de los montos producidos por las distintas rentas P.
VALOR FUTURO DE UNA ANUALIDAD 

El valor futuro de una anualidad como renta o planes de ahorro. Es la suma de todos los pagos más todos los intereses obtenidos.


F = A 
(1 + i)n  - 1



    i




  Fxi

       (1 + i)n - 1

Donde:

A = Pago periódico de una anualidad o renta.

i = Tasa efectiva por período de capitalización.

n = número de períodos de pagos.

F = Valor Futuro o monto de una anualidad.

VALOR PRESENTE DE UNA ANUALIDAD

El valor de una anualidad calculado a su comienzo sería su Valor Actual. El Valor Actual o Presente de una anualidad es aquella cantidad C de dinero que con sus intereses compuestos, en el tiempo de la anualidad, dará un monto equivalente al monto de la anualidad.
· El valor presente de una anualidad es una cantidad de pagos que en el momento presente equivale a una serie de pagos en el futuro.

P =   A 
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 = factor de valor presente

Donde:

A = Pagos periódicos

P = Valor presente de todos los pagos (inversión) o Anualidad

r = Tasa de Interés

n =  Número de años

· El interés puede ser capitalizado; anual (una vez por año), semestral (2 veces por año).  Trimestral (4 veces por año) o mensualmente (12 veces por año).

· El porcentaje r de la tasa de interés anual la cual por lo regular se cotiza se denomina tasa nominal.

· Si se compone k veces por año y si la tasa de interés nominal es de r por ciento, esto significa que la tasa de interés en cada composición es igual al (r/k) por ciento. En n años el número de composiciones es n.k.


Entonces, el valor de una anualidad después de n años, está dado por:



P = A
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AMORTIZACIÓN Y FONDO DE AMORTIZACIÓN
· Una amortización es una disminución gradual o extinción gradual de cualquier deuda durante un periodo de tiempo. La amortización de un préstamo se da cuando el prestatario paga al prestamista un reembolso de dinero prestado en un cierto plazo con tasas de interés estipuladas.
· Erogación que se destina al pago o extinción de una carga o una deuda contraída. 

· Baja en libros de los costos relacionados con los activos. 

En la Amortización de una deuda, cada cuota o pago que se entrega sirve para pagar los intereses y reducir el importe de la deuda.

Sistemas de amortización
· Amortización Gradual: Este consiste en un sistema por cuotas de valor constante, con intereses sobre saldos. En este tipo de amortización, los pagos son iguales y se hacen en intervalos iguales.
· Amortización Constante: A diferencia de la amortización gradual, mantiene igual para la amortización para cada período y, como consecuencia, la cuota de pago periódico es variable decreciente, puesto que los intereses sobre saldos son decrecientes.

· Amortización  Por Cuotas Incrementadas: Este sistema consiste en incrementar periódicamente la cuota de pago. Con estos sistemas de amortización con base a cuotas incrementadas se trata de conciliar el incremento de las cuotas con el mejoramiento económico del deudor. El saldo insoluto crece en los primeros períodos, para luego decrecer.

· Amortización Decreciente: Este sistema tiene modelos matemáticos similares a los de amortización por cuotas incrementadas. En estos sistemas el deudor paga cuotas mayores en lo primeros períodos, lo que tiene cierta importancia si el clima político es de desvalorización monetaria creciente.

· Amortización Con Cuotas Extraordinarias: En este sistema cada cierto número de cuotas incluye pagos extraordinarios, estos modifican las condiciones de la amortización que varía el valor de las cuotas y/o el plazo de la deuda.

Para encontrar el monto de los depósitos periódicos:

A =  F.
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A = Pago Periódico

F = Cantidad o valor Futuro

n = Numero de pagos Periódicos

i = Tasa por período
PROBLEMAS PROPUESTOS

1- (Valor presente) Una compañía de productos forestales posee un lote de madera cuyo valor en t años será V(1) = 2(1+ 0,3t). Suponga una tasa de descuento de 10% anual compuesto. Calcule el valor presente de la madera si es cortada y vendida:

A. en 1 año

B. en 6 años

C. en 7 años

D. en 8 años

E. ¿Qué sugieren las respuestas?

2- (Interés compuesto) Un capital de $100 se invierte a una tasa de interés nominal del 12% anual. ¿Cuál será el valor de la inversión 5 años después si se capitaliza: 

2.- Anualmente 

3.- Trimestralmente

4.- Continuamente

3- Encuentre la tasa de interés nominal que corresponde a una tasa efectiva de 8,4% cuando se capitaliza:

2.- Semestralmente

3.- Trimestralmente

4.- Mensualmente

5.- Continuamente

4-¿Cuánto debe depositarse al final de: Cada mes  durante 3 años para obtener la suma de $8,000.00 al 12% anual de interés compuesto mensualmente?
5-Un comerciante ofrece herramientas por valor de $12,800.00 Si la compra es al contado, rebaja 10% de éste precio. A plazos las ofrece para pagarlas en 18 mensualidades, pero aumenta el valor en $2,183 y exige una cuota inicial de $2,532. Calcular la tasa cargada en la venta, de acuerdo con la regla comercial.
6. Hallar el VF de $20,000.00 depositados al 8%, capitalizable anualmente durante 10 años 4 meses en forma comercial.
7. ¿Qué es más conveniente: invertir en una sociedad maderera que garantiza duplicar al capital invertido cada 10 años, o depositar en una cuenta de ahorros que ofrece el 6% capitalizable trimestral?
8-¿Qué oferta es más conveniente para la venta de una propiedad?

a. $90.000 de contado

b. $40.000 de contado y el saldo en tres pagarés iguales de $20,000.00 cada uno a 1, 2 y 3 años de plazo, si el rendimiento del dinero es del 8%, capitalizable semestralmente.

9. El 1° de Marzo de 1995 se firmó un pagaré por $40,000.00 con vencimiento a 4 años, a un interés simple de 12%. El 1° se Septiembre de 1996 se negocia con un inversionista que cobra el 14% nominal, con capitalización semestral; hallar el valor pagado por inversionista.

10. Un deudor debe un pagaré por $300,000.00; 18 meses después de su vencimiento, conviene con su acreedor cancelar con un pago de $450,000.00 Hallar la tasa nominal con capitalización semestral que corresponde a esta operación comercial.
11. Calcular el valor futuro y el valor presente de las siguientes anualidades ciertas ordinarias.

a. $2,000.00 semestrales durante 81/2 años al 8%, capitalizable semestralmente.

b. $4,000.00 anuales durante 6 años al 7.3%, capitalizable anualmente.

c. $200 mensuales durante 3 años 4 meses, al 8% con capitalización mensual.

12. Una persona deposita $5,000.00 cada final de año en una cuenta de ahorros que abandona el 8% de intereses. Hallar la suma que tendrá en su cuenta al cabo de 10 años, al efectuar el último depósito.

13. Una compañía alquila un terreno en $4,000.00 mensuales y propone al propietario pagar el alquiler anual, a principio de cada año, con la tasa del 12% convertible mensualmente. Hallar el valor del alquiler anual.

14. Una deuda de $500,000.00 se debe amortizar en 5 años con pagos anuales iguales al 8% efectivo sobre saldos insolutos. Hallar el valor de cada cuota y elaborar un cuadro de amortización de a deuda.

15. Una deuda de $20,000.00 con interese del 8% capitalizable trimestralmente, debe amortizarse con cuotas de $5,000.00 por trimestre vencido. Elaborar el cuadro de amortización.

16. (Fondo de amortización) Industrias Atlas estima que le costará $200,000.00 reemplazar cierta maquinaria dentro  de  12 años por lo que inicia un fondo de amortización con éste propósito. Al principio hacen pagos anuales  de  $11,855.41 en una cuenta que paga  6%  de interés  compuesto anualmente.  Después del octavo pago el banco incrementa a  8% la misma tasa de interés. ¿De cuánto  deben ser los pagos restantes que haga la compañía?

17. Encuentre el valor presente de una anualidad si: Paga  $300  mensualmente durante 2 años a una tasa de interés de anual de 9% compuesto mensualmente. 

18. (Anualidad) Cuando Carlos se retiró, tenía $120,000.00 invertidos en bonos a largo plazo que pagan un interés del 5%. Al inicio de cada año, retira una cantidad P con el propósito de cumplir sus gastos del año. Si desea que el dinero le alcance para 15 años, ¿Cuánto puede retirar  cada año?

19. (Anualidad) En el ejercicio 33, calcule cuanto le queda a Carlos en los  bonos exactamente después de realizar su décimo retiro.
20. (Hipoteca de una casa) La casa de Saúl tiene un valor de $90,000.00 y todavía tiene que hacer al banco 50 pagos mensuales más de $450.00 con su hipoteca del 9%. ¿A cuánto asciende la hipoteca de su casa?  (Sugerencia: El valor restante de una hipoteca es el valor de la casa menos el valor presente del préstamo hipotecario).

UNIDAD IV

DERIVADA

Interpretación Geométrica de la Derivada de una función en un punto:


Definición de la recta tangente:

Suponga que la función f(x) es continua en x1, la recta tangente a la gráfica de f(x) en el punto P (x1, f(x)) es:

i)  La recta a través de P, que tiene pendiente m(x1) dada por:



m(x1) = 
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Si este límite existe; 0

ii)  La recta x = x1;  si 
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Si ni (i) ni (ii) se cumplen, entonces no existe recta tangente a la gráfica de f en el punto. P (x1, f(x1)).

Derivadas:
La derivada de la función f es aquella función denotada por f, tal que su valor en cualquier número x en el dominio de f está dado por:

f’(x) = 
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Si x, es un Nº particular del Dom. de f ( f ‘(x1) = 
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Si este límite existe.
Diferenciación: es la operación de encontrar la derivada de una función.

· La función f se dice que es diferenciable en x1, si f´(x1) existe.

· Una función se dice que es diferenciable, si es diferenciable en cada número de su dominio.

Diferenciabilidad ( continuidad.

Continuidad ( diferenciabilidad.

Si una función f es diferenciable en x1, entonces f es continua en x1.
A continuación algunos reglas de diferenciación de funciones algebraicas;
REGLAS DE DIFERENCIACION

· Regla de diferenciación de una constante

Si c es constante y si f(x) = c para toda x, entonces: f ´ (x) =0, Es decir la derivada de una constante es igual a cero.

Ejemplo: 
Si  f (x)= 6 (   f ´ (x)= 0
· Regla de diferenciación de potencias (para potencias con exponentes enteros positivos)

Si n es un entero positivo y si f(x) = xn, entonces:

f´(x) = nxn-1
Ejemplo

Si f (x)= x6   (   f ´ (x) = 6x6-1 = 6x5 
· Regla de diferenciación para el producto de una función por una constante 

Si f es una función, y c es una constante, y g es la función definida por g(x)= c . f(x), entonces si f ´(x) existe,

Tendremos: g´ (x)= c . f ´(x)

Ejemplo: g (x)= 7x5 (    g´ (x)= 35x4
· Regla de diferenciación para la suma.

Si f y g son funciones y h es la función definida por 

h(x) = f (x)+ g (x) entonces si f ´(x)  y g´ (x) existen tendremos que

h ´(x)= f ´(x)+ g´(x)

· Regla de diferenciación para el producto.
Si f y g son funciones y si h es la función definida por:

h(x) = g(x) . f(x)

Entonces si f ´(x) y g´(x) existen, entonces 

 h´(x) = f(x). g´(x) + f ´(x) . g(x)

· Regla de diferenciación para el cociente.

Si f y g son funciones y h es la función definida por

h(x) = f(x)/g(x) donde g(x) ≠ 0

Si f ´(x) y g ´(x) existe, entonces 


ANALISIS MARGINAL

En la economía la variación de alguna cantidad con respecto a otra puede ser descrita por un concepto "promedio" o por un concepto "marginal".

El Concepto Promedio 
Expresa la variación de una cantidad sobre un Intervalo especifico de valores de una segunda cantidad (Tasa de cambio promedio).

El Concepto Marginal

 Es el cambio instantáneo de la primera cantidad que resulta de un cambio muy pequeño de la segunda cantidad (Tasa de cambio instantáneo).

COSTO MARGINAL

El costo marginal mide la tasa con que el costo se incrementa con respecto al incremento de la cantidad producida.
Costo marginal = 
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Es el valor límite del costo promedio por artículo extra cuando este número de artículos extra tiende a cero.

C' = 
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C'(() es el costo promedio o por unidad adicional de un pequeño incremento en la producción.

FUNCIÓN INGRESO  ((()
Es el ingreso total por concepto de las ventas de un bien.

((() = p . (
Mientras más artículos puede vender la empresa, más bajo puede fijar el precio, entre más alto se fije el precio, en general, menor será el volumen de las ventas.
INGRESO MARGINAL

Representa las entradas adicionales de una empresa por artículo adicional vendido cuando ocurre un incremento muy pequeño en el número de artículos vendidos. Esto es, la tasa con la que crece el ingreso con respecto al incremento del volumen de ventas.

Ingreso Marginal = ('(() = 
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UTILIDAD (U(()) 
La utilidad que una empresa obtiene está dada por la diferencia entre sus ingresos y sus costos. Si la función de Ingreso es ((() cuando se venden ( artículos y si la función de costos es C(() al producirse esos mismos ( artículos, entonces la utilidad u(() se obtiene por producir y vender ( artículos esta dada por,

U(() = ((() - C(()

UTILIDAD MARGINAL

La utilidad marginal representa la utilidad adicional por artículo si la producción sufre un pequeño incremento. 

· La utilidad es máxima para el nivel de la producción y venta

Si u'(() = 0 y u''(() ( 0
OPTIMIZACIÓN

Hallar el máximo absoluto en caso de Ingreso, utilidad y el mínimo absoluto en caso de costo ya que costo se considera como salida de efectivo de la empresa y por eso se trata de minimizar esa salida.

Para el logro de este objetivo hay que delimitar algunos criterios y teoremas;

PRIMERA DERIVADA
· Sea f una función continua en el intervalo cerrado [a,b] y diferenciable en el intervalo (a,b):
i.  Si f ´(x) > 0 para toda x en (a,b), entonces f es creciente en [a,b]
ii.  Si f ´(x) < 0 para toda x en (a,b), entonces f es decreciente en [a,b]
· Puntos Críticos

Un punto crítico de una función es un punto de la gráfica donde;

1. La primera derivada es cero.
2. La primera derivada no esta definida.
· Criterio de la primera derivada para extremos relativos:
Sea f una función continua en todos los puntos del intervalo abierto (a,b) que contiene al número c, y suponga que f´ existe en todos los puntos de (a,b) excepto posiblemente en c :
i. Si f ´(x) > 0 para todos los valores de x en algún intervalo abierto que contenga a c como su extremo derecho, y si f ´(x) < 0 para todos los valores de x de algún intervalo abierto que contenga a c como su extremo izquierdo, entonces f tiene un valor máximo relativo en c;
ii. Si f ´(x) < 0 para todos los valores de x en algún intervalo abierto que contenga a c como su extremo derecho, y si f ´(x) > 0 para todos los valores de x de algún intervalo abierto que contenga a c como su extremo izquierdo, entonces f tiene un valor mínimo relativo en c.

· Los máximos y mínimos relativos de la función pueden ocurrir sólo en puntos críticos.
SEGUNDA DERIVADA
· Definición de Concavidad hacia arriba:  
Se dice que la gráfica de una función es cóncava hacia arriba en el punto (c,f(c)) si existen f’(c) y un intervalo abierto I que contiene a c tal que para todos los valores de x≠c en I, el punto (x, f(x)) de la gráfica está arriba de la recta tangente a la gráfica en (c, f(c)).

· Definición de Concavidad hacia abajo:
Se dice que la gráfica de una función es cóncava hacia abajo en el punto (c,f(c)) si existen f’(c) y un intervalo abierto I que contiene a c tal que para todos los valores de x≠c en I, el punto (x, f(x)) de la gráfica está debajo de la recta tangente a la gráfica en (c, f(c)).

· Definición de punto de inflexión: 
El punto (c, f(x) es un punto de inflexión de la gráfica de la función f si la gráfica tiene una recta tangente en ese punto y si existe un intervalo abierto I que contiene a c, tal que si se está en I, entonces:
i. f’’’(x) < 0 si x <c y f’’’(x)>0 si x >c,
ii. f’’’(x) >0 si x <0 y f’’’(x)<0 si x>0.  

· Suponga que la función f es diferenciable en algún intervalo abierto que contiene a c, y (c, f(c)) es un punto de inflexión de la gráfica de f. Entonces si f ’’ (c) existe f ’’(c) = 0. 
· Sea f una función que es diferenciable en algún intervalo abierto que contiene a c. Entonces
Si f’’(c) > 0, la gráfica de f es cóncava hacia arriba en (c, f(c))

Si f’’(c) < 0, la gráfica de f es cóncava hacia abajo en (c, f(c))

· Criterio de la segunda derivada para extremos relativos.
Sea c un número crítico de una función f en el que f’(c) =0, y suponga que f’’ existe para todos los valores de x en un intervalo abierto que contiene a c.

Si f’’(c) < 0, entonces f tiene un valor máximo relativo en c.
Si f’’(c) > 0, entonces f tiene un valor mínimo relativo en c.
DIFERENCIALES


Sea y = f (x) una función de ( diferenciable. Entonces;

a) d(, la diferencial de la variable independiente ( no es otra cosa que un incremento arbitrario de (, esto es;
d( = ((
b) dy; la diferencial de la variable dependiente y es función de (y y d( definida por

dy = f' (x) d(

La diferencial dy también se denota por df.

· Si d( = 0 se sigue que dy = 0.

· Si d( ( 0, se deduce que la razón de dy dividida entre d( está dada por:
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· Si F es una antiderivada particular de f  en el intervalo I, entonces cada antiderivada de f en I está definida por 

F(x)+ c ( (1)
Donde c es una constante arbitraria, y todas las antiderivadas de f en I  pueden obtenerse a partir de (1) asignando valores particulares a c.

                                PROBLEMAS PROPUESTOS

1. (Crecimiento del PNB) Durante el periodo de 1950 a 1970, el productor nacional bruto de cierto país se encontraba dado por la fórmula I = 5 + 0.1x + 0,01x2 en miles de Millones de dólares (Aquí la variable x se usa para medir años, con x = 0 Correspondiente a 1950 y x = 20 a 1970). Determine el  crecimiento promedio del PNB por año entre 1955 y 1960. 

2. (Utilidades marginales) El editor de una revista descubre que si fija un precio de $1 a su revista, vende  20.000  ejemplares  al mes;  sin embargo, si el precio fijado es de $1.50,  sus  ventas  sólo  serán  por  15.000  ejemplares.  El costo  de  producir cada ejemplar  es  de  $0.80  y  tiene  costos  fijos  de  $10.000  al  mes.  Suponiendo una ecuación de  demanda  lineal,  calcule  su función de utilidad marginal y determine el  precio de la revista que haga  la  utilidad  marginal  igual  a cero.  Evalúe  la  utilidad  misma cuando el precio es:

a.- $1.80

b.- $1.90

c.- $2

3- (Demanda marginal) Si la relación de demanda está dada por x = f(x), dx/dp  se denomina la demanda marginal. Si la ecuación de demanda  de cierto producto es p2  + x = 20, encuentre la demanda marginal a un nivel de precio de p = 2. Interprete  su resultado.

4- (Tasa de cambio del PNB) El ingreso per capita promedio en cierto país al tiempo t es igual a 
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. Calcule la tasa de cambio del PNB en el instante t. (Sugerencia: PNB = tamaño de la población x ingreso per capital).
5- (Salario real)  El salario real de cierto grupo de trabajadores aumentó  de acuerdo a la fórmula W(t) = 3 + ½ t entre 1970 y 1980, donde  t  es el tiempo  transcurrido en años a partir de 1970.  Durante este tiempo real,  el  índice de precios al consumidor  estuvo dado por  I(t) = 100 + 3t + ½ t2. El salario real es igual a 100 W(t) / I(t) cuando se ajusta por la inflación.  Calcule la  razón de cambio de este salario real en  1970, 1975 y 1980.

6- (Utilidad marginal) Una compañía encuentra que su utilidad esta dada por  R = 2pe- 0.1 p cuando su producto está cotizado en p dólares por unidad. Encuentre la utilidad marginal relacionada con el precio cuando p es:

44.- $5

45.- $10

46.- $15

7-(Productividad física marginal) La productividad física de cierta empresa está dada  por  p = 500(x + 4)3/2 - 4000, donde x es el número de máquinas en funcionamiento. Determine la productividad física marginal cuando 5 máquinas están en funcionamiento. Interprete el resultado.

8- (Utilidad máxima)  Una  empresa  vende todas las unidades que produce a  $4  cada una. El costo total de la empresa C por producir x unidades está dado en dólares por C = 50 + 1.3x + 0,001x2 .

· Escriba la expresión para la utilidad total  P  como una función de x.

· Determine el volumen de producción x de modo que la utilidad  P  sea máxima.

· ¿Cuál es el valor de la utilidad máxima?

9. Modelo de control de inventarios)  Una fábrica ha de producir  96,000 unidades de  un artículo al año. El costo del material es de  $2  por unidad y el costo de  volver  a  surtir la existencia de material por orden sin importar el tamaño  x  de la orden es de $25  por orden. El costo de tener almacenado el material es de 30( por artículo por  año sobre las existencias (x/2). Pruebe que el costo total está dado por:

C = 192.000 + 
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Determine también  el  tamaño del lote económico (esto es, el valor de x para el que  C  es mínimo.

10. (Ingreso máximo) Una compañía descubre que su ingreso total está descrito por la relación: R = 4.000.000 - (x - 2000)2; en donde R es el ingreso total y x el número de unidades vendidas.

a) Encuentre el número de unidades vendidas que maximizan el ingreso total. 

b) ¿Cuál es la cantidad de este ingreso total máximo?

c) ¿Cuál sería el ingreso total si se venden 2500 unidades?

11. (Tamaño del lote económico) Sea Q la cantidad que minimiza el costo total T debido a la obtención y almacenamiento del material por cierto periodo. El material demandado es de 10.000 unidades por año; el precio al costo el material es de $1 por unidad; el costo de volver  a  llenar la existencia de material por orden, sin importar el tamaño Q de la orden, es de $25 y el costo de almacenar el material es del 12 ½% del valor promedio de la existencia (Q / 2).

a) Pruebe que T = 10.000 +
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b) Encuentre  el tamaño del lote económico y el costo total  T  correspondiente a tal  valor de Q.

c) Determine el costo total cuando cada orden es fijada en 2500 unidades.

12-Costo marginal- Si la ecuación del costo promedio de un fabricante es 
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Encontrar la función de costo marginal. ¿Cuál es el costo marginal cuando se producen 50 unidades?

13- (Ingreso Marginal): un fabricante determina que m empleados producirán un total de q unidades de un producto por día, donde
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Si la ecuación de demanda para el producto es 
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, determinar el producto del ingreso marginal cuando m = 9.

14-(Maximización de utilidades). Una pequeña empresa manufacturera puede vender todos los artículos que produce a un precio de $6 cada uno. El costo de producir x artículos a la semana (en dólares) es:
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¿Qué valor de x debemos seleccionar con objeto de maximizar las utilidades?

15-(Efecto del impuesto en la producción). La función de costo total de una fabrica esta dad por 
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Y la demanda del producto esta dad por p = 2750 – 5x, donde p y x denotan el precio en dólares y la cantidad respectiva se grava con $222 de impuesto por cada unidad producida, que el fabricante añade a su costo. Determine el nivel de producción, que el fabricante añade a su costo. Determine el nivel de producción (después de creado el impuesto) necesario para maximizar las utilidades. Muestre que la producción después del impuesto es menor que al producción antes del impuesto que maximiza las utilidades.

UNIDAD VI

MATRICES
Las matrices se utilizan en el cálculo numérico, en la resolución de sistemas de ecuaciones lineales, de las ecuaciones diferenciales y de las derivadas parciales. Además de su utilidad para el estudio de sistemas de ecuaciones lineales, las matrices aparecen de forma natural en geometría, estadística, economía, informática etc.

La notación matricial es una forma abreviada de escribir un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas.

CONCEPTO DE MATRIZ
Una matriz es un conjunto de elementos de cualquier naturaleza aunque, en general, suelen ser números ordenados en filas (renglones) y columnas.
Se llama matriz de orden "m × n" a un conjunto rectangular de elementos aij dispuestos en m filas y en n columnas. El orden de una matriz también se denomina dimensión o tamaño, siendo m y n números naturales.
Las matrices se denotan con letras mayúsculas: A, B, C,... y los elementos de las mismas con letras minúsculas y subíndices que indican el lugar ocupado: a, b, c,... Un elemento genérico que ocupe la fila i y la columna j se escribe ají. Si el elemento genérico aparece entre paréntesis también representa a toda la matriz: A = (aij)



a11
a12
...
a1n


A =  (aij) =
a21
a22
......     a2n



...
...
...
...




am1
am2
...
amn


Es una notación de doble subíndices aij,
Esta formado por:
· Filas (Renglones): Elementos en línea horizontal.
· Columnas: Elementos en línea vertical.

· Si una matriz tiene m renglones y n columnas se dice que su tamaño es m x n

· Cuando nos referimos indistintamente a filas o columnas hablamos de líneas.
· El número total de elementos de una matriz Am×n es m·n
TIPOS DE MATRICES
Hay algunas matrices que aparecen frecuentemente y que según su forma, sus elementos reciben nombres diferentes:
· Matriz renglón o vector renglón, 1 x  n (sólo tiene un renglón).Ejemplo: [2, 4, 5]
· Matriz columna o vector columna, m x  (solo tiene una Columna).
Ejemplo: 



1



3



6

Matriz Nula: Si todos sus elementos son cero. También se denomina matriz cero y se denota por 0m×n es  una matriz donde todos sus elementos son ceros



0
0
0

A = 

0
0
0



0
0
0
Matriz Cuadrada: una matriz con el mismo número de renglones que columnas.


1
3

P =


2
4

Decimos que una matriz cuadrada es "regular" si su determinante es distinto de cero, y es "singular"  si su determinante es igual a cero.
                            | A | ( 0    (     Matriz Regular

                            | A | = 0     (     Matriz Singular
· Sólo existe matriz inversa de una matriz cuadrada si ésta es regular. 

· La matriz inversa de una matriz cuadrada, si existe, es única. 

Matriz Identidad: Es una matriz cuadrada que tiene todos sus elementos nulos excepto los de la diagonal principal que son iguales a 1. También se denomina matriz unidad.




1
0
0



I =
0
1
0




0
0
1
Matriz  Rectangular: Aquella matriz que tiene distinto número de filas que de columnas, siendo su orden m×n,     m ( n}



0.0
0.4
0.2

A =
0.4
0.3
0.4


0.1
0.1
0.2

Matriz Traspuesta: Dada una matriz  A, se llama traspuesta de A a la matriz que se obtiene cambiando ordenadamente las filas por las columnas. Se representa por At ó AT
Si es A = (aij)mxn

Su traspuesta es A1 = (aji)nxm


1
2
5


1
3

A =



;
At  = 
2
-4


3
-4
7


5
7

Matriz Opuesta: La matriz opuesta de una dada es la que resulta de sustituir cada elemento por su opuesto. La opuesta de A es  -A.
 

1
7
4


A =
2
9
3



3
6
1




-1
-7
-4

-A =
-2
-9
-3



-3
-6
-1
Matriz Simetrica: Es una matriz cuadrada que es igual a su traspuesta.
A = At, aij = aji 
Matriz Diagonal: Es una matriz cuadrada que tiene todos sus elementos nulos excepto los de la diagonal principal.




4
0
0


A =
0
5
0



0
0
6

Matriz Escalar: Es una matriz cuadrada que tiene todos sus elementos nulos excepto los de la diagonal principal que son iguales.




4
0
0


A =
0
4
0



O
0
4

Matriz Ortogonal: Una matriz ortogonal es necesariamente cuadrada e invertible: A-1 = AT
· La inversa de una matriz ortogonal es una matriz ortogonal.

· El producto de dos matrices ortogonales es una matriz ortogonal.

· El determinante de una matriz ortogonal vale +1 ó -1.

Matriz Normal: Una matriz es normal si conmuta con su traspuesta. Las matrices simétricas, antisimétricas u ortogonales son necesariamente normales.
AT * A =A*AT
OPERACIONES CON MATRICES 

SUMA DE MATRICES
La suma de dos matrices A = (aij)m×n y B = (bij)p×q de la misma dimensión (equidimensionales) : m = p y n = q es otra matriz C = A+B = (cij)m×n = (aij+bij)
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;
B =
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A + B =
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Por ejemplo:
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A + B =



0
7
4

PROPIEDADES:
· Asociativa: A+(B+C) = (A+B)+C

· Conmutativa: A+B = B+A

·  Elemento neutro: ( matriz cero 0m×n ) , 0+A = A+0 = A 

·  Elemento simétrico: ( matriz opuesta -A ) , A + (-A) = (-A) + A = 0
RESTA DE MATRICES
La resta de dos matrices A = (aij)m×n y B = (bij)p×q de la misma dimensión (equidimensionales): m = p y n = q es otra matriz
C = A-B = (cij)m×n = (aij-bij)
Por ejemplo:
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;
B =
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A – B =



6
3
-6

· La suma y diferencia de dos matrices no está definida si sus dimensiones son distintas. 
PRODUCTO DE UN NÚMERO REAL POR UNA MATRIZ
Para multiplicar un escalar por una matriz se multiplica el escalar por todos los elementos de la matriz, obteniéndose otra matriz del mismo orden.
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Por ejemplo:
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;    (-5) . A =



O
1
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0
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PRODUCTO DE MATRICES
Dadas dos matrices A = (aij)m×n y B = (bij)p×q donde  n = p, es decir, el número de columnas de la primera matriz A es igual al número de filas de la matriz B, se define el producto A·B de la siguiente forma:

El elemento que ocupa el lugar (i, j) en la matriz producto se obtiene sumando los productos de cada elemento de la fila i de la matriz A por el correspondiente de la columna j de la matriz B.

MATRIZ INVERSA
Se llama matriz inversa de una matriz cuadrada An y la representamos por  A-1, a la matriz que verifica la siguiente propiedad: A-1·A = A·A-1 = I
PROPIEDADES:
· Sólo existe matriz inversa de una matriz cuadrada si ésta es regular.
· La matriz inversa de una matriz cuadrada, si existe, es única.
· Entre matrices NO existe la operación de división, la matriz inversa realiza funciones análogas.
MÉTODOS PARA HALLAR LA MATRIZ INVERSA: 

· Aplicando la definición 

· Por el método de Gauss 

· Por determinantes 

SISTEMAS SINGULARES


Son sistemas de ecuaciones lineales que tienen más de una solución o no tienen soluciones.
· Un sistema es  Un sistema no tiene solución si se obtiene un renglón en que todos los elementos sean cero excepto el último. (sistema inconsistente) 

· consistente si tiene al menos una solución.

MATRICES INSUMO-PRODUCTO

El objetivo es permitir a los economistas predecir los niveles de producción futuros de cada industria a fin de satisfacer demandas futuras para diversos productos.


Se trabaja en base de que:

· Todo lo que se produce se consume.

· La producción de cada industria debe ser igual a la suma de todos los insumos.

· La demanda final: son los bienes que no utilizan internamente las propias industrias productoras (puede ser esencias de bienes producidos para consumo doméstico, o del gobierno o exportación).

Si hablamos sobre 2 Industrias P y Q entonces la producción total de cada industria será igual a las unidades consumidas por la industria P + las unidades consumidas por la industria Q + la demanda final.

Producción total = Unidades consumidas + Unidades consumidas + demanda

 de industria P                   por P                             por Q                         final

Producción total = Unidades consumidas + Unidades consumidas + demanda

  de industria Q                   por Q                            por P                         final


Si ( = la matriz de producción para satisfacer demanda futura.



A = matriz de Insumo-producto.



( = matriz Identidad.



D = matriz de demanda final.



( = (( - A)-1. D

Podemos resumir estas suposiciones básicas de la manera siguiente;

a) Cada industria o sector de la economía produce un solo bien y no existen dos industrias que produzcan un mismo bien.

b) Para cada industria, el valor total de la producción es igual al valor total de todos los insumos, y toda la producción es consumida por otros sectores productivos o por las demandas finales.

c) La matriz Insumo-Producto permanece constante en el tiempo considerado. En periodos más largos los avances tecnológicos provocan cambios en la matriz Insumo-Producto. Así que las predicciones basadas en este modelo solo serán relativamente confiables a corto plazo.
PROBLEMAS PROPUESTOS

1. (Costos de suministros) Un contratista calcula que los costos (en dólares) de adquirir y transportar unidades determinadas de concreto, madera y acero desde tres diferentes localidades están dados por las matrices siguientes (una matriz por cada localidad).
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Escriba la matriz que representa los costos totales de material y de transportación por   unidades de concreto, madera y acero desde cada una de las tres localidades.

2- Costos de materias primas) Una empresa utiliza  tres tipos de materias primas M1, M2 y M3 en la elaboración de dos productos P1  y P2. El número de unidades de M1, M2 y M3 usados por cada unidad de P1 son  3, 2 y 4, respectivamente y por cada unidad de P2 son 4, 1 y 3, respectivamente. Suponga que la empresa produce  20 unidades de P1 y 30 unidades de P2 a la semana.  Exprese las respuestas a las preguntas siguientes como productos de matrices.

a) ¿Cuál es el consumo semanal de las materias primas?

b) Si los costos por unidad (en dólares) para M1 , M2 y M3 son  6, 10 y 12, respectivamente, ¿Cuáles son los costos de las materias primas por unidad de P1  y P2 ?

c) ¿Cuál es la cantidad total gastada en materias primas a las semana en la producción de P1 y P2?

3. (Tarifas de contratistas) Una pequeña empresa  constructora cobra a  $6 la hora por  un camión sin conductor, a $20 la hora por un tractor sin conductor y a  $10 la  hora por cada conductor. La empresa utiliza la matriz (A)  para diversos tipos de trabajo.
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a)   Si  P denota  la  matriz  de precios  que  la empresa  fija,  con

 P = ( 6   20 10 (, determine el producto PA e interprete sus elementos.

b)  Suponga que en un pequeño proyecto la empresa utilizó 20 horas de trabajo del tipo  I y 30 horas de trabajo del tipo II. Si S denota la matriz de oferta, determine e interprete los elementos de AS


a. Evalúe e interprete el producto de matrices PAS 

4- (Modelo insumo-productor)  La  tabla  5  de la interacción entre dos sectores de una  economía hipotética.

a) Determine la matriz insumo-producto A.

b) Encuentre la matriz de producción si  las demandas  finales  cambian a  104 en el  caso de P y a 172 para Q.

c) ¿Cuáles son los nuevos requerimientos de mano de obra?

 TABLA 5

	
	Industria

P
	Industria

Q
	Demandas Finales
	Producción Total

	Industria P

Industria Q
	60

80
	75

30
	65

40
	200

150

	Mano de Obra
	60
	45
	
	


5- (Modelo insumo-producto)  La  interacción  entre los tres sectores de una Economía  aparecen en la tabla 13.

	
	Industria Primaria
	Industria Secundaria
	Agricultura
	Demandas finales
	Producción total

	Industria

Primaria
	4
	12
	3
	1
	20

	Industria Secundaria
	8
	9
	6
	7
	30

	Agricultura
	2
	3
	3
	7
	15

	Insumos Primarios
	6
	6
	3
	
	


a. Determine la matriz insumo-producto.

b. Si las demandas finales con respecto a los productos industriales  secundarios se incrementan a 10 unidades, determine los nuevos niveles de producción para los tres sectores. 

c. Si la demanda final en el caso de los productos industriales  primarios cae a cero, calcule los nuevos niveles de producción de los tres sectores.

6- Una cadena de tiendas de electrónica tiene dos distribuidores en seattle. en mayo las ventas de televisores, videocaseteteras y estereos en los dos almacenes estuvieron dados por la matriz siguiente a:




TV
Video casetera
Estereos

Distribuidor           1
22

34
             16

Distribuidor            214

40

     20
     

Si la dirección establece ventas objetivo para junio de un 50% de aumento sobre las ventas de mayo, escriba la matriz que representa las ventas proyectadas para junio.

7- Considérese una economía hipotética muy sencilla de dos industrias A Y b, representadas en la tabla, en donde las cifras corresponden a millones de dólares.

	[en millones US$]
	Productor (Usuario- consumidor)
	Demanda Intermedia
	Demanda Final
	Producción Total

	Productor       
	A              B
	
	
	

	A 
	500           350
	850
	150
	1000

	B
	 320          360
	680
	120
	800


Determine el vector producción de tal economía si la demanda final cambia a 200 en el caso de A  y a 100 en el B.

8- Considérese una economía hipotética de tres industrias I, II, y III presentadas en la siguiente tabla:

____________________________________________________________________



Industria I
Industria II
Industria III
Demanda     Producción 

 







    Final 
Total

____________________________________________________________________

Industria I

20

48

18

14

100

Industria II

30

12

54

24

120

Industria III

30

36

36

72

180

____________________________________________________________________

Insumos por 

20

24

72

Mano de obra

a) Determine la matriz insumo_ producto A

b) Suponga que en 3 años, se anticipa que las demandas finales cambiaran a 24, 33 y 75 para las industrias I, II y III, respectivamente. ¿Cuánto debería producir cada industria con objeto de satisfacer la demanda proyectada?

6- Determina la adjunta de la matriz A




1
2
3


A = 
4
5
6




3
1
2





12
-1
3

7-
A =  

-3
1
-1




-10
2
-3

Encontrar 
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 (Evaluación de un determinante de orden 3 por medio de cofactores)
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La Pendiente de la recta tangente a la gráfica en P será el límite de la pendiente de la recta secante cuando x 0, si el límite existe, entonces; 
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