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Chapitre 1

Notion de probabilité

1.1 Événements. Espace probabilisable

Le résultat d’une expérience aléatoire (épreuve) est un événement. . . imprévisible : nous supposerons
qu’il appartient à un ensembleΩ appeléensemble des issuesou univers. Dans le cas où les résultats
possibles sont en nombre fini nous noteronsΩ = {ω1, ω2, . . . , ωn} où lesωi représentent les
différentes issues.
Exemple élémentaire : on jette une pièce de monnaie ; on choisitΩ = {ω1, ω2} où ω1 représente
l’événement « le côté visible est pile » etω2 représente l’événement « le côté visible est face ». En fait
ce choix présente une part d’arbitraire : nous aurions pu considérer le cas où la pièce reste en équilibre
sur la tranche ou bien nous intéresser au temps mis par la pièce pour s’immobiliser. La même épreuve
peut donner lieu à des modélisations diverses suivant le phénomène étudié.
Un événementA est une partie deΩ (A ⊂ Ω ouA ∈ P(Ω)) ; on dira quel’événementA est réalisé si
l’issueωi de l’épreuve appartient àA (ωi ∈ A).
Afin de pouvoir attribuer une probabilité aux événements il est nécessaire de munir leur ensemble
d’une structure appropriée.

Définition 1. Unetribu E d’événements est une partie deP(Ω) qui vérifie :
– Ω appartient àE .
– ∀A ∈ E , A = Ω \A ∈ E .
– ∀(A, B) ∈ E2, A ∪B ∈ E etA ∩B ∈ E .

– ∀I ⊂ N, (∀i ∈ I, Ai ∈ E) ⇒
⋃
i∈I
Ai ∈ E et

⋂
i∈I
Ai ∈ E .

Dans le cas oùΩ est fini ou dénombrable on pourra toujours choisirE = P(Ω) ; lorsqueΩ n’est pas
dénombrable on choisira pourE une partie stricte deP(Ω).
Un peu de vocabulaire :
– l’universΩ est également appeléévénement certainpuisqu’il contient toujours, par définition, l’is-

sue de l’épreuve ;
– la partie vide∅ = Ω est l’événementimpossible;
– A est ditévénement contrairedeA ;
– lorsqueA ⊂ B on dit queA impliqueB ;
– A ∪B se lit « A ou B » etA ∩B se lit « A et B » ;
– lorsqueA ∩B = ∅ on dit que les événementsA etB sontincompatibles.



8 Chapitre 1 – Notion de probabilité

Définition 2. Le couple(Ω, E) est unespace probabilisable.

1.2 Probabilité

Définition 3. Soit(Ω, E) un espace probabilisable. Uneprobabilitéest une applicationP deE dans
l’intervalle [0, 1] telle que :
– P(Ω) = 1,
– ∀(A, B) ∈ E2, A ∩B = ∅ =⇒ P(A ∪B) = P(A) + P(B),
– ∀i ∈ I ⊂ N, Ai ∈ E et (i 6= j ⇒ Ai ∩Aj = ∅) =⇒ P

(⋃
i∈I

Ai

)
=
∑
i∈I

P(Ai).

Définition 4. (Ω, E , P) est unespace probabilisé.

Théorème 1. On a :

1. Probabilité du contraire
∀A ∈ E , P(A) = 1− P(A).

2. Monotonie
∀(A, B) ∈ E2, A ⊂ B ⇒ P(A) ≤ P(B).

3. Théorème des « probabilités totales »

∀(A, B) ∈ E2, P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).

4. Généralisation

P
( n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai)−
n∑
i=1

n∑
j=i+1

P(Ai ∩Aj)

+
n∑
i=1

n∑
j=i+1

n∑
k=j+1

P(Ai ∩Aj ∩Ak)− · · ·+ (−1)n−1P
( n⋂
i=1

Ai

)
.

(Les démonstrations sont rédigées en couleur bleue.)

1. (A ∪A = Ω etA ∩A = ∅) ⇒ P(A) + P(A) = 1.

2.
(
B = A ∪ (B \A) etA ∩ (B \A) = ∅

)
⇒ P(B) = P(A) + P(B \A)︸ ︷︷ ︸

≥0

.

3. On écrit les réunions disjointes :A∪B = (A\B)∪ (A∩B)∪ (B \A),A = (A\B)∪ (A∩B)
etB = (B \A) ∪ (A ∩B).

4. Récurrence (pénible) surn.

Cas particulier : définition d’une probabilité sur un ensemble dénombrable.
SoitΩ = {ωi}i∈N un univers dénombrable ; on poseE = P(Ω) : (Ω, E) est un espace probabilisable.

Pour définir une probabilité il suffit de se donner les probabilitésP({ωi}) telles que
∞∑
i=1

P({ωi}) = 1 ;

on a alors pour tout événementA : P(A) =
∑
ωi∈A

P({ωi}).

La vérification est immédiate.
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Cette méthode s’applique en particulier lorsqueΩ est fini et les issuesωi équiprobables:

P({ω1}) = P({ω2}) = · · · = P({ωn}).

On obtient alors :

ÉQUIPROBABILITÉ =⇒ P(A) =
nombre d’issues favorables àA

nombre d’issues possibles
·

Les dénombrements des issues intervenant au numérateur et au dénominateur peuvent nécessiter des
théorèmes rappelés en annexeA (page143).

Théorème 2. Soit(An)n∈N une suite monotone d’événements ; on a :

P(limAn) = lim P(An)

1. Supposons que la suite(An)n∈N est croissante et queA0 = ∅ ; on a : limAn =
⋃∞
i=0Ai.

Alors :

P(limAn) = P
( ∞⋃
i=1

Ai

)
= P

( ∞⋃
i=1

(Ai \Ai−1)
)

=
∞∑
i=1

P(Ai \Ai−1)

= lim
n∑
i=1

P(Ai \Ai−1) = lim
n∑
i=1

(
P(Ai)− P(Ai−1)

)
= lim P(An).

2. Supposons que la suite(An)n∈N est décroissante ; on a :limAn =
⋂∞
i=0Ai.

La suite(A0 \An)n∈N est croissante.

P(A0)− P(limAn) = P(A0 \ limAn) = P
(
lim(A0 \An)

)
= lim P(A0 \An)

= lim
(
P(A0)− P(An)

)
= P(A0)− lim P(An).

Donc :

P(limAn) = lim P(An).

1.3 Probabilités conditionnelles. Événements indépendants

Le fait de savoir qu’un événement s’est produit peut modifier la probabilité que nous attachons à un
autre événement.
Exemple : jet de deux dés réguliers. On choisit comme univers l’ensemble des couples de résultats :
Ω = {(i, j)/1 ≤ i, j ≤ 6} où i est le nombre de points du premier dé etj le nombre de points
du deuxième ; il y a donc 36 issues (« événements élémentaires ») possibles. Considérons les deux
événements :
– A = « la somme des points est impaire »,
– B = « la somme des points est supérieure ou égale à 7 ».
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On a, de façon immédiate :P(A) = 18
36 etP(B) = 21

36 ·
Quelle est la probabilité de l’événement : « la somme des points est supérieure ou égale à 7sachant
qu’elle est impaire» ?
Le nombre de cas possibles est égal au nombre de couples donnant une somme impaire, c’est-à-dire
18.Parmi ces cas possibles, qui sont équiprobables, il y en a 12 qui sont favorables àB ; la probabilité
cherchée est donc :P(B/A) = 12

18 = 24
36 · La probabilité attachée àB est plus forte si l’on sait queA

s’est produit.
On remarque sur cet exemple que :P(B/A) = 12/36

18/36 = P(A∩B)
P(A) ·

Théorème 3. Soit(Ω, E , P) un espace probabilisé et soitA un événement de probabilité non nulle.

L’applicationPA définie surE par : PA(B) =
P(A ∩B)

P(A)
est une probabilité sur l’espace probabili-

sable(Ω, E).

On vérifie les axiomes d’une probabilité :

1. PA(Ω) =
P(A ∩ Ω)

P(A)
=

P(A)
P(A)

= 1.

2. ∀(B, C) ∈ E2, B ∩ C = ∅ =⇒ PA(B ∪ C) =
P
(
A ∩ (B ∪ C)

)
P(A)

=
P
(
A ∩B) ∪ (A ∩ C)

)
P(A)

·

Or :B ∩ C = ∅ ⇒ (A ∩B) ∩ (A ∩ C) = A ∩ (B ∩ C) = ∅ ; donc :

PA(B ∪ C) =
P(A ∩B) + P(A ∩ C)

P(A)
= PA(B) + PA(C).

3. On généralise sans peine la démonstration précédente.

Définition 5. La probabilitéPA est appeléeprobabilité conditionnellesachant queA s’est produit.

On peut noterPA(B) ou bienP(B/A) la probabilité conditionnelle deB sachant queA s’est produit.

Théorème 4.
∀(A, B) ∈ E2, P(A ∩B) = P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B).

La première égalité vient immédiatement de la définition de la probabilité conditionnelle, la deuxième
résulte de la symétrie de l’intersection.
Ce résultat peut être généralisé :

Théorème 5.

P
( n⋂
i=1

Ai

)
= P(A1)PA1(A2)PA1∩A2(A3) . . .PA1∩...∩An−1(An).

Récurrence immédiate surn.
La probabilité de réalisation de l’événementB ne dépend pas de la réalisation de l’événementA
lorsquePA(B) = P(B). La formule du théorème4 se simplifie et on obtient :P(A∩B) = P(A)P(B)
et doncPB(A) = P(A). La probabilité deA ne dépend pas de la réalisation deB.
On est amené à poser :

Définition 6. LesévénementsA etB sont dits (stochastiquement)indépendantssi

P(A ∩B) = P(A)P(B).
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Exemple : les résultats de deux jets successifs d’un dé sont indépendants.

La généralisation de la notion d’indépendance à plus de deux événements présente une difficulté.
Exemple : jet de deux deux pièces équilibrées.
On peut choisir :Ω = {(p, p), (f, f), (p, f), (f, p)}, où p et f représentent respectivement
« pile » et « face », et supposer les issues équiprobables. Les événements :
– A = « la première pièce tombe sur pile »,
– B = « la deuxième pièce tombe sur face »,
– C = « les deux pièces tombent du même côté »
sont indépendants deux à deux, mais on n’a pas, par exemple :

P(A ∩B ∩ C) = P(A) P(B) P(C).

Définition 7. Les événementsA1, A2, . . . , An sontmutuellement indépendantssi :

∀k ∈ {1, 2, . . . , n}, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n =⇒ P
( k⋂
j=1

Aij

)
=

k∏
j=1

P
(
Aij
)
.

La notion d’indépendance mutuelle est (beaucoup) plus forte que celle d’indépendance deux à deux ;
c’est celle qui intervient le plus souvent.
Exemple : les résultats den jets successifs d’un dé sont mutuellement indépendants.

1.4 Formule de BAYES

Définition 8. Un système completd’événements(Bi)1≤i≤n est une partition deΩ :
– i 6= j =⇒ Bi ∩Bj = ∅,

–
n⋃
i=1

Bi = Ω.

Théorème 6. Soit(Bi)1≤i≤n un système complet d’événements et soitA ∈ E . Alors :

P(A) =
n∑
i=1

P(Bi)PBi(A).

P(A) = P(A ∩ Ω) = P
(
A ∩

n⋃
i=1

Bi
)

= P
( n⋃
i=1

(A ∩Bi)
)

=
n∑
i=1

P(A ∩Bi) =
n∑
i=1

P(Bi)PBi(A).

On a utilisé :i 6= j ⇒ Bi ∩Bj = ∅ ⇒ (A ∩Bi) ∩ (A ∩Bj) = ∅.

Théorème 7 (BAYES). Soit (Bi)1≤i≤n un système complet d’événements et soitA ∈ E tel que
P(A) 6= 0.

PA(Bi) =
P(Bi)PBi(A)
n∑
j=1

P(Bj)PBj (A)

·
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De P(A ∩ Bi) = P(A)PA(Bi) = P(Bi)PBi(A) on déduitPA(Bi) =
P(Bi)PBi(A)

P(A)
et on remplace

P(A) par l’expression obtenue au théorème précédent.

Exemple :
Les pourcentages de production et de déchet de quatre machines sont fournis par le tableau suivant :

Production Déchets
Machine 1 15% 5%
Machine 2 20% 4%
Machine 3 30% 3%
Machine 4 35% 2%

Au contrôle on constate qu’une pièce est défectueuse ; quelle est la probabilité pour qu’elle vienne
d’une machine donnée ?
Les « causes » sont les événementsBi = « la pièce vient de la machinei » ;A est l’événement « la
pièce est défectueuse ». On cherche les probabilitésPA(Bi) pouri = 1, 2, 3, 4.
On a :
P(B1) = 0.15, P(B2) = 0.20, P(B3) = 0.30, P(B4) = 0.35,
PB1(A) = 0.05, PB2(A) = 0.04, PB3(A) = 0.03, PB4(A) = 0.02.

D’où :

P(A) =
4∑
i=1

P(Bi)PBi(A) = (75 + 80 + 90 + 70)10−4 = 3.15%

et

PA(B1) =
75
315

= 23.8%, PA(B2) =
80
315

= 25.4%,

PA(B3) =
90
315

= 28.6%, PA(B4) =
70
315

= 22.2%.



Chapitre 2

Variables aléatoires discrètes

2.1 Définition

SoitΩ un univers fini ou dénombrable ; on choisit pour tribu d’événementsE = P(Ω).

Définition 9. Unevariable aléatoiresur (Ω, E) est une application deΩ dansR.

On notera par la suite les variables aléatoires par des lettres majuscules :X, Y, Z,. . . ,U, V,. . .
Exemples :

1. Soit l’épreuve : on jette un dé ; on choisit pour universΩ = {ω1, ω2, . . . , ω6} oùωi représente
l’événement « on obtient la facei ». On définit une variable aléatoireX en posant :X(ωi) = i ;
on peut aussi bien considérer les variables aléatoires définies parY(ωi) = i2 ou bien même
Z(ωi) = log i, bien que ce soit moins naturel.

2. On tire au hasard une personne dans une population donnée ; l’événement élémentaireωi est :
« on a tiré la personne numéroi ». On définit les variables aléatoiresU, V, W par :

(a) U(ωi) = taille de la personne en centimètres,

(b) V(ωi) = poids de la personne en kilogrammes,

(c) W(ωi) = année de naissance.

On peut évidemment associer bien d’autres variables aléatoires à ce tirage.

3. Si X est une application constante on dit que c’est unevariable certaine.

Théorème 8. L’ensemble des variables aléatoires définies sur(Ω, E) a une structure d’espace vec-
toriel réel et d’anneau commutatif et unitaire pour les opérations définies par :
∀ω ∈ Ω, (X + Y)(ω) = X(ω) + Y(ω),
∀ω ∈ Ω, ∀λ ∈ R, (λX)(ω) = λ

(
X(ω)

)
,

∀ω ∈ Ω, (XY)(ω) = X(ω)Y(ω).
On a de plus la propriété :λ(XY) = (λX)Y = X(λY).

C’est un résultat classique pour les fonctions à valeurs réelles.

Soit X une variable aléatoire etf une application deR dansR : l’application composéef ◦ X est
définie surΩ et à valeurs dansR, donc c’est une variable aléatoire que l’on note usuellementf(X)
(Attention : ceci n’est plus tout à fait exact lorsqueE n’est pas égal àP(Ω) ; voir le chapitre3).
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2.2 Loi d’une variable aléatoire

On suppose(Ω, E) muni de la probabilitéP.
L’ensembleX(Ω) est fini ou dénombrable ; on pose :X(Ω) = (xi)i∈I où I = {1, 2, . . . , m} dans le
cas fini ou bienI = N∗ dans le cas dénombrable en supposant(i < j ⇒ xi < xj).

Définition 10. On appelleloi de la variable aléatoireX l’application p deX(Ω) dans[0, 1] définie
par :

p(xi) = P
(
X−1(xi)

)
.

On rappelle :X−1(xi) = {ω ∈ Ω | X(ω) = xi}. Cet événement peut s’énoncer : «X prend la valeur
xi » : on le notera donc en abrégé «X = xi » en commettant unabus de notationcommode ;p(xi)
est donc la probabilité pour que la variable aléatoireX prenne la valeurxi.
Exemple : on considère la variable aléatoireU définie ci-dessus. Soitui = 173 cm : p(ui) est la
probabilité de tirer au hasard une personne dont la taille est égale à1, 73 m. Cette probabilité dépend
évidemment de la population étudiée, donc deP.

Théorème 9.La loi deX définit une probabilité sur l’espace probabilisable
(
X(Ω), P

(
X(Ω)

))
par :

p(A) =
∑
xi∈A

p(xi).

C’est un cas particulier de probabilité définie sur un ensemble fini ou dénombrable.

Définition 11. La fonction de répartitionde la variable aléatoireX est l’applicationF définie surR
par :

F (x) = P
(
X−1

(
]−∞, x[

))
.

On notera plus simplement,mais c’est un abus, F (x) = P(X < x). Lorsque c’est nécessaire on note,
plus précisément,FX la fonction de répartition de la variable aléatoireX.

Théorème 10.La fonction de répartitionF vérifie les propriétés suivantes :

1. F (x) =
∑
xi<x

p(xi),

2. F est croissante, constante par intervalle (fonction en escalier),

3. F est continue à gauche en tout point,

4. lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1,

5. ∀i ∈ I, p(xi) = F (xi + 0)− F (xi) oùF (xi + 0) = lim
x→xi
x>xi

F (x).

1. L’événementX−1
(
] −∞, x[

)
est la réunion disjointe des images réciproquesX−1(xi) pour

tous lesxi strictement inférieurs àx.

2. Si x et x′ appartiennent à un même intervalle]xi, xi+1] les événementsX−1
(
] − ∞, x[

)
et X−1

(
] − ∞, x′[

)
sont tous les deux égaux à la réunion disjointe

⋃i
j=1 X−1(xj) ; donc :

F (x) = F (x′) =
∑i

j=1 p(xj).

Si x ≤ xi < x′ on aX−1
(
] − ∞, x′[

)
= X−1

(
] − ∞, x[

)
∪ X−1(xi) et donc :F (x′) =

F (x) + p(xi) ≥ F (x).
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3. Si x = xi on aF (x) =
∑i−1

j=1 p(xj) qui est la valeur deF (x′) pour toutx′ ∈]xi−1, xi].
4. Si X(Ω) est fini et égal à{x1, x2, . . . , xn} on aF (x) = 0 si x ≤ x1 etF (x) = 1 si x > xn.

Dans le cas oùX(Ω) n’est pas fini voir la démonstration du théorème39.

5. On a vu ci-dessus queF (x) = F (xi) + p(xi) si x ∈]xi, xi+1] ; d’où le résultat.

0
x

F (x)

1

x1 x2 x3 x4 x5 x6

2.3 Couple aléatoire. Variables indépendantes

2.3.1 Loi d’un couple aléatoire

SoientX etY deux variables aléatoires sur(Ω, E).
On a posé au paragraphe2.2 : X(Ω) = (xi)i∈I avecI = {1, 2, . . . , m} ou I = N∗. De la même
façon : Y(Ω) = (yj)j∈J où J = {1, 2, . . . , n} dans le cas fini ou bienJ = N∗ dans le cas
dénombrable.

Définition 12. La loi du couple(X, Y), ou loi conjointede X et Y, est l’applicationp définie sur
X(Ω)× Y(Ω) par :

p(xi, yj) = P
(
X−1(xi) ∩ Y−1(yj)

)
.

Ceci s’écrira plus simplementP
(
(X = xi)∩(Y = yj)

)
et pourra se noterpij lorsqu’aucune confusion

n’est à craindre.

xi

yj

O 0 1pij

Ω

X−1(xi)

Y −1(yj)

Y

X P
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Cette définition se généralise sans peine à unn-uplet (X1, X2, . . . , Xn) de variables aléatoires qui
est unvecteur aléatoire.

Théorème 11.Sur l’espace probabilisable
(
X(Ω)×Y(Ω), P

(
X(Ω)×Y(Ω)

))
la loi conjointe définit

une probabilité par :

∀A ⊂ X(Ω)× Y(Ω), p(A) =
∑

(xi, yj)∈A

p(xi, yj).

C’est un cas particulier de définition de probabilité sur un espace dénombrable.
Les lois deX et Y s’appellentlois marginales(du couple). Si on connaît la loi du couple on peut en
déduire les lois marginales,mais la réciproque est fausse !

Théorème 12.Les lois deX etY sont données par :

P(X = xi) =
∑
j∈J

P
(
(X = xi) ∩ (Y = yj)

)
, P(Y = yj) =

∑
i∈I

P
(
(X = xi) ∩ (Y = yj)

)
.

P(X = xi) = P
(
(X = xi) ∩ Ω

)
= P

(
(X = xi) ∩

(⋃
j∈J

(Y = yj)
))

= P
(⋃
j∈J

(
(X = xi) ∩ (Y = yj)

))
=

∑
j∈J

P
(
(X = xi) ∩ (Y = yj)

)
car la réunion est disjointe.

On notera en abrégé, lorsqu’aucune confusion n’est à craindre :

pi. =
∑
j∈J

pij , p.j =
∑
i∈I

pij .

LorsqueI etJ sont finis les lois peuvent se représenter par un tableau :

x1 x2 . . . xi . . . xm p.j
y1 p11 p21 . . . pi1 . . . pm1 p.1
y2 p12 p22 . . . pi2 . . . pm2 p.2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yj p1j p2j . . . pij . . . pmj p.j
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn p1n p2n . . . pin . . . pmn p.n
pi. p1. p2. . . . pi. . . . pm. 1

Dans les marges, en bas et à droite du tableau, on note les probabilités . . . marginales, obtenues en
additionnant les éléments de chaque colonne ou bien de chaque ligne.

2.3.2 Variables aléatoires indépendantes

Définition 13. Les variables aléatoiresX et Y sont indépendantessi les événements(X = xi) et
(Y = yj) sont indépendants pour toutes les valeursxi etyj , c’est-à-dire :

∀(i, j) ∈ I × J, pij = pi. p.j .

On généralise sans difficulté la notion d’indépendance àn variables aléatoires : les variables pourront
alors être deux à deux indépendantes ou, ce qui est plus intéressant et plus fréquent, mutuellement
indépendantes.
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2.4 Espérance mathématique. Variance. Coefficient de corrélation

2.4.1 Variable aléatoire à une dimension

Définition 14. Lemoment d’ordrek ∈ N∗ de la variable aléatoireX est défini par :

mk(X) =
∑
i∈I

xki p(xi)

si la série est absolument convergente (c’est-à-dire si la série
∑
i∈I

|xi|k p(xi) converge).

Théorème 13.Si le moment d’ordrek existe tous les moments d’ordre inférieur àk existent égale-
ment.

Supposonsk′ ≤ k et montrons :∑
i∈I

|xi|kp(xi) converge⇒
∑
i∈I

|xi|k
′
p(xi) converge.

On a :∀a > 0, 0 ≤ k′ ≤ k ⇒ ak
′ ≤ 1 + ak ; en effet :

• a ≥ 1 ⇒ ak = ak
′
ak−k

′ ≥ ak
′
et doncak

′
< 1 + ak ;

• a < 1 ⇒ ak
′
< 1 ≤ 1 + ak.

Donc : ∑
i∈I

|xi|k
′
p(xi) ≤

∑
i∈I

(
1 + |xi|k

)
p(xi) = 1 +

∑
i∈I

|xi|kp(xi).

Espérance mathématique

C’est le moment d’ordre 1 ; on le note :

E(X) =
∑
i∈I

xi p(xi).

Remarques

1. Si l’on considère que, pour touti, p(xi) représente une masse ponctuelle placée à l’abscissexi,
E(X) est l’abscisse du centre d’inertie.

2. Soientf : R 7→ R et la variable aléatoireZ = f ◦ X, que l’on notera plus simplementf(X).
On a

(
Z = f(xi)

)
lorsque(X = xi), donc avec la probabilitép(xi).

E(Z) = E
(
f(X)

)
=
∑
i∈I

f(xi) p(xi).

Cas particulier :f(x) = xk. On obtient :E(Xk) =
∑
i∈I

xki p(xi) = mk(X).

On n’utilisera plus la notationmk(X) par la suite.

Théorème 14.E est une forme linéaire positive sur l’espace vectoriel des variables aléatoires défi-
nies sur(Ω, E).
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1. Montrons d’abord le lemme :E(X) =
∑
ω∈Ω

X(ω)P({ω}).

On a :p(xi) = P
(
X−1(xi)

)
=

∑
ω∈X−1(xi)

P({ω}). Donc :

E(X) =
∑
i∈I

xip(xi) =
∑
i∈I

xi

( ∑
ω∈X−1(xi)

P({ω})
)

=
∑
ω∈Ω

X(ω)P({ω})

car chaqueω appartient à l’une des images réciproquesX−1(xi).

2. D’après le lemme :

E(αX + βY) =
∑
ω∈Ω

(αX + βY)(ω)P({ω}) = α
∑
ω∈Ω

X(ω)P({ω}) + β
∑
ω∈Ω

Y(ω)P({ω})

= αE(X) + βE(Y).

3. Il est évident par ailleurs queE est positive.

Variance

C’est le moment centré d’ordre 2 :

Var(X) = E
((

X−E(X)
)2)

.

Remarques

1. La variance deX représente le moment d’inertie des masses ponctuellesp(xi) placées aux
abscissesxi par rapport au centre d’inertie.

2. LorsqueVar(X) = 0, X est une variable certaine.

Var(X) =
∑

i∈I
(
xi − E(X)

)2
p(xi) : si la variance est nulle tous lesxi (pour lesquelsp(xi)

est non nul) sont égaux à une même constante, qui estE(X).

Pour des raisons d’homogénéité on introduit l’écart-type: σ(X) =
√

Var(X).

Théorème 15.Propriétés de la variance :

1. Var(X) = E(X2)−E(X)2.

2. ∀a ∈ R, E
(
(X− a)2

)
= Var(X) +

(
E(X)− a

)2
(théorème deHUYGENS).

3. ∀(a, b) ∈ R2, Var(aX + b) = a2 Var(X) etσ(aX + b) = |a| σ(X).

1. E
((

X−E(X)
)2) = E

(
X2 − 2XE(X) + E(X)2

)
= E(X2)− 2E(X)2 + E(X)2.

2. E
(
(X− a)2

)
= E

(((
X−E(X)

)
+
(
E(X)− a

))2
)

= · · ·

3. Var(aX + b) = E
((

(aX + b)−E(aX + b)
)2) = a2E

((
X−E(X)

)2)
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Définition 15. On appellevariable réduiteassociée àX la variable aléatoire :

X∗ =
X−E(X)
σ(X)

·

On a immédiatement :

Théorème 16.
E(X∗) = 0, σ(X∗) = 1.

Coefficient de corrélation

Définition 16. La covariancedes variables aléatoiresX etY est définie par :

Cov(X, Y) = E
[(

X−E(X)
)(

Y −E(Y)
)]
.

Remarques

1. Cov(X, X) = Var(X).

2. Cov(X, Y) = E(XY)−E(X) E(Y).

Cov(X, Y) = E
(
XY − XE(Y)− YE(X) + E(X)E(Y)

)
, puis on utilise la linéarité deE.

Théorème 17. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes possédant une espérance
mathématique :

E(XY) = E(X)E(Y).

E(XY) =
∑
i,j

xiyj pij︸︷︷︸
=pi.p.j

=
(∑

i

xipi.
)(∑

j

yjp.j
)

= E(X)E(Y).

Théorème 18.Si les variables aléatoiresX etY sont indépendantes leur covariance est nulle.

La réciproque est fausse.

La démonstration est immédiate.
Un contre-exemple pour la réciproque est
donné ci-contre.

X = −1 X = 0 X = 1

Y = 0 0 1
2 0

Y = 1 1
4 0 1

4

Théorème 19.Variance de la somme :

Var
( n∑
i=1

Xi
)

=
n∑
i=1

Var(Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n
Cov(Xi, Xj).

Var
( n∑
i=1

Xi
)

= E
(( n∑

i=1

Xi −E(
n∑
i=1

Xi)
)2) = E

(( n∑
i=1

(
Xi −E(Xi)

))2
)

= E
( n∑
i=1

(
Xi −E(Xi)

)2 + 2
∑

1≤i<j≤n

(
Xi −E(Xi)

)(
Xj −E(Xj)

))
=

n∑
i=1

E
(
Xi −E(Xi)

)2︸ ︷︷ ︸
=Var(Xi)

+2
∑

1≤i<j≤n
E
(
Xi −E(Xi)

)(
Xj −E(Xj)

)︸ ︷︷ ︸
=Cov(Xi, Xj)
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Cas particulier important : si les variables aléatoires sont deux à deux indépendantes la variance de
leur somme est égale à la somme de leurs variances.

Définition 17. Lecoefficient de corrélationdes variables aléatoiresX etY est défini par :

ρ(X, Y) =
Cov(X, Y)
σ(X)σ(Y)

si X etY possèdent des écart-types non nuls.

Théorème 20.SiX etY sont indépendantes leur coefficient de corrélation est nul.

La réciproque est fausse; le coefficient de corrélation donne donc une indication plus ou moins précise
de l’indépendance de deux variables aléatoires. Cependant on verra plus loin que la réciproque est
exacte pour la loi normale que l’on utilise fréquemment : ceci explique l’intérêt de ce coefficient.

Définition 18. Siρ(X, Y) est nul les deux variables sont ditesnon-corrélées.

Théorème 21. 1. On a :ρ(X, Y) ∈ [−1, 1].
2. SiY = αX + β (avecα 6= 0) on a|ρ(X,Y| = 1.

3. Si |ρ(X, Y)| = 1 les variables aléatoiresX etY sont liées par la relation affine :

X−E(X)
σ(X)

− ρ(X,Y)
Y −E(Y)
σ(Y)

= 0 (avecρ(X, Y) = ±1 !).

1. L’espérance mathématique étant une forme linéaire positive :

∀λ ∈ R, E
(((

X−E(X)
)

+ λ
(
Y −E(Y)

))2
)
≥ 0.

D’où :
∀λ ∈ R, λ2Var(Y) + 2λCov(X,Y) + Var(X) ≥ 0.

Le discriminant du trinôme est négatif ou nul c’est-à-dire :Cov(X,Y)2 ≤ Var(X)Var(Y) ;
doncρ(X, Y)2 ≤ 1.

2. On a :
E(Y) = αE(X) + β, σ(Y) = |α|σ(X), E(XY) = αE(X2) + βE(X).

Donc :
Cov(X,Y) = αE(X2) + βE(X)−E(X)

(
αE(X) + β

)
= αVar(X)

et

ρ(X,Y) =
αVar(X)

σ(X)
(
|α|σ(X)

) =
∣∣∣∣ 1 si α > 0;
−1 si α < 0.

3. Si |ρ(X, Y)| = 1 le discriminant du trinôme est nul : le trinôme a alors une racine double

λ0 = −Cov(X,Y)/Var(Y) et doncE
(((

X−E(X)
)

+ λ0

(
Y −E(Y)

))2
)

= 0.

Ceci entraîne
(
X−E(X)

)
+ λ0

(
Y −E(Y)

)
= 0, soit, en reportant et en simplifiant :(

X−E(X)
)
− ρ(X, Y)

σ(X)
σ(Y)

(
Y −E(Y)

)
= 0.
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2.4.2 Vecteur aléatoire

Lorsqu’on utilise le calcul matriciel on suppose que les vecteurs sont représentés par des matrices
colonnes ; on notemT la transposée de la matricem.

Définition 19. SoitX =
(

X1 X2 . . . Xn
)T

un vecteur aléatoire. On pose, en notant :

E(X) =
(

E(X1) E(X2) . . . E(Xn)
)T
,

Var(X) = E
((

X−E(X)
)(

X−E(X)
)T)

=


Var(X1) Cov(X1,X2) · · · Cov(X1,Xn)
Cov(X2,X1) Var(X2) · · · Cov(X2,Xn)
...

...
...

...
Cov(Xn,X1) Cov(Xn,X2) · · · Var(Xn)

 (matrice de covariance).

Théorème 22.PosonsY = (Y1, Y2, . . . , Ym) = aX + b où a est une matrice ayantm lignes etn
colonnes etb ∈ Rm. On a :

E(Y) = aE(X) + b et Var(Y) = aVar(X)aT .

Ce théorème généralise le théorème14, la dernière propriété du théorème15et le théorème19.

Pour l’espérance mathématique le résultat découle immédiatement de la linéarité.

Var(Y) = E
((

Y −E(Y)
)(

Y −E(Y)
)T) = E

((
aX− aE(X)

)(
aX− aE(X)

)T)
= aE

((
X−E(X)

)(
X−E(X)

)T)
aT = aVar(X)aT .

Théorème 23.La matrice de covariance est symétrique, définie positive.

La symétrie est évidente.
Il existe une matrice orthogonaleu telle queu−1Var(X)u est la matrice diagonale des valeurs propres
de Var(X) ; d’après le théorème précédent cette matrice est égale àVar(Y) avecY = uTX. Les
valeurs propres deVar(X) sont donc positives ; elles sont non nulles si∀i,Var(Yi) 6= 0, c’est-à-dire
si la distribution est non dégénérée.

2.5 Inégalité de BIENAYMÉ -TCHEBYCHEV

Théorème 24.Pour toute variable aléatoireX ayant une espérance mathématique et une variance :

∀ε > 0, P
(
|X−E(X)| ≥ ε

)
≤ Var(X)

ε2
·

Var(X) =
∑
i∈I

(
xi −E(X)

)2
p(xi) ≥

∑
i∈I′

(
xi −E(X)

)2
p(xi)

où I ′ = {i ∈ I | |xi −E(X)| ≥ ε}, car tous les termes sont positifs.
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Minorant alors chaque|xi −E(X)| parε on obtient :

Var(X) ≥ ε2
∑
i∈I′

p(xi) = ε2 P
(
|X−E(X)| ≥ ε

)
.

Remarque : le théorème ci-dessus est un cas particulier (pourZ = X−E(X) et r = 2) de l’inégalité

∀r > 0, ∀ε > 0, P
(
|Z| ≥ ε

)
≤

E
(
|Z|r

)
εr

·

La démonstration est identique à celle ci-dessus :

E
(
|Z|r

)
=

∑
i∈I

|zi|rp(zi) ≥
∑
i∈I′

|zi|rp(zi) où I ′ = {i ∈ I | |zi| ≥ ε}

≥ εr
∑
i∈I′

p(zi) = εrP
(
|Z| ≥ ε

)
.

Variante : en posantε = λσ(X) on obtient :

P
(
E(X)− λσ(X) < X < E(X) + λσ(X)

)
> 1− 1

λ2
·

Sous cette forme on voit clairement que l’écart-type caractérise la dispersion de la variable aléatoire
autour de son espérance mathématique.

2.6 Fonction génératrice

Définition 20. SoitX une variable aléatoire à valeurs entières positives(X(Ω) ⊂ N). La fonction
génératrice deX est définie par :

∀s ∈ C, |s| ≤ 1, gX(s) =
∑
k∈N

P(X = k) sk.

Le rayon de convergence de la série entière de définition est au moins égal à 1 puisque la série
converge pours = 1 :

gX(1) =
∑
k∈N

P(X = k) = 1.

La connaissance de la fonction génératrice deX entraîne celle de la loi deX : P(X = k) est le
coefficient desk dans le développement en série entière degX(s).

Théorème 25.Fonction génératrice d’une somme de variables aléatoires indépendantes.

X etY indépendantes⇒ gX+Y(s) = gX(s) gY(s).

La réciproque est fausse.
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P(X + Y = k) = P
(⋃

i+j=k

(
(X = i)∩ (Y = j)

))
=
∑k

i=0 P(X = i)P(Y = k− i), car les variables

aléatoiresX et Y sont indépendantes et prennent des valeurs entières positives. Les séries utilisées
étant sommables :

gX+Y(s) =
∞∑
k=0

( k∑
i=0

P(X = i)P(Y = k − i)
)
sk =

∞∑
i=0

( ∞∑
k=i

P(X = i)P(Y = k − i)sk
)

=
∞∑
i=0

P(X = i)si
∞∑
k=i

P(Y = k − i)sk−i =
∞∑
i=0

P(X = i)si
∞∑
j=0

P(Y = j)sj

= gX(s) gY(s).

Théorème 26.Généralisation :

X1, X2, . . . , Xn mutuellement indépendantes⇒ g∑n
i=1 Xi

(s) =
n∏
i=1

gXi
(s).

Théorème 27.Soit(Xi)i∈N∗ une suite de variables aléatoires à valeurs dansN, ayant toutes la même
loi qu’une variableX et mutuellement indépendantes. SoitN une variable aléatoire à valeurs dans
N∗ indépendante de chaqueXi. On pose :R =

∑N
i=1 Xi. La fonction génératrice deR est donnée

par :
gR = gN ◦ gX.

On a :

P(R = k) =
∞∑
n=1

P(N = n) P(R = k/N = n) =
∞∑
n=1

P(N = n) P
( n∑
i=1

Xi = k
)
.

Utilisant la sommabilité des séries on obtient :

gR(s) =
∞∑
k=0

∞∑
n=1

P(N = n) P
( n∑
i=1

Xi = k
)
sk =

∞∑
n=1

P(N = n)
∞∑
k=0

P
( n∑
i=1

Xi = k
)
sk

=
∞∑
n=1

P(N = n)g∑n
i=1 Xi

(s) =
∞∑
n=1

P(N = n)
(
gX(s)

)n
d’après la généralisation ci-dessus,

= gN
(
gX(s)

)
.

Théorème 28.Si la série est convergente on a :

g
(m)
X (1) =

∞∑
k=m

k(k − 1) . . . (k −m+ 1)P(X = k) = E
(
X(X− 1) . . . (X−m+ 1)

)
.

En particulier
E(X) = g′X(1) etVar(X) = g′′X(1) + g′X(1)− g′X(1)2.
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Le rayon de convergence de la série de définition degX(s) =
∑∞

k=0 P(X = k)sk est supérieur ou
égal à 1 : on peut donc dériver terme à terme sur l’intervalle]− 1, 1[ et l’égalité obtenue sera encore
valable pours = 1 si la série converge. Or :

g
(m)
X (s) =

∞∑
k=m

P(X = k)k(k − 1) . . . (k −m+ 1)sk−m.

Pourm = 1 on obtient :g′X(1) =
∑∞

k=1 kP(X = k) = E(X).

Pourm = 2 on obtient :g′′X(1) =
∑∞

k=2 k(k − 1)P(X = k) = E
(
X(X− 1)

)
= E(X2)−E(X).

2.7 Lois de probabilité discrètes classiques

2.7.1 Loi binomiale

Une urne contient des boules blanches et des boules noires. La probabilité de tirer une boule blanche
au hasard est égale àp ; q = 1 − p est la probabilité de tirer une boule noire. On tiren boules au
hasard etavec remise; on étudie la loi de probabilité de la variable aléatoireX égale au nombre de
boules blanches tirées.
La variable aléatoireX peut prendre des valeurs entières comprises entre0 et n. Déterminons la
probabilité pour queX soit égale àk. L’universΩ est constitué des suites des résultats desn tirages ;
la probabilité d’une suite correspondant au tirage dek boules blanches et(n − k) boules noires est
égale àpkqn−k, car les tirages sont indépendants (il y a remise de la boule tirée après chaque tirage).
Le nombre de suites incompatibles correspondant au tirage dek boules blanches est égal au nombre
de façons de placerk boules parmin : il y en a

(
n
k

)
et la probabilité cherchée est donc :

∀k ∈ N, 0 ≤ k ≤ n, P(X = k) =
(
n

k

)
pkqn−k.

On vérifie immédiatement qu’il s’agit d’une loi de probabilité :
n∑
k=0

P(X = k) = (p+ q)n = 1.

On dit queX est unevariable binomialede loiB(n, p) : une variable binomiale représente lenombre
de succèsdans une suite d’épreuvesindépendantes.

0 1 10 20

0,1

0,2
n = 20
p = 0, 7
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Théorème 29.La fonction génératrice de la loi binomialeB(n, p) est :gX(s) = (ps+ q)n.

gX(s) =
∑n

k=0

((
n
k

)
pkqn−k

)
sk = (ps+ q)n.

Théorème 30.Espérance mathématique et variance :

E(X) = np, Var(X) = npq.

Pour touts réel on a

g′X(s) = np(ps+ q)n−1 etg′′X(s) = n(n− 1)p2(ps+ q)n−2,

et donc (voir théorème28)

E(X) = g′X(1) = np,

Var(X) = g′′X(1) + g′X(1)− g′X(1)2 = n(n− 1)p2 + np− (np)2 = np(1− p).

Théorème 31 (stabilité).SiX etY sont des variables binomiales indépendantes de loisB(n1, p) et
B(n2, p) leur somme(X + Y) est une variable binomiale de loiB(n1 + n2, p).

D’après le théorème25 :

gX+Y(s) = gX(s)gY(s) = (ps+ q)n1(ps+ q)n2 = (ps+ q)n1+n2 .

On peut aussi remarquer que si l’on tire successivementn1 boules puisn2 boules on a tiré(n1 + n2)
boules. . .

Remarque : Lorsquen est grand le calcul deb(k, n, p) =
(
n
k

)
pkqn−k est délicat ; on peut utiliser des

expressions approchées : voir le paragraphe4.4.

2.7.2 Loi multinomiale

Une population est composée d’éléments dem types, la proportion d’éléments de typej étant égale
à pj (

∑m
j=1 pj = 1). On tire avec remise dans cette population un échantillon de taillen. SoitNj le

nombre d’éléments de typej tirés etN = (N1, N2, . . . , Nm) ; on aN1 + N2 + · · ·+ Nm = n.
Soientn1, n2,. . . ,nm des entiers naturels tels quen1 +n2 + · · ·+nm = n. La probabilité d’un tirage
comportantnj éléments de typej est égale àpn1

1 pn2
2 . . . pnm

m et le nombre de tirages (incompatibles)

de cette sorte est
n!

n1!n2! . . . nm!
(cf. § A.3). Donc :

P
( m⋂
j=1

(Nj = nj)
)

=
n!

n1!n2! . . . nm!
pn1
1 pn2

2 . . . pnm
m .

Remarque : pour toutj la variable aléatoireNj suit la loi binomialeB(n, pj).

E(Nj) = npj Var(Nj) = npj(1− pj)
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Théorème 32.On a , pourj 6= k :

Cov(Nj , Nk) = −n pj pk.

Les variables(Nj)1≤j≤m ne sont donc pas indépendantes, ce qui est d’ailleurs assez évident puisque∑m
j=1 Nj = n.

• Dans le cas oùm = 2 le calcul direct est aisé ; puisqueN1 + N2 = n on a :

E(N1N2) = E
(
N1(n− N1)

)
= nE(N1)−E(N2

1) = n(np1)−
(
np1(1− p1) + (np1)2

)
.

En reportant (et en rappelant quep1 + p2 = 1) :

Cov(N1,N2) = E(N1N2)−E(N1)E(N2) = n2p1 − np1p2 − n2p2
1 − n2p1p2 = −np1p2.

• Pour le cas général la démonstration utilise les fonctions caractéristiques (voir paragraphe3.5).
On introduit les matrices :

p =
(
p1 p2 · · · pm

)T
et d =


p1 0 · · · 0

0 p2
...

...
...

... ... 0
0 · · · 0 pm

 .

On a :

f̂N(t) = E
(
exp(itT N)

)
=

∑
∑
nj=n

n!
n1!n2! · · ·nm!

pn1
1 pn2

2 · · · pnm
m exp

( m∑
j=1

tj nj
)

=
( m∑
j=1

pj exp(itj)
)n

=
( m∑
j=1

pj
(
1 + itj −

1
2
t2j + o(t2j )

))n
=

(
1 + itT p− 1

2
tT d t+ o

(
‖t‖2

))n
= 1 + itT (np)− n

2
tT d t− n(n− 1)

2
(tT p)2 + o

(
‖t‖2

)
.

D’après le théorème50on obtient :
E(N) = n p,

ce qui n’est pas une découverte, et

E(N NT ) = nd+ n(n− 1)p pT (car(tT p)2 = tT p pT t).

D’où :

Var(N) = E(N NT )−E(N) E(N)T = nd+ n(n− 1)p pT − n2p pT = n(d− p pT )

= n


p1(1− p1) −p1p2 · · · −p1pm

−p1p2 p2(1− p2)
...

...
...

... ... −pm−1pm
−p1pm · · · −pm−1pm pm(1− pm)

 .
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2.7.3 Loi hypergéométrique

Une urne contienta boules blanches etb boules noires ; on tiren boules de l’urne au hasard etsans
remise(tirage exhaustif). Déterminons la loi de la variable aléatoireX, nombre de boules blanches
tirées.
Le tirage ayant lieu sans remise on peut tirer lesn boules en une seule fois : le nombre de tirages est
égal au nombre de sous-ensembles den boules parmi(a + b), soit

(
a+b
n

)
. Ces tirages sont équipro-

bables si les boules ne diffèrent que par la couleur.
Le nombre de tirages donnantk boules blanches est égal au produit du nombre de façons de choisir
k boules blanches parmia et du nombre de façons de choisir(n − k) boules noires parmib, soit(
a
k

)(
b

n−k
)
. D’où :

P(X = k) =

(
a

k

)(
b

n− k

)
(
a+ b

n

) ·

0 1 10 20

0,1

0,2
n = 20
a = 70
b = 30

Théorème 33.Espérance et variance :

E(X) = n
a

a+ b
Var(X) = n

a

a+ b

b

a+ b

a+ b− n

a+ b− 1
·

Il n’est pas interdit de faire le calcul direct à partir de la définition, mais c’est assez pénible ; il est
plus intéressant d’utiliser une méthode indirecte.
On note queX =

∑n
i=1 Xi où Xi représente le nombre de boule blanche tirée aui-ième tirage ; pour

tout i la variable aléatoireXi suit la loi de BERNOULLI, c’est-à-dire la loi binomialeB(1, p) avec

p =
a

a+ b
· On a

∀i ∈ {1, . . . , n}, E(Xi) = p etVar(Xi) = pq =
ab

(a+ b)2
où q = 1− p =

b

a+ b
,

et donc

E(X) =
n∑
i=1

E(Xi) = np = n
a

a+ b
·
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Les variables aléatoiresXi ne sont pas indépendantes puisque les tirages ont lieu sans remise. La
variable aléatoireXjXk suit la loi de BERNOULLI dont la probabilité de succès, et donc l’espérance
mathématique, est

P(XjXk = 1) = P
(
(Xj = 1) ∩ (Xk = 1)

)
= P(Xj = 1)P(Xj=1)(Xk = 1) =

a

a+ b

a− 1
a+ b− 1

·

D’où

Cov(Xj ,Xk) =
a(a− 1)

(a+ b)(a+ b− 1)
−
( a

a+ b

)2 =
−ab

(a+ b)2(a+ b− 1)

et

Var(X) =
n∑
i=1

Var(Xi) + 2
∑

1≤j<k≤n
Cov(Xj ,Xk)

= n
ab

(a+ b)2
+ 2

n(n− 1)
2

−ab
(a+ b)2(a+ b− 1)

=
nab(a+ b− n)

(a+ b)2(a+ b− 1)

= n
a

a+ b

b

a+ b

a+ b− n

a+ b− 1
= npq

a+ b− n

a+ b− 1
·

Remarque : il n’est peut-être pas évident que chaque variableXi suit la loi binomialeB(1, p) ;
vérifions-le pourX2 :

P(X2 = 1) = P
(
(X2 = 1) ∩

(
(X1 = 0) ∪ (X1 = 1)

))
= P(X1 = 0)P(X1=0)(X2 = 1) + P(X1 = 1)P(X1=1)(X2 = 1)

=
b

a+ b

a

a+ b− 1
+

a

a+ b

a− 1
a+ b− 1

=
a

a+ b
·

Remarque : la loi hypergéométrique est voisine de la loi binomiale ; la seule différence est qu’il y
a tirage avec ou sans remise. On constate que le fait de ne pas remettre les boules ne modifie pas
l’espérance mathématique mais diminue la variance (a+b−n

a+b−1 ≤ 1).

2.7.4 Loi géométrique (ou loi de PASCAL )

Une urne contient des boules blanches et des boules noires. La probabilité de tirer une boule blanche
au hasard est égale àp (q = 1 − p est la probabilité de tirer une boule noire). On tire des boules
au hasard etavec remisejusqu’à ce qu’on obtienne la première boule blanche. On étudie la loi de
probabilité de la variable aléatoireX égale au nombre de boules tirées.
La variable aléatoireX peut prendre toutes les valeurs entières strictement positives. La probabilité
pour queX soit égale àk est celle de la suite correspondant au tirage de(k− 1) boules noires suivies
d’une boule blanche : elle est égale àqk−1p, car les tirages sont indépendants.

∀k ∈ N∗, P(X = k) = qk−1 p.

On dit queX est une variable géométrique de loiG(p) : une variable géométrique représente lenombre
d’épreuves indépendantesnécessaires pour obtenir lepremier succès.
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0 1 10 20

0, 1

0, 2

0, 3

p = 0, 3

Théorème 34.La fonction génératrice de la loi géométriqueG(p) est :

gX(s) =
ps

1− qs
·

gX(s) =
∞∑
k=1

(qk−1p)sk =
ps

1− qs
avec|qs| < 1.

Théorème 35.Espérance mathématique et variance :

E(X) =
1
p

, Var(X) =
q

p2
·

On a

g′X(s) =
p

(1− qs)2
et g′′X(s) =

2pq
(1− qs)3

·

D’où (théorème28)

E(X) = g′X(1) =
p

(1− q)2
=

1
p

et

Var(X) = g′′X(1) + g′X(1)−
(
g′X(1)

)2 =
2pq

(1− q)3
+

1
p
− 1
p2

=
q

p2
·

2.7.5 Loi de POISSON

Définition 21. La variable aléatoireX suit la loi de POISSONP(µ) si :

∀k ∈ N, P(X = k) = e−µ
µk

k!
·
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0 1 10 20 30

0,05

0,1

µ = 14

Théorème 36.La fonction génératrice de la loi dePOISSONP(µ) est :

gX(s) = eµ(s−1).

gX(s) =
∞∑
k=0

e−µ
(µs)k

k!
= e−µeµs = eµ(s−1).

Théorème 37.Espérance mathématique et variance :

E(X) = µ, Var(X) = µ.

On a :

g′X(s) = µeµ(s−1) et g′′X(s) = µ2eµ(s−1)

D’où (théorème28)

E(X) = g′X(1) = µ etVar(X) = g′′X(1) + g′X(1)−
(
g′X(1)

)2 = µ2 + µ− µ2 = µ.

Théorème 38 (stabilité).Si X et Y sont des variables dePOISSON indépendantes de loisP(µ1) et
P(µ2) leur somme(X + Y) est une variable dePOISSONde loiP(µ1 + µ2).

D’après le théorème25 :

gX+Y(s) = gX(s)gY(s) = eµ1(s−1)eµ2(s−1) = e(µ1+µ2)(s−1).
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Processus de POISSON

Un événementA (appel téléphonique arrivant à un central, par exemple) peut se produire à n’importe
quel instantt > 0. On fait les hypothèses suivantes :

1. La probabilité pour queA se produise entre les instantst et t + τ est égale àλτ oùλ est une
constante indépendante det, deτ et de la réalisation antérieure deA.

2. L’événementA ne peut se produire plus d’une fois entre les instantst ett+τ ; plus précisément
la probabilité pour queA se produise deux fois ou plus entret et t + τ est un infiniment petit
par rapport àτ .

La variable aléatoireXt qui représente le nombre de réalisations deA entre les instants0 et t suit la
loi de POISSONP(λt).

On posepn(t) = P(Xt = n) et on note

[
nA

t1, t2

]
l’événement «A se produitn fois entre les instants

t1 et t2 ».
Calculonspn(t) ; on commence par le casn = 0 puis on effectue une récurrence.

p0(t+ τ) = P
([

0A
0, t+ τ

])
= P

([
0A
0, t

]
∩
[

0A
t, t+ τ

])
= P

([
0A
0, t

])
P
([

0A
t, t+ τ

])
= p0(t)P

([
0A
0, τ

])
= p0(t)

(
1− λτ − o(τ)

)
.

D’où :
p0(t+ τ)− p0(t)

τ
= −

(
λ+ o(1)

)
p0(t) =⇒

τ→0
p′0(t) = −λp0(t).

Tenant compte de la condition initialep0(0) = 1 on obtient immédiatement :

p0(t) = e−λt.

Récurrence surn :[
nA

0, t+ τ

]
=
([

nA

0, t

]
∩
[

0A
t, t+ τ

])
∪
([

(n− 1)A
0, t

]
∩
[

1A
t, t+ τ

])
∪

(
n⋃
k=2

([
(n− k)A

0, t

]
∩
[

kA

t, t+ τ

]))
.

D’où

pn(t+ τ) = pn(t)
(
1− λτ − o(τ)

)
+ λτpn−1(t) +

n∑
k=2

pn−k(t)o(τ).

et

pn(t+ τ)− pn(t)
τ

= −
(
λ+o(1)

)
pn(t)+λpn−1(t)+

n∑
k=2

pn−k(t)o(1) =⇒
τ→0

p′n(t) = −λpn(t)+λpn−1(t).

La solution générale de l’équation homogène est :pn(t) = Cne
−λt. On détermine la solution générale

de l’équation complète par la « méthode de la variation de la constante » :

p′n(t) = (C ′n − λCn)e−λt = −λCne−λt + λpn−1(t).

D’où : C ′n = λpn−1(t)eλt. Pourn = 1 :

C ′1 = λp0(t)eλt = λ⇒ C1 = λt+K1 ⇒ p1(t) = (λt+K1)e−λt.



32 Chapitre 2 – Variables aléatoires discrètes

Or, d’après la condition initiale :p1(0) = 0 = K1 ; donc :

p1(t) = λte−λt.

On suppose (hypothèse de récurrence vérifiée pourn = 1 et n = 2) : pn−1(t) =
(λt)n−1

(n− 1)!
e−λt.

Alors :

C ′n = λn
tn−1

(n− 1)!
⇒ Cn =

(λt)n

n!
+Kn ⇒ pn(t) =

((λt)n

n!
+Kn

)
e−λt.

D’après la condition initialepn(0) = 0 = Kn on obtient finalement :

pn(t) = P(Xt = n) =
(λt)n

n!
e−λt.

Le processus de POISSONest le cas le plus simple d’apparition « naturelle » de la loi de POISSON.



Chapitre 3

Variables aléatoires absolument
continues

Dans ce chapitre l’universΩ est non dénombrable ; la tribuE des événements doit être strictement
incluse dansP(Ω). On suppose définie une probabilitéP sur(Ω, E).

3.1 Variable et vecteur aléatoires

Définition 22. La tribu de BOREL surRn est la plus petite tribu contenant les pavés ouverts.

Elle contient également les pavés fermés et, plus généralement, toutes les parties « usuelles » deRn.
Ses éléments s’appellent les boréliens deRn.

Définition 23. Unevariable (resp. un vecteur) aléatoiresur l’espace probabilisable(Ω, E) est une
applicationX deΩ dansR (resp. dansRn) qui vérifie : pour tout borélienB deR (resp. deRn) on a
X−1(B) ∈ E .

Il suffit de vérifier que l’image réciproque de toute demi-droite]−∞, x[ (resp. de toute partie deRn

de la forme
∏n
i=1 ]−∞, xi[ ) est un événement.

Exemple (trivial) : toute application constante est une variable aléatoire. SoitX = k cette variable :

X−1( ]−∞, x[ ) =
{
∅ si x ≤ k,
Ω si x > k.

3.2 Fonction de répartition. Densité

3.2.1 Variable aléatoire à une dimension

Définition 24. La fonction de répartitionde la variable aléatoireX est l’applicationF définie surR
par :

F (x) = P
(
X−1

(
]−∞, x[

))
.

Théorème 39.La fonction de répartition vérifie les propriétés suivantes :

1. F est croissante ;
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2. F est continue à gauche en tout point ;

3. lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1.

1. Supposonsx < y :

F (y) = P
(
X−1

(
]−∞, y[

))
= P

(
X−1

(
]−∞, x[∪[x, y[

))
= P

(
X−1

(
]−∞, x[

)
∪ X−1

(
[x, y[

))
(propriété de l’image réciproque)

= P
(
X−1

(
]−∞, x[

))︸ ︷︷ ︸
=F (x)

+ P
(
X−1

(
[x, y[

))︸ ︷︷ ︸
≥0

(événements incompatibles)

≥ F (x).

2. Soita ∈ R :

X−1
(
]−∞, a[

)
= lim

n→∞
X−1

(
]−∞, a− 1

n
[
)

la suite étant croissante. D’après le théorème2 :

F (a) = P
(
X−1

(
]−∞, a[

))
= P

(
lim
n→∞

X−1
(
]−∞, a− 1

n
[
))

= lim
n→∞

P
(
X−1

(
]−∞, a− 1

n
[
))

= lim
n→∞

F
(
a− 1

n

)
= F (a− 0).

On peut montrer par ailleurs queF admet une limite à droite en tout point. On a

X−1
(
]−∞, a]

)
= lim

n→∞
X−1

(
]−∞, a+

1
n

[
)

la suite étant décroissante. D’après le théorème2 :

P(X ≤ a) = P
(
X−1

(
]−∞, a]

))
= P

(
lim
n→∞

X−1
(
]−∞, a+

1
n

[
))

= lim
n→∞

P
(
X−1

(
]−∞, a+

1
n

[
))

= lim
n→∞

F (a+
1
n

) = F (a+ 0).

Remarque :
P(X = a) = P(X ≤ a)− P(X < a) = lim

x→a+
F (x)− F (a).

Si F est continue ena alorsP(X = a) = 0.

3. La suite d’événements
(
X−1

(
]−∞, −n[

))
n∈N

est décroissante :

lim
x→−∞

F (x) = lim
n→∞

P
(
X−1

(
]−∞, −n[

))
= P

(
lim
n→∞

X−1
(
]−∞, −n[

))
(voir théorème2)

= P
(
X−1(∅)

)
= P(∅) = 0.
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La suite d’événements
(
X−1

(
]−∞, n[

))
n∈N

est croissante :

lim
x→∞

F (x) = lim
n→∞

P
(
X−1

(
]−∞, n[

))
= P

(
lim
n→∞

X−1
(
]−∞, n[

))
(voir théorème2)

= P
(
X−1(R)

)
= P(Ω) = 1.

0
x

F (x)

1

x1 x2

La fonction de répartition représentée sur le graphe ci-dessus possède deux points de discontinuité
d’abscissesx1 etx2 ; nous supposerons par la suite que toute fonction de répartition est continue sur
R et qu’il existe une applicationf : R 7→ R, continue sauf en un nombre fini de points, telle que :

∀x ∈ R, F (x) =
∫ x

−∞
f(t) dt.

La variable aléatoireX est alors dite absolument continue ; la fonctionf est sadensité de probabilité.
En faisant l’analogie entre une probabilité et une masse cela correspond au cas où la masse est répartie
et où il n’y a pas de masse ponctuelle.
On a alors :

P
(
X−1[a, b[

)
= P(a ≤ X < b) = F (b)− F (a) =

∫ b

a
f(x) dx.

3.2.2 Vecteurs aléatoires

Définition 25. La fonction de répartitiondu vecteur aléatoireX = (X1, X2, . . . , Xn) est l’applica-
tion F définie surRn par :

F (x1, x2, . . . , xn) = P
( n⋂
i=1

(
X−1
i ( ]−∞, xi[ )

))
.
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On supposera qu’il existe une densité de probabilitéf : Rn 7→ R, continue sauf en un nombre fini de
points, telle que :

F (x1, x2, . . . , xn) =
∫∫

. . .

∫
Kn

f(t1, t2, . . . , tn) dt1 dt2 . . . dtn oùKn =
n∏
i=1

]−∞, xi[.

On a alors, pour tout borélienB deRn :

P
(
X−1(B)

)
= P(X ∈ B) =

∫∫
. . .

∫
B
f(t1, t2, . . . , tn) dt1 dt2 . . . dtn.

Si l’on connaît la densité d’un vecteur aléatoire on peut en déduire la densité de ses composantes ; on
donne le résultat dans le cas le plus simple :

Théorème 40.SoitV = (X, Y) un couple aléatoire ayantf pour densité ; les densités de probabilité
des variables marginalesX etY sont données par :

fX(x) =
∫ ∞

−∞
f(x, y) dy, fY(y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dx.

On a :

FX(x) = P(X < x) = P
(
(X < x) ∩ (Y ∈ R)

)
=
∫ ∫

Dx

f(t, y) dt dy

oùDx = {(t, y) | t < x}. D’où :

FX(x) =
∫ x

−∞

(∫ ∞

−∞
f(t, y) dy

)
dt.

En dérivant par rapport àx on obtient :

fX(x) =
∫ ∞

−∞
f(x, y) dy.

Remarque : en général la connaissance des densités deX et Y est insuffisante pour déterminer la
densité du couple(X, Y).

Définition 26. Les variables aléatoiresX et Y sont indépendantessi, quels que soient les boréliens
B1 etB2, les événementsX−1(B1) etY−1(B2) sont indépendants.

Théorème 41.Les propositions suivantes sont équivalentes.
• Les variables aléatoiresX etY sont indépendantes.
• ∀(x, y) ∈ R2, F(X, Y)(x, y) = FX(x)FY(y).
• ∀(x, y) ∈ R2, f(X, Y)(x, y) = fX(x)fY(y).

1. Si X etY sont indépendantes, alors, pour tousx ety réels, les événements(X < x) et (Y < y)
sont indépendants et

F (x, y) = P
(
(X < x) ∩ (Y < y)

)
= P(X < x)P(Y < y) = FX(x)FY(y).

En dérivant par rapport àx ety on obtient :

f(x, y) = fX(x)fY(y).
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2. On suppose :∀(x, y) ∈ R2, f(x, y) = fX(x)fY(y). Alors, pour tous réelsa, b, c etd :

P
(
(a ≤ X < b) ∩ (c ≤ Y < d)

)
=

∫ ∫
K
f(x, y) dx dy, oùK = [a, b[×[c, d[,

=
∫ b

a
fX(x) dx

∫ d

c
fY(y) dy

= P(a ≤ X < b)P(c ≤ Y < d).

On conclut queX etY sont indépendantes en remarquant que les boréliens sont obtenus à partir
des pavés par passage au complémentaire, intersections et réunions dénombrables (voir [16]).

Théorème 42.SiX etY sont deux variables aléatoires indépendantes et siϕ etψ sont deux applica-
tions deR dansR les variables aléatoiresϕ(X) etψ(Y) sont indépendantes.

Pour tous boréliensB1 etB2 on a :

P
((
ϕ ◦ X)−1(B1)

)
∩
(
ψ ◦ Y)−1(B2)

))
= P

((
X−1(ϕ−1(B1))

)
∩
(
Y−1(ψ−1(B2))

))
= P

((
X−1(ϕ−1(B1))

))
P
((

Y−1(ψ−1(B2))
))

= P
((
ϕ ◦ X)−1(B1)

))
P
((
ψ ◦ Y)−1(B2)

))

Théorème 43 (Somme de deux variables).Soit un couple aléatoireV = (X, Y) de densité de
probabilitéf . La variable aléatoireZ = X + Y a pour densité de probabilité la fonctionfZ définie
par :

fZ(z) =
∫ ∞

−∞
f(x, z − x) dx.

SoitFZ la fonction de répartition de la variable aléatoireZ = X + Y :

FZ(z) = P(Z < z) = P(X + Y < z) =
∫ ∫

∆z

f(x, y) dx dy où ∆z = {(x, y) | x+ y < z}.

On effectue le changement de variables{
t = x,
u = x+ y,

soit

{
x = t,
y = u− t.

de jacobien
D(x, y)
D(t, u)

= 1.

Alors :

FZ(z) =
∫ ∫

Dz

f(t, u− t) dt du, oùDz = {(t, u) | u < z},

=
∫ z

−∞

(∫ ∞

−∞
f(t, u− t) dt

)
du.

En dérivant par rapport àz :

fZ(z) =
∫ ∞

−∞
f(t, z − t) dt.
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3.3 Espérance, variance, coefficient de corrélation

Définition 27. Le moment d’ordrek, k entier supérieur ou égal à1, de la variable aléatoireX est
défini par :

mk(X) =
∫ ∞

−∞
xkf(x) dx

oùf est la densité de probabilité deX, si l’intégrale est absolument convergente.

On définit l’espérance mathématique, la variance, l’écart-type, la covariance et le coefficient de cor-
rélation comme au paragraphe2.4(page17) ; les propriétés sont identiques.
L’inégalité de BIENAYMÉ -TCHEBYCHEV est encore valable.

3.4 Détermination de la densité

On peut déterminer la densité en dérivant la fonction de répartition, mais il est souvent possible, et
plus commode, d’utiliser le théorème suivant.

Théorème 44.SoitDk l’algèbre des fonctions de classeC∞ deRk dansR à support borné. On pose,
pour toutf : Rk → R localement intégrable :

∀ϕ ∈ Dk, f∗(ϕ) =
∫

Rk

f ϕ (distribution régulière associée àf ).

Alors, sif etg sont localement intégrables :

f∗ = g∗ ⇐⇒ f = g presque partout.

Remarques :
– La densité de probabilité étant essentiellement utilisée dans des intégrations on peut modifier arbi-

trairement sa valeur sur un ensemble de mesure nulle.
– Si f est la densité de probabilité d’une variable aléatoireX on a :f∗(ϕ) = E

(
ϕ(X)

)
.

Pour la démonstration on consultera un cours sur les distributions de SCHWARTZ ([25], [4], [28] ou,
mieux, [29]).
Exemples d’applications :

1. Loi deZ = X + Y.

∀ϕ ∈ D1, f
∗
Z(ϕ) = E

(
ϕ(Z)

)
= E

(
ϕ(X + Y)

)
=
∫ ∫

R2

ϕ(x+ y)f(X,Y)(x, y) dx dy.

On effectue le changement de variables{
t = x,
z = x+ y,

soit

{
x = t,
y = z − t,

de jacobien
D(x, y)
D(t, z)

= 1.

Alors :

f∗Z(ϕ) =
∫ ∫

R2

ϕ(z)f(X,Y)(t, z − t) dt dz =
∫

R
ϕ(z)

(∫
R
f(X,Y)(t, z − t) dt

)
dz

= g∗(ϕ) oùg(z) =
∫

R
f(X,Y)(t, z − t) dt.
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D’après le théorème44fZ est égale àg presque partout ; on peut choisirfZ = g, soit :

fZ(z) =
∫

R
f(X,Y)(t, z − t) dt.

On a montré à nouveau le théorème43.

2. Loi du couple(U,V) = (X + Y,X− Y).

∀ϕ ∈ D2, f
∗
(U,V)(ϕ) = E

(
ϕ(U,V)

)
= E

(
ϕ(X + Y,X− Y)

)
=

∫ ∫
R2

ϕ(x+ y, x− y)f(X,Y)(x, y) dx dy.

On effectue le changement de variables

{
u = x+ y,
v = x− y,

soit


x =

u+ v

2
,

y =
u− v

2
,

de jacobien
D(x, y)
D(u, v)

= −1
2
·

Alors :

f∗(U,V)(ϕ) =
∫ ∫

R2

ϕ(u, v)f(X,Y)(
u+ v

2
,u− v

2
)
1
2
du dv.

On peut donc choisir :

f(U,V)(u, v) =
1
2
f(X,Y)(

u+ v

2
,u− v

2
).

Théorème 45.SoitX =
(

X1 X2 . . . Xn
)T

un vecteur aléatoire de densitéfX ; définissons le

vecteur aléatoireY =
(

Y1 Y2 . . . Yn
)T

par un changement de variables affine :

Y = aX + b oùa ∈Mn(R) est inversible etb ∈ Rn.

La densité de probabilité deY est définie par :

∀y ∈ Rn, fY(y) =
1

|det a|
fX

(
a−1(y − b)

)
.

∀ϕ ∈ Dn, E
(
ϕ(Y)

)
= E

(
ϕ(aX + b)

)
=
∫

Rn

ϕ(ax+ b)fX(x) dx.

Effectuons le changement de variable :

y = ax+ b, x = a−1(y − b), dont le jacobien estdet(a−1) =
1

det a
·

D’où :

E
(
ϕ(Y)

)
=
∫

Rn

ϕ(y)fX

(
a−1(y − b)

) 1
|det a|

dy.

On conclut grâce au théorème44.
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Exemple : connaissant la densité de probabilité du couple aléatoireX = (X1,X2), déterminer la
densité de probabilité du coupleY = (Y1,Y2) = (X1 + X2,X1 − X2).
On aY = aX avec

a =
[

1 1
1 −1

]
. D’où a−1 =

[
1/2 1/2
1/2 −1/2

]
et det a = −2.

La densité de probabilité deY est donc définie par :

f(Y1,Y2)(y1, y2) =
1
2
f(X1,X2)

(y1 + y2

2
,y1 − y2

2

)
.

3.5 Fonction caractéristique

Définition 28. 1. La fonction caractéristiquede la variable aléatoireX est définie par :

f̂X(t) = E(eitX).

2. La fonction caractéristiquedu vecteur aléatoireX =
(

X1 X2 . . . Xn
)T

est définie par :

f̂X(t) = E(eit
T X) où tTX =

n∑
j=1

tjXj .

Avec les notations habituelles la fonction caractéristique d’une variable aléatoire est donnée par

f̂X(t) =
∑
k∈I

p(xk)eitxk

dans le cas discret,

f̂X(t) =
∫ ∞

−∞
eitxfX dx

dans le cas continu.

On généralise aisément au cas d’un vecteur aléatoire.

Dans le cas continu la fonction caractéristique est la transformée de FOURIER de la densité de proba-
bilité.

Exemples

1. Cas discret
Si X(Ω) ⊂ N∗ on af̂X(t) = gX(eit) oùgX est la fonction génératrice deX (voir § 2.6).
En particulier :

Loi binomialeB(n, p)

f̂X(t) = (peit + q)n,

Loi géométriqueG(p)

f̂X(t) =
peit

1− qeit
,

Loi de POISSONP(µ)

f̂X(t) = exp
(
µ(eit − 1)

)
.

2. Cas continu : loi de CAUCHY

La variable aléatoireX de densitéfX(x) =
1
π

1
1 + x2

a pour fonction caractéristique

f̂X(t) = e−|t|.
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La fonction caractéristiquêfX est définie par

f̂X(t) =
∫ ∞

−∞
eitx

dx

π(1 + x2)
·

Elle est paire : on peut supposert > 0.
On applique le théorème des résidus (voir [3], par
exemple) en intégrant sur le lacetγ ci-contre la

fonctiong(z) =
eitz

π(1 + z2)
. 0

x

y

−r r

On obtient lorsquer tend vers l’infini :∫
γ
g(z) dz =

∫ r

−r

eitx

π(1 + x2)
dx︸ ︷︷ ︸

→ f̂X(t)

+
∫ π

0

exp(itreiθ)
1 + r2e2iθ

ireiθ dθ︸ ︷︷ ︸
→ 0

= 2iπRes(g, i)︸ ︷︷ ︸
=
e−t

2iπ

D’où :
f̂X(t) = e−|t|.

Théorème 46.La fonction caractéristique d’une variable aléatoire (resp. d’un vecteur aléatoire) est
une fonction continue deR (resp.Rn) dansC et |f̂X| ≤ 1.

Variable à une dimension.

1. Cas discret :
|p(xk)eitxk | ≤ p(xk) et

∑
k∈I

p(xk) = 1.

2. Cas continu :

|fX(x)eitx| ≤ fX(x) et
∫

R
fX(x) dx = 1.

La démonstration est identique pour un vecteur aléatoire.

Théorème 47.La fonction caractéristique d’une variable (resp. d’un vecteur) aléatoireX vérifie les
propriétés suivantes :

1. f̂X(0) = 1 ;

2. ∀t ∈ R, f̂X(−t) = f̂X(t) ;

3. ∀(a, b) ∈ R2, ∀t ∈ R, f̂aX+b(t) = eitbf̂X(at)

(resp.∀a ∈MR(m,n), ∀b ∈ Rm, ∀t ∈ Rm, f̂aX+b(t) = eit
T bf̂X(aT t)).

Ces propriétés résultent immédiatement de la définition.

Théorème 48.La fonction caractéristique d’une variable (resp. d’un vecteur) aléatoireX détermine
sa loi.

1. Cas discret : on développêfX(t) sous la forme
∑
k∈I

p(xk)eitxk .
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2. Cas continu : on utilise le théorème d’inversion de FOURIER (voir [4], par exemple).

fX(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
f̂X(t)e−itx dt.

Démonstration identique dans le cas d’un vecteur aléatoire.

Théorème 49.Si le moment d’ordrek de la variable aléatoireX existe, sa fonction caractéristique
admet une dérivée d’ordrek au voisinage de 0 et

f̂X
(k)

(0) = ikE(Xk).

1. Cas discret
On a :

dk

dtk
(eitxn) = (ixn)keitxn et |(ixn)keitxn | = |xn|k.

PuisqueE(Xk) existe, la série de terme général
(
|xn|kp(xn)

)
est convergente et, donc, la série

de terme général
(
(ixn)keitxnp(xn)

)
converge uniformément surR et

f̂X
(k)

(t) =
∞∑
n=0

(ixn)keitxnp(xn).

Donc :

f̂X
(k)

(0) =
∞∑
n=0

(ixn)kp(xn) = ikE(Xk).

2. Cas continu
On a :

dk

dtk
(
eitxfX(x)

)
= (ix)keitxfX(x) et |(ix)keitxfX(x)| = |x|kfX(x).

PuisqueE(Xk) existe, l’intégrale
∫

R |x|
kfX(x) dx est convergente :

f̂X
(k)

(t) =
∫

R
(ix)keitxfX(x) dx.

Donc :

f̂X
(k)

(0) =
∫

R
(ix)kfX(x) dx = ikE(Xk).

Théorème 50.Si le vecteur aléatoireX possède une matrice de covariance on a :

f̂X(t) = 1 + itT E(X)− 1
2
tT E(X XT ) t+ o(‖t‖2).

f̂X(t) = E
(
exp(itTX)

)
= E

(
1 + itT X +

1
2
(itT X)2 + o

(
‖t‖2

))
= E

(
1 + itT X− 1

2
tT X XT t+ o

(
‖t‖2

))
cartT X = XT t ∈ R,

= 1 + itT E(X)− 1
2
tT E(X XT ) t+ o

(
‖t‖2

)
par linéarité.
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Théorème 51.Si le couple aléatoire(X,Y) a pour fonction caractéristiquêf les fonctions caracté-
ristiques des variables marginalesX etY sont données par :

f̂X(t) = f̂(t, 0) et f̂Y(u) = f̂(0, u).

f̂X(t) = E(eitX) = E(ei(tX+0Y)) = f̂(t, 0).

Théorème 52.

X etY sont indépendantes⇔ ∀(t, u) ∈ R2, f̂(X,Y)(t, u) = f̂X(t)f̂Y(u).

Plus généralement les variables aléatoiresX1, X2, . . . , Xn sont mutuellement indépendantes si et

seulement si la fonction caractéristique du vecteur aléatoireX =
(

X1 X2 . . . Xn
)T

est égale
au produit des fonctions caractéristique desXi.

On applique la définition et la formule d’inversion.

Théorème 53.
∀(λ, µ) ∈ R2, ∀t ∈ R, f̂λX+µY(t) = f̂(X,Y)(λt, µt).

f̂λX+µY(t) = E(eit(λX+µY)) = E(ei(λtX+µtY)) = f̂(X,Y)(λt, µt).

Ce théorème s’étend immédiatement à une combinaison linéaire den variables aléatoires.

Corollaire 1. Si on connaît la fonction caractéristiquêfλX+µY pour tous les couples(λ, µ), alors on
connaît la loi du couple(X,Y).

D’après le théorème précédent on connaît̂f(X,Y).

Théorème 54.Sin variables aléatoires sont mutuellement indépendantes la fonction caractéristique
de leur somme est égale au produit de leurs fonctions caractéristiques.

On applique les deux théorèmes précédents.

Théorème 55. Soit (Xk)k∈N∗ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes ayant
toutes la même loi de probabilité qu’une variableX. SoitN une variable aléatoire à valeurs dansN∗,
indépendante de chaqueXk.

La fonction caractéristique de la variable aléatoireR =
N∑
k=1

Xk est donnée par :

f̂R = gN ◦ f̂X

oùgN représente la fonction génératrice deN.

On admet ce théorème.



44 Chapitre 3 – Variables aléatoires absolument continues

3.6 Lois de probabilités continues classiques

3.6.1 Loi uniforme

La densité de la loi uniformeU(a, b) est définie par :

f(x) =


0 si x 6∈ [a, b],

1
b− a

si x ∈ [a, b].

0
x

f(x)
1

b− a

a b

Théorème 56.Espérance mathématique et variance :

E(X) =
a+ b

2
, Var(X) =

(a− b)2

12
·

E(X) =
∫

R
xf(x) dx =

∫ b

a

x dx

b− a
=

1
b− a

[x2

2

]b
a

=
a+ b

2
,

et

E(X2) =
∫

R
x2f(x) dx =

∫ b

a

x2 dx

b− a
=

1
b− a

[x3

3

]b
a

=
a2 + ab+ b2

3
·

D’où :

Var(X) =
a2 + ab+ b2

3
− a2 + 2ab+ b2

4
=

(a− b)2

12
·

Théorème 57.Fonction caractéristique :

f̂(t) = exp
(
it
a+ b

2
)sin b− a

2
t

b− a

2
t

·

f̂(t) =
∫ b

a

eitx

b− a
dx =

1
b− a

[eitx
it

]b
a

=
eitb − eita

it(b− a)
·
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3.6.2 Loi exponentielle

La densité de la loi exponentielleE(α) est définie par :

f(x) =

{
0 si x < 0,

α e−αx si x ≥ 0.

0
x

f(x)

α

Théorème 58.Fonction caractéristique :

f̂(t) =
α

α− it
·

f̂(t) =
∫ ∞

0
αe(−α+it)x dx = α

[e(−α+it)x

−α+ it

]∞
0

=
α

α− it
·

Théorème 59.Espérance mathématique et variance :

E(X) =
1
α

, Var(X) =
1
α2
·

On applique le théorème49.

f̂ ′(t) =
iα

(α− it)2
· D’où : f̂ ′(0) =

i

α
= iE(X) et doncE(X) =

1
α
·

f̂ ′′(t) =
−2α

(α− it)3
· D’où : f̂ ′′(0) =

−2
α2

= −E(X2). DoncE(X2) =
2
α2

et

Var(X) =
2
α2

−
( 1
α

)2 =
1
α2
·

Théorème 60 (Propriété caractéristique).SoitX la variable aléatoire représentant la durée de vie
d’un système etY celle représentant la durée de survie du même système :

Y = X− τ sachant queX ≥ τ.

1. SiX suit la loi exponentielleE(α) alorsY suit la même loi exponentielle.

2. SiX etY suivent la même loi c’est une loi exponentielle.
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1. On a :

FY(y) = P(Y < y) = P(X− τ < y | X ≥ τ) = P(X < y + τ | X ≥ τ).

D’où :
• Si y ≤ 0 : FY(y) = 0.
• Si y > 0 :

FY(y) =
P(τ ≤ X < τ + y)

P(X ≥ τ)
=
FX(y + τ)− FX(τ)

1− FX(τ)
=

(1− e−α(y+τ))− (1− e−ατ )
1− (1− e−ατ )

= 1− e−αy.

2. On a vu :

FY(y) =
P(τ ≤ X < τ + y)

P(X ≥ τ)
·

Donc :
• Si y ≤ 0 : FY(y) = 0.
• Si y > 0 :

FY(y) =
FX(y + τ)− FX(τ)

1− FX(τ)
= FX(y) par hypothèse.

La fonctionG définie parG(x) = 1− FX(x) vérifie donc :

∀y ∈ R+, G(y + τ) = G(y)G(τ).

D’où G(0) = 1 et

G(y + τ)−G(τ)
(y + τ)− τ

=
G(τ)

(
G(y)−G(0)

)
y

=⇒
y→0

G′(τ) = G(τ)G′(0).

On intègre immédiatement :

G(τ) = e−ατ oùα = −G′(0).

D’où, en reportant :
FX(x) = FY(x) = 1− e−αx si x ≥ 0.

Théorème 61.Supposons que les variables aléatoiresXk sont mutuellement indépendantes et suivent
la même loi exponentielleE(α) ; supposons que la variable aléatoireN est indépendante de chaque
Xk et suit la loi géométriqueG(p). Alors la variable aléatoire

R =
N∑
k=1

Xk

suit la loi exponentielleE(αp).

La fonction génératrice de la loi géométriqueG(p) estgN(s) =
ps

1− qs
. D’après le théorème55

f̂R(t) = gN
(
f̂Xk

(t)
)

= gN
( α

α− it

)
=

p α
α−it

1− q α
α−it

=
αp

αp− it

qui est la fonction caractéristique de la loi exponentielleE(αp).
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3.6.3 Loi normale (ou loi de LAPLACE -GAUSS)

Loi normale à une dimension

La densité de la loi normale
N (m, σ) est définie par :

f(x) =
1

σ
√

2π
exp
(
−(x−m)2

2σ2

)
.

0
x

f(x)

m m+ σ m+ 3σm− 3σ

La fonction de répartition de la
loi normale ne peut s’exprimer
à l’aide des fonctions élémen-
taires ; il faut utiliser une table
spéciale (cf. page150).

0
x

F (x)

m

1
2

1

Théorème 62.La fonction caractéristique de la loi normaleN (m, σ) est définie par :

f̂(t) = exp
(
itm− σ2t2

2
)
.

On cherche d’abord la fonction caractéristiqueϕ̂ de la loi
normale réduiteN (0, 1) :

ϕ̂(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
exp
(
−x

2

2
)
exp(itx) dx.

On intègre la fonctiong(z) = exp
(
−z

2

2
)
, holomorphe sur

C, sur le lacet ci-contre. (Voir, par exemple [3].)

0
x

y

−r r

t

Lorsquer tend vers l’infini on obtient :

0 =
∫ r

−r
exp
(
−x

2

2
)
dx︸ ︷︷ ︸

→
√

2π

+i
∫ t

0
exp
(
−1

2
(r + iy)2

)
dy︸ ︷︷ ︸

→ 0

−
∫ r

−r
exp
(
−1

2
(−x+ it)2

)
dx︸ ︷︷ ︸

→ exp
( t2

2
)√

2πϕ̂(t)

+i
∫ 0

t
exp
(
−1

2
(−r + iy)2

)
dy︸ ︷︷ ︸

→ 0

.

D’où : ϕ̂(t) = exp
(
− t

2

2
)
.
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On obtient le résultat annoncé en appliquant la dernière propriété du théorème47.

Théorème 63.Espérance mathématique et variance :

E(X) = m, Var(X) = σ2.

f̂ ′(t) = (im− σ2t) exp
(
itm− σ2t2

2
)
. D’où : f̂ ′(0) = im etE(X) = m.

f̂ ′′(t) =
(
(im− σ2t)2 − σ2

)
exp
(
itm− σ2t2

2
)
. D’où : f̂ ′′(0) = −m2 − σ2 etE(X2) = m2 + σ2.

Donc :
Var(X) = (m2 + σ2)−m2 = σ2.

Théorème 64.Si X suit la loi normaleN (m,σ) alors Y = aX + b, aveca 6= 0, suit la loi normale
N (am+ b, |a|σ).

D’après la dernière propriété du théorème47 :

f̂Y(t) = eitbf̂X(at) = exp(itb) exp
(
i(at)m− σ2

2
(at)2

)
= exp

(
i(am+ b)t− (aσ)2

2
t2
)

qui est la fonction caractéristique de la loi normaleN (am+ b, |a|σ).

Théorème 65 (stabilité).La somme de deux variables normales indépendantes suit une loi normale.
Plus précisément siX suit la loi normaleN (m1, σ1), si Y suit la loi normaleN (m2, σ2) et siX et
Y sont indépendantes, alorsX + Y suit la loi normaleN (m1 +m2,

√
σ1

2 + σ2
2).

D’après le théorème54 :

f̂(X,Y)(t) = f̂X(t)f̂Y(t) = exp
(
itm1−

σ2
1

2
t2
)
exp
(
itm2−

σ2
2

2
t2
)

= exp
(
it(m1 +m2)−

σ2
1 + σ2

2

2
t2
)
.

Théorème 66.SoientX1, X2,. . . , Xn n variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la
même loi normaleN (m, σ) ; leur moyenneY = 1

n

∑n
i=1 Xi suit la loi normaleN (m, σ√

n
).

On montre comme pour le théorème précédent que la sommeZ suit la loi normaleN (nm, σ
√
n).

PuisqueY = Z/n on applique la dernière propriété du théorème47 :

f̂Y(t) = f̂Z(
t

n
) = exp

(
itm− σ2

2n
t2
)
.
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Vecteur gaussien

Définition 29. Un vecteur aléatoireX = (X1, X2, . . . , Xn) est ditgaussien(non dégénéré) si sa
densité est de la forme :

f(x) = α exp
(
−1

2
(x−m)T q(x−m)

)
où x ∈ Rn etm ∈ Rn sont représentés par des matrices colonnes etq ∈ Mn(R) est symétrique,
définie, positive.

Cas particulier important :

Définition 30. Un couple aléatoire(X, Y) est dit
gaussien(non dégénéré) si sa densité est de la
forme :

f(x, y) = α exp
(
−1

2
Q(x, y)

)
oùQ(x, y) = A(x − a)2 + 2B(x − a)(y − b) +
C(y−b)2 est une forme quadratique définie positive
en(x−a) et(y−b) : A > 0,C > 0 etB2−AC < 0.

Théorème 67.SoitX un vecteur gaussien :

α =

√
det q
(2π)n

, E(X) = m et Var(X) = q−1.

On noteraN (m, c) la loi deX où c = q−1 est la matrice de covariance et dont la densité est donc :

f(x) =
1

(2π)n/2
√

det c
exp
(
−1

2
(x−m)T c−1(x−m)

)
.

Remarque : la notation utilisée pour la loi normale n’est pas exactement la même dans le cas d’une
variable aléatoire ou dans celui d’un vecteur (écart-type remplacé par matrice de covariance).

D’après le théorème45 la densité du vecteur aléatoireY = X−m est :

fY(y) = fX(y +m) = α exp
(
−1

2
yT qy

)
.

Par raison de symétrie on aE(Y) = 0 et doncE(X) = E(Y) +m = m.

Puisqueq est symétrique, définie et positive, il existe une matrice orthogonaleu telle que

d = u−1qu = uT qu

est diagonale avec des éléments diagonaux (valeurs propres)λj strictement positifs.
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SoitZ = uTX ; d’après le théorème45 la densité deZ = (Z1, Z2, . . . , Zn) est :

fZ(z) =
1

|detu|︸ ︷︷ ︸
=1

fX(uz) = α exp
(
−1

2
(uz)T q(uz)

)
= α exp

(
−1

2
zT (uT qu︸ ︷︷ ︸

=d

)z
)

= α exp
(
−1

2

n∑
j=1

λjz
2
j

)
= α

n∏
j=1

exp
(
−1

2
λjz

2
j

)
=

n∏
j=1

fZj
(zj).

Les variables aléatoiresZj sont indépendantes et suivent les lois normalesN (0, σj) avecλj = 1
σ2

j
:

fZ(z) =
n∏
j=1

1
σj
√

2π
exp
(
−
z2
j

2σ2
j

)
=

1
(2π)n/2

∏n
j=1 σj

exp
(
−1

2

n∑
j=1

z2
j

σ2
j

)
.

Donc
1
α

= (2π)n/2
n∏
j=1

σj et α2 =
1

(2π)n

n∏
j=1

λj =
det q
(2π)n

·

Enfin :
Var(X) = E(XXT ) = E

(
(uZ)(uZ)T

)
= uE(ZZT )uT = ud−1uT = q−1.

Corollaire 2. Si le couple(X, Y) est gaussien les variables marginalesX etY sont gaussiennes.
Dans ce cas siX suit la loiN (m1, σ1) etY la loi N (m2, σ2) et si leur coefficient de corrélation est
égal àρ la densité du couple(X, Y) est :

f(x, y) =
exp
[
− 1

2(1− ρ2)

((x−m1

σ1

)2 − 2ρ
(x−m1)(y −m2)

σ1σ2
+
(y −m2

σ2

)2)]
2πσ1σ2

√
1− ρ2

·

On a :

q−1 = Var
(
(X,Y)

)
=
(

Var(X) Cov(X,Y)
Cov(Y,X) Var(Y)

)
=
(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
.

D’où :

det q−1 = σ2
1σ

2
2(1− ρ2), et q =

1
σ2

1σ
2
2(1− ρ2)

(
σ2

2 −ρσ1σ2

−ρσ1σ2 σ2
1

)
.

Enfin :

α =

√
1

(2π)2σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

=
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

et

Q(x, y) =
(
x−m1 y −m2

)
q

(
x−m1

y −m2

)
=

1
1− ρ2

((x−m1

σ1

)2 − 2ρ
(x−m1)(y −m2)

σ1σ2
+
(y −m2

σ2

)2)
.
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Théorème 68.Si le couple(X, Y) est gaussien et siρ(X, Y) = 0 les deux variables sont indépen-
dantes.

En reportantρ = 0 dans l’expression de la densité du couple on voit quef(x, y) = fX(x)fY(y).

Attention : il se peut queX et Y soient gaussiennes sans que le couple(X,Y) soit gaussien, auquel
cas on ne peut conclure à l’indépendance lorsqueρ(X, Y) = 0.
Exemple
Considérons le couple aléatoire (non gaussien. . . ) de densité

f(x, y) =
1

4π
√

1− r2

(
exp
(
−x

2 − 2rxy + y2

2(1− r2)
)

+ exp
(
−x

2 + 2rxy + y2

2(1− r2)
))

où − 1 < r < 1.

Les variables marginalesX etY suivent la loi normale réduite. En effet :

fX(x) =
1

4π
√

1− r2

{∫ ∞

−∞
exp
(
−(y − rx)2

2(1− r2)
− x2

2
)
dy +

∫ ∞

−∞
exp
(
−(y + rx)2

2(1− r2)
− x2

2
)
dy

}
=

√
2
π

exp
(
−x

2

2
) ∫ ∞

0
exp(−u2) du en posantu =

y ± rx√
2(1− r2)

,

=
1√
2π

exp
(
−x

2

2
)
.

Elles ne sont pas indépendantes carf(x, y) 6= fX(x)fY(y) bien queCov(X,Y) = E(XY) = 0 à
cause de la parité def(x, y) par rapport àx et par rapport ày.

Fonction caractéristique

Théorème 69.Le vecteurX = (X1, X2, . . . , Xn) est gaussien de loiN (m, c), oùc est la matrice de
covariance, si et seulement si la fonction caractéristique deX est définie par :

∀t ∈ Rn, f̂X(t) = exp
(
itTm− 1

2
tT c t

)
.

1. Supposonsm = 0. Pour toutλ deRn on a, d’après le théorème22 :

E(λTX) = 0 et σ2 = Var(λT X) = λT c λ.

La fonction caractéristique deλT X est donc, d’après le théorème62 :

f̂λT X(u) = exp
(
−1

2
σ2u2

)
= exp

(
−1

2
λT cλu2

)
En appliquant le corollaire1 :

f̂X(uλ) = f̂λT X(u) = exp
(
−1

2
(uλ)T c (uλ)

)
.

En posantt = uλ on obtient :

f̂X(t) = exp
(
−1

2
tT c t

)
.
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2. Lorsquem 6= 0 on remarque que :

f̂X+m(t) = E
(
exp
(
itT (X +m)

))
= exp(itTm)f̂X(t).

La réciproque résulte du théorème48.

Corollaire 3. SoitX = (X1, X2, . . . , Xn) un vecteur gaussien de loiN (m, c) : Y = aX + b, où
a ∈MR(m,n) et b ∈ Rm, est un vecteur gaussien de loiN (am+ b, a c aT ).

D’après la dernière propriété du théorème47on a :

f̂Y(t) = exp(itT b)f̂X(aT t) = exp
(
itT b+ i(aT t)Tm− 1

2
(aT t)T c(aT t)

)
= exp

(
itT (am+ b)− 1

2
tT (acaT )t

)
.

On retrouve (voir théorème22) :

E(Y) = aE(X) + b et Var(Y) = aVar(X)aT .

Calculs numériques

On dispose de tables numériques donnant les valeurs de la densitéϕ et de la fonction de répartitionΦ
de la loi normale réduiteN (0, 1) (voir page150) ; les valeurs de la fonction de répartitionFX et de
la densitéfX d’une variableX suivant la loi normaleN (m, σ) s’en déduisent :

FX(x) = Φ
(x−m

σ

)
, fX(x) =

1
σ
ϕ
(x−m

σ

)
.

D’après le théorème64si X suit la loi normaleN (m σ) alorsX∗ =
X−m

σ
, variable réduite associée,

suit la loi normale réduite.

FX(x) = P(X < x) = P
(
X∗ <

x−m

σ

)
= Φ

(x−m

σ

)
.

En dérivant :

fX(x) =
1
σ
ϕ
(x−m

σ

)

3.6.4 Loi gamma

Définition 31. La variable aléatoireX suit la loi γ(a) si sa densité est définie par :

fX(x) =


1

Γ(a)
xa−1e−x si x > 0,

0 sinon,

oùa est un paramètre réel strictement positif.
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La fonction eulérienne de deuxième espèceΓ est définie à la page145.

0
x

fX(x)

0, 5

1

2 4 6 8 10

0 < a < 1

a = 1

1 < a < 2

a = 2

a > 2

Théorème 70.La fonction caractéristique de la loiγ(a) est :

f̂X(t) =
1

(1− it)a
·

La fonction caractéristique est définie par

f̂X(t) =
∫ ∞

0

1
Γ(a)

xa−1e−x(1−it) dx.

On applique le théorème des résidus en intégrant
sur le lacetγ ci-contre la fonction

g(z) =
1

Γ(a)
za−1e−z.

0
x

y

rε

γ1

γ2

On obtient lorsquer tend vers l’infini etε tend vers zéro :∫ r

ε

(1− it)a

Γ(a)
xa−1e−x(1−it) dx︸ ︷︷ ︸

→(1−it)af̂X(t)

+
∫
γ1

f(z) dz︸ ︷︷ ︸
→0

+
∫ ε

r

1
Γ(a)

xa−1e−x dx︸ ︷︷ ︸
→−1

+
∫
γ2

f(z) dz︸ ︷︷ ︸
→0

= 0.

D’où :

f̂X(t) =
1

(1− it)a
·

Théorème 71.Espérance mathématique et variance :

E(X) = Var(X) = a.

Ce résultat est immédiat
– soit à partir de la définition ;
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– soit en utilisant le théorème49.

Théorème 72 (stabilité). Si les variables aléatoiresX et Y suivent les loisγ(a) et γ(b) et sont
indépendantes leur sommeZ = X + Y suit la loi γ(a+ b).

D’après le théorème54

f̂Z(t) = f̂X(t)f̂Y(t) =
1

(1− it)a
1

(1− it)b
=

1
(1− it)a+b

·

On peut généraliser la définition.

Définition 32. Soientλ (facteur d’échelle) eta (facteur de forme) deux paramètres réels strictement
positifs. La variable aléatoireT suit la loi γ(a, λ) si sa densité est définie par :

fT(t) =


λ

Γ(a)
(λt)a−1e−λt si t > 0,

0 sinon.

Remarques

1. La loi γ(a, 1) est la loiγ(a).

2. La loi γ(1, λ) est la loi exponentielleE(λ).

Théorème 73.Soitα > 0.

T suit la loi γ(a, λ) ⇐⇒ U = αT suit la loi γ(a,
λ

α
).

En particulier :T suit la loiγ(a, λ) ⇐⇒ X = λT suit la loiγ(a).

1. Supposons queT suit la loiγ(a, λ). La fonction de répartition deU = αT est :

FU(u) = P(U < u) = P
(
T <

u

α

)
= FT

(u
α

)
.

On obtient la densité de probabilité en dérivant :

fU(u) =
1
α
fT

(u
α

)
=

∣∣∣∣∣∣
λ/α

Γ(a)
(λ
α
u
)a−1

e−
λ
α
u si u > 0,

0 sinon.

DoncU suit la loiγ(a, λ
α).

2. Supposons queU suit la loiγ(a, λ
α). On a, pour toutϕ ∈ D1 :

E
(
ϕ(T)

)
= E

(
ϕ
(U
α

))
=
∫ ∞

−∞
ϕ
(u
α

)
fU(u) du

=
∫ ∞

−∞
ϕ(t)fU(αt)αdt, en posantu = αt.

Donc, d’après le théorème44 :

fT(t) = αfU(αt) =
λ

Γ(a)
(λt)a−1e−λt si t > 0.
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Remarque : nous avons utilisé deux méthodes différentes à titre d’exemple et de comparaison.

Théorème 74.SiT suit la loi γ(a, λ) on a :

E(T) =
a

λ
et Var(T) =

a

λ2
·

La variable aléatoireX = λT suit la loiγ(a) ; donc :

E(T) = E
(X
λ

)
=

1
λ
E(X) =

a

λ
et Var(T) = Var

(X
λ

)
=

1
λ2

E(X) =
a

λ2
·

Théorème 75 (stabilité).Si les variables aléatoiresT etU suivent les loisγ(a, λ) etγ(b, λ) et sont
indépendantes leur somme suit la loiγ(a+ b, λ).

On poseX = λT etY = λU et on applique le théorème72.

Théorème 76.La fonction caractéristique de la loiγ(a, λ) est :

f̂(t) =
1

(1− it/λ)a
·

Si T suit la loiγ(a, λ) alorsX = λT suit la loiγ(a) ; on applique le théorème47 :

f̂T(t) = f̂X/λ(t) = f̂X

( t
λ

)
=

1
(1− it/λ)a

.

Théorème 77.SiX suit la loi normale réduite alorsV =
X2

2
suit la loi γ(1

2).

On applique le théorème44. Pour toute fonctionϕ appartenant àD1 :

E
(
ϕ(V)

)
= E

(
ϕ
(X2

2
))

=
∫ ∞

−∞
ϕ
(x2

2
) 1√

2π
exp
(
−x

2

2
)
dx

=

√
2
π

∫ ∞

0
ϕ
(x2

2
)
exp
(
−x

2

2
)
dx =

√
2
π

∫ ∞

0
ϕ(v)e−v

dv√
2v

, oùx =
√

2v.

D’où :

fV(v) =

∣∣∣∣∣∣
1√
π
v−1/2e−v =

1
Γ(1/2)

v−1/2e−v si v > 0,

0 sinon.

DoncV suit la loiγ(1
2).

Théorème 78.SiX1, X2,. . .,Xn suivent la loi normale réduite et sont indépendantes alors

W =
1
2

n∑
k=1

Xk
2

suit la loi γ(n2 ).

Les variables aléatoiresVk =
X2
k

2
sont indépendantes et suivent toutes la loiγ(1

2) ; d’après le théo-

rème72W =
∑n

k=1 Vk suit la loiγ(n2 ).
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3.6.5 Loi bêta

Théorème 79.SoientX et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les loisγ(a) et γ(b)

respectivement. La variable aléatoireZ =
X

Y
suit la loi β(a, b) (loi bêta de deuxième espèce) dont la

densité est définie par :

fZ(z) =


1

B(a, b)
za−1

(z + 1)a+b
si z > 0,

0 sinon.

La fonction eulérienne de première espèceB est définie à la page145.

La fonction de répartition de la variable aléatoireZ est nulle surR− ; surR+ on a :

FZ(z) = P(
X

Y
< z) =

∫∫
Dz

f(X, Y)(x, y) dx dy

oùDz = {(x, y) ∈ (R+)2 | x < z y} et, les variables aléatoiresX etY étant indépendantes,

f(X, Y)(x, y) = fX(x) fY(y) =
(xa−1e−x

Γ(a)

)(yb−1e−y

Γ(b)

)
si (x, y) ∈ (R+)2.

On effectue le changement de variables défini par :{
x = u,

y =
u

v
·

On obtient

FZ(z) =
∫ z

0

(∫ ∞

0

ua−1e−u

Γ(a)
1

Γ(b)

(u
v

)b−1
e−

u
v
u

v2
du

)
dv

puis la densité de probabilité deZ en dérivant par rapport àz

fZ(z) =
1

Γ(a)Γ(b)zb+1

∫ ∞

0
ua+b−1 exp

(
−(1 +

1
z
)u
)
du.

On pose :t = (1 +
1
z
)u.

fZ(z) =
za−1

Γ(a)Γ(b)(z + 1)a+b

∫ ∞

0
ta+b−1e−t dt

=
za−1Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)(z + 1)a+b
=

1
B(a, b)

za−1

(z + 1)a+b
·

Théorème 80.Espérance mathématique et variance.

E(Z) =
a

b− 1
(b > 1) et Var(Z) =

a(a+ b− 1)
(b− 1)2(b− 2)

(b > 2).
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E(Zr) =
1

B(a, b)

∫ ∞

0

za+r−1

(z + 1)a+b
dz. On pose :u =

z

z + 1
·

=
1

B(a, b)

∫ 1

0

(
u

1−u
)a+r−1

( 1
1−u)a+b

du

(1− u)2
=

1
B(a, b)

∫ 1

0
ua+r−1(1− u)b−r−1 du︸ ︷︷ ︸

=B(a+r,b−r)

=
B(a+ r, b− r)

B(a, b)
si r < b.

D’où

E(Z) =
B(a+ 1, b− 1)

B(a, b)
=

Γ(a+ 1)Γ(b− 1)
Γ(a)Γ(b)

=
a

b− 1
si b > 1,

E(Z2) =
B(a+ 2, b− 2)

B(a, b)
=

Γ(a+ 2)Γ(b− 2)
Γ(a)Γ(b)

=
a(a+ 1)

(b− 1)(b− 2)
si b > 2,

Var(Z) =
a(a+ 1)

(b− 1)(b− 2)
−
( a

b− 1

)2
=

a(a+ b− 1)
(b− 1)2(b− 2)

si b > 2.

3.6.6 Loi du khi-deux

Définition 33. SoientX1, X2,. . .,Xn des variables normales réduites indépendantes. Laloi du χ2 à
n degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire

χ2
n =

n∑
k=1

Xk
2.

On sait (cf. théorème78) queW =
1
2

n∑
k=1

Xk
2 suit la loi γ(n2 )· D’après le théorème73 la variable

aléatoireχ2
n = 2W suit donc la loiγ(n2 ,

1
2)·

La densité de la loi duχ2 àn degrés de liberté est donc définie par

fχ2
n
(u) =


1

2Γ(n2 )

(u
2

)n
2
−1
e−

u
2 si u > 0,

0 sinon,

et sa fonction caractéristique par

f̂χ2
n
(t) =

1
(1− 2it)n/2

·
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0
u

fχ2
n
(u)

0, 1

0.5

2 4 6 8 10

n = 1

n = 2

n = 3
n = 4

n > 4

D’après le théorème74, on obtient

E(χ2
n) = n et Var(χ2

n) = 2n.

Théorème 81 (Stabilité).SiX etY sont indépendantes et suivent respectivement les lois du khi-deux
à n1 etn2 degrés de liberté alors(X + Y) suit la loi du khi-deux à(n1 + n2) degrés de liberté.

La loi du khi-deux étant une loi gamma il suffit d’appliquer le théorème75. On peut également re-
marquer que(X+Y) est la somme des carrés de(n1+n2) variables normales réduites indépendantes.

Théorème 82. Soit X un vecteur gaussien de dimensionn de loi N (m, c) ; la variable aléatoire
Y = (X−m)T c−1 (X−m) suit la loi du khi-deux àn degrés de liberté.

On peut supposer, sans restreindre la généralité, quem = 0.
La matricec−1 est symétrique, définie positive : il existe une matrice orthogonaleu telle qued =
uT c−1 u soit diagonale, les éléments diagonaux étant strictement positifs. On a :

Y = XT c−1 X = XT u d uT X = (uT X)T d(uT X).

D’après le corollaire3 Z = uT X est un vecteur gaussien d’espérance nulle et dont la matrice de
covariance estuT c u = d−1. Donc

Y =
n∑
i=1

Z2
i

Var(Zi)

suit la loi du khi-deux àn degrés de liberté.

Approximations pour n grand

Théorème 83.La variable aléatoire
χ2
n − n√

2n
converge en loi vers une variable normale réduite.
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La convergence en loi est définie au paragraphe4.1.

Il suffit d’appliquer le théorème95 avecXn = Y2
n où Yn suit la loi normale réduite ; on trouve

immédiatementm = 1 etσ =
√

2. On aχ2
n = Sn ; d’où le résultat.

Théorème 84 (FISHER). La variable aléatoire
√

2χ2
n−

√
2n− 1 converge en loi vers une variable

normale réduite.

Déterminons la densité de probabilité deZ =
√

2χ2
n −

√
2n− 1. Pour toute fonctionϕ appartenant

àD1 :

E
(
ϕ(Z)

)
= E

(
ϕ(
√

2χ2
n −

√
2n− 1)

)
=
∫ ∞

0
ϕ(
√

2u−
√

2n− 1)
1

2Γ(n2 )
(u
2
)n

2
−1
e−

u
2 du

=
∫ ∞

−
√

2n−1
ϕ(z)

1
Γ(n2 )

(1
2
(z +

√
2n− 1)

)n−1
exp
(
−1

4
(
z +

√
2n− 1

)2)
dz

où l’on a posé :z =
√

2u−
√

2n− 1. Donc :

fZ(z) =

∣∣∣∣∣∣
0 si z < −

√
2n− 1,

1
Γ(n2 )

(1
2
(z +

√
2n− 1)

)n−1
exp
(
−1

4
(
z +

√
2n− 1

)2)
si z > −

√
2n− 1.

Soitz ∈ R fixé ; pourn assez grand on az > −
√

2n− 1 et donc :

ln
(
fZ(z)

)
= − ln

(
Γ(
n

2
)
)

︸ ︷︷ ︸
A

+(n− 1)
(
ln(z +

√
2n− 1)− ln 2

)︸ ︷︷ ︸
B

− 1
4
(z +

√
2n− 1)2︸ ︷︷ ︸
C

Or :

A = −n
2

lnn+
n

2
ln 2 +

n

2
+

1
2

lnn− 1
2

ln 2− 1
2

ln(2π) + o(1) (STIRLING),

B = (n− 1)
(
−1

2
ln 2 +

1
2

lnn+
z√
2n

− 1
4n

− z2

4n
+ o(

1
n

)
,

C = −z
2

4
+

1
4
− n

2
− z

2
√

2n− 1.

En regroupant et en simplifiant :

ln
(
fZ(z)

)
= −1

2
ln(2π)− z2

2
+ z

√
n

2
(
1−

√
1− 1

2n
)

+ o(1) −→
n→∞

−1
2

ln(2π)− z2

2
·

Donc :

fZ(z) −→
n→∞

1√
2π
e−

z2

2 .

Théorème 85 (WILSON -H ILFERTY ). La variable aléatoire√
9n
2

(
3

√
χ2
n

n
−
(
1− 2

9n
))

converge en loi vers une variable normale réduite.
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On pose :

Z =

√
9n
2

(
3

√
χ2
n

n
−
(
1− 2

9n
))
.

Par la même méthode que ci-dessus on obtient pourn grand, lorsquez est fixé :

fZ(z) =
1

Γ(n2 )
(n
2
)n−1

2

(
z

√
2
9n

+ 1− 2
9n

) 3n
2
−1

exp
(
−n

2
(
z

√
2
9n

+ 1− 2
9n
)3)

.

On développe comme ci-dessusln fZ(z) lorsquen tend vers l’infini ; on obtient :

fZ(z) −→
n→∞

1√
2π
e−

z2

2 .

Ces approximations donnent des résultats numériquement satisfaisants dès quen est supérieur à 30,
l’approximation de WILSON-HILFERTY étant un peu meilleure que celle de FISHER.

3.6.7 Loi de STUDENT

Définition 34. SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes,X suivant la loi normale réduite
etY la loi du χ2 à n degrés de liberté. La variable aléatoire

T =
X√
Y/n

suit la loi de STUDENT à n degrés de liberté.

Théorème 86.La densité de probabilité de la loi deSTUDENT à n degrés de liberté est définie par :

fT(t) =
1

√
nB(

1
2
,
n

2
) (1 +

t2

n
)

n+1
2

·

On a :Z =
T2

n
=

X2/2
Y/2

·

Or, d’après le théorème77 (page55), X2/2 suit la loiγ(1
2) et, d’après le théorème78, Y/2 suit la loi

γ(n2 ) ; d’autre part ces variables sont indépendantes. D’après le théorème79 la variable aléatoireZ
suit la loiβ(1

2 ,
n
2 ).

Par ailleurs

FT(−t) = P(T < −t) = P(X < −t
√

Y/n)
= P(X > t

√
Y/n), carX suit la loi normale réduite,

= P(T > t) = 1− FT(t) ;

donc la densité de probabilitéfT est paire et, pourt > 0 :

P(−t < T < t) = FT(t)− FT(−t) = 2FT(t)− 1
= P(T2 < t2) = P(Z < t2/n) = FZ(t2/n).
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En dérivant on obtient :

2fT(t) =
2t
n
fZ(t2/n)

et la densité de probabilité deT :

fT(t) =
t

n

1
B(1

2 ,
n
2 )

(t2/n)−1/2

(1 + t2/n)(n+1)/2
=

1
√
nB(1

2 ,
n
2 )(1 + t2/n)(n+1)/2

0
t

fT (t)

0, 1

0.4

−6 −4 −2 2 4 6

n = 1

n = 3

n = 10

L’espérance mathématique est définie sin > 1 ; elle est nulle puisque la densité de probabilité est
paire. La variance est définie pourn > 2 :

Var(T) = E(T2) = E(nZ) = n
1/2

n/2− 1
=

n

n− 2
·

Théorème 87.La loi deSTUDENT converge en loi vers une loi normale réduite.

La convergence en loi est définie au paragraphe4.1.
On a

B
(1
2

,n
2
)

=
Γ
(

1
2

)
Γ
(
n
2

)
Γ
(
n+1

2

) ∼
√
π

√
2π(n2 )(n−1)/2e−n/2

√
2π(n+1

2 )n/2e−(n+1)/2
∼
√
πe1/2

( n

n+ 1

)n/2(n
2

)−1/2
∼
√

2π
n

et (
1 +

t2

n

)(n+1)/2
=

√(
1 +

t2

n

)n(
1 +

t2

n

)1/2
−→
n→∞

et
2/2.

Donc :

fT(t) −→
n→∞

e−t
2/2

√
2π

·
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3.6.8 Loi de FISHER-SNEDECOR

Définition 35. SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois duχ2 à m et n
degrés de liberté respectivement. La variable aléatoire

Z =
X/m

Y/n

suit la loi de FISHER-SNEDECORà m et n degrés de liberté, notéeF(m,n).

Théorème 88.La densité de probabilité de la loiF(m,n) est définie par :

fm,n(z) =


(m/n)

m
2

B(m/2, n/2)
z

m
2
−1

(mn z + 1)
m+n

2

si z > 0,

0 sinon.

X suit la loiγ(m/2, 1/2), donc, d’après le théorème73, X/2 suit la loiγ(m/2) ; de mêmeY/2 suit
la loi γ(n/2).

D’après le théorème79 la variable aléatoireU =
X

Y
=

X/2
Y/2

suit la loiβ(m/2, n/2) dont la densité

est définie par :

fU(u) =


1

B(m/2, n/2)
u

m
2
−1

(u+ 1)
m+n

2

si u > 0,

0 sinon.

Or : Z =
X/m

Y/n
=

n

m
U. La fonction de répartition deZ est donc :

Fm,n(z) = P(Z < z) = P(U <
m

n
z) = FU(

m

n
z).

D’où la densité de probabilité cherchée :

fm,n(z) =
m

n
fU(

m

n
z) =


(m/n)

m
2

B(m/2, n/2)
z

m
2
−1

(mn z + 1)
m+n

2

si z > 0,

0 sinon.

0
z

fm,n(z)

0, 1

1

1 5

n = 8

m = 1
m = 4
m = 8
m = 20
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L’espérance mathématique et de la variance se déduisent immédiatement de celles de la loi bêta :

E(Z) =
n

m
E(U) =

n

m

m/2
n/2− 1

=
n

n− 2
pourn > 2,

Var(Z) =
( n
m

)2Var(U) =
n2

m2

m/2
(
(m+ n)/2− 1

)
(n/2− 1)2(n/2− 2)

=
2n2(m+ n− 2)
m(n− 2)2(n− 4)

pourn > 4.

Théorème 89.SiZ suit la loiF(m,n) alors
1
Z

suit la loiF(n,m) ; donc :

Fn,m(t) = 1− Fm,n(
1
t
).

En échangeant les rôles deX etY on échangem etn. Alors :

Fn,m(t) = P(
1
Z
< t) = P(Z >

1
t
) = 1− Fm,n(

1
t
).

Théorème 90. Le carré d’une variable deSTUDENT à n degrés de liberté suit la loi deFISHER-
SNEDECORF(1, n).

Si T suit la loi de STUDENT àn degrés de liberté on peut poserT =
X√
Y/n

oùX suit la loi normale

réduite etY la loi du khi-deux àn degrés de liberté. On a alorsZ = T2 =
X2

Y/n
où X2 suit la loi du

khi-deux à un degré de liberté ; la conclusion découle de la définition de la loi de FISHER-SNEDECOR.
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Chapitre 4

Convergences stochastiques

4.1 Différents types de convergence

4.1.1 Convergence en loi

Définition 36. Soit (Ω, E ,P) un espace probabilisé ; soit(Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires
définies sur l’espace probabilisable(Ω, E) et soitX une variable aléatoire définie sur le même espace.
La suite(Xn)n≥1 convergeen loi versX si la suite des valeursFXn(x) des fonctions de répartition
converge versFX(x) en tout pointx oùFX est continue.

On note :Xn
L−→ X.

Le théorème suivant, que nous admettons, est souvent utilisé pour démontrer la convergence en loi.

Théorème 91 (Paul LÉVY ).

1. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires qui converge en loi vers la variable aléatoireX.
La suite des fonctions caractéristiques(f̂Xn) converge vers la fonction caractéristique deX, la
convergence étant uniforme sur tout intervalle borné.

2. Si la suite des fonctions caractéristiques(f̂Xn) converge simplement vers une fonctionϕ conti-
nue à l’origine, alors :

(a) ϕ est une fonction caractéristique ;

(b) la suite(Xn) converge en loi vers une variable aléatoireX ayantϕ pour fonction carac-
téristique.

4.1.2 Convergence en probabilité

Définition 37. Soit (Ω, E ,P) un espace probabilisé ; soit(Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires
définies sur l’espace probabilisable(Ω, E) et soitX une variable aléatoire définie sur le même espace.
La suite(Xn)n≥1 convergeen probabilitéversX si

∀ε > 0, P
(
|Xn − X| > ε

)
−−−→
n→∞

0.

On note :Xn
p−→ X.

Théorème 92.La convergence en probabilité entraîne la convergence en loi.
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Démontrons d’abord le lemme suivant.

Lemme 1. Soit(X,Y) un couple aléatoire. On a, pour toutη > 0 :∣∣FX(x)− FY(x)
∣∣ ≤ FX(x+ η)− FX(x− η) + P

(
|X− Y| > η

)
.

De

(Y < x) =
(
(Y < x) ∩ (X < x+ η)

)
∪
(
(Y < x) ∩ (X ≥ x+ η)

)
⊂ (X < x+ η) ∪

(
|X− Y| > η

)
on déduit

FY(x) ≤ FX(x+ η) + P
(
|X− Y| > η

)
.

De même, de

(X < x− η) =
(
(X < x− η) ∩ (Y < x)

)
∪
(
(X < x− η) ∩ (Y ≥ x)

)
⊂ (Y < x) ∪

(
|X− Y| > η

)
on déduit

FX(x− η) ≤ FY(x) + P
(
|X− Y| > η

)
.

D’où :
FX(x− η)− P

(
|X− Y| > η

)
≤ FY(x) ≤ FX(x+ η) + P

(
|X− Y| > η

)
.

Par ailleurs, puisqueFX est croissante :

FX(x− η) ≤ FX(x) ≤ FX(x+ η).

Le lemme s’en déduit par soustraction membre à membre.

Montrons le théorème.
RemplaçantY parXn dans le lemme nous obtenons :

∀n ≥ 1, ∀η > 0,
∣∣FX(x)− FXn(x)

∣∣ ≤ FX(x+ η)− FX(x− η) + P
(
|X− Xn| > η

)
.

Soitε > 0.
– Supposons queFX est continue enx :

∃α > 0, 0 < η < α⇒ FX(x+ η)− FX(x− η) ≤ ε

2
·

On choisit une valeurη0 deη vérifiant cette inégalité :

FX(x+ η0)− FX(x− η0) ≤
ε

2
·

– Supposons que(Xn)n≥1 converge en probabilité versX : P
(
|Xn − X| > η0

)
−−−→
n→∞

0.

Donc :
∃N ∈ N, n ≥ N ⇒ P

(
|X− Xn| > η0

)
≤ ε

2
·

On en déduit

n ≥ N ⇒
∣∣FX(x)− FXn(x)

∣∣ ≤ FX(x+ η0)− FX(x− η0)︸ ︷︷ ︸
≤ε/2

+ P
(
|X− Xn| > η0

)︸ ︷︷ ︸
≤ε/2

≤ ε,

c’est-à-dire :FXn(x) −−−→
n→∞

FX(x) ; la suite(Xn)n≥1 converge en loi versX.

Il existe d’autres types de convergence stochastique : en moyenne quadratique, presque sûre. . . On
pourra consulter à ce sujet [8] ou [16] par exemple.
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4.2 Loi faible des grands nombres

Théorème 93.Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires deux à deux non corrélées et suivant

la même loi d’espérance mathématiquem et d’écart-typeσ. La moyenneXn =
1
n

n∑
k=1

Xk converge

en probabilité versm, c’est-à-dire que l’on a :

∀ε > 0, P(|Xn −m| ≥ ε) −−−→
n→∞

0.

On a immédiatement :E(Xn) = m et Var(Xn) =
σ2

n
. On applique l’inégalité de BIENAYMÉ -

TCHEBYCHEV (théorème24) :

P(|Xn −m| ≥ ε) = P(|Xn −E(Xn)| ≥ ε) ≤ Var(Xn)
ε2

=
σ2

nε2
−−−→
n→∞

0.

Théorème 94 (Jacques BERNOULLI ).
La fréquence d’apparition d’un événement dans un grand nombre d’épreuves indépendantes converge
en probabilité vers la probabilité de cet événement lorsque le nombre d’épreuves tend vers l’infini.

On considère les variables aléatoiresXk définies par :

Xk =
∣∣∣∣ 1 si l’événement est réalisé à lak-ième épreuve,

0 sinon.

La fréquence d’apparition de l’événement enn épreuves estXn =
1
n

n∑
k=1

Xk. On a

E(Xn) = p et Var(Xn) = p(1− p)

oùp représente la probabilité de l’événement.
On applique le théorème précédent : la fréquenceXn converge en probabilité vers la probabilitép de
l’événement.

4.3 Théorème central limit

Théorème 95 (LINDEBERG -L ÉVY ).
Soit une suite(Xn)n≥1 de variables aléatoires indépendantes et de même loi, possédant une espérance

mathématiquem et une varianceσ2. On pose :Sn =
n∑
k=1

Xk et Xn =
Sn
n

; la suite des variables

réduites

S∗n =
Sn −E(Sn)
σ(Sn)

=
Sn − nm

σ
√
n

=
Xn −m

σ/
√
n

converge en loi vers une variable normale réduite.
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D’après le théorème49 la fonction caractéristiqueϕ deXk −m s’écrit :

ϕ(t) = 1− σ2

2
t2 + o(t2).

En appliquant les théorèmes47et54on obtient la fonction caractéristique deS∗n =
∑n

k=1(Xk −m)
σ
√
n

:

f̂S∗n(t) =
(
ϕ
( t

σ
√
n

))n
=
(
1− t2

2n
+ o
( t2
n

))n
−−−→
n→∞

exp
(
− t

2

2
)

Le théorème91permet de conclure.

4.4 Application : approximations de la loi binomiale

Lorsquen est grand le calcul de la probabilitéb(k, n, p) =
(
n
k

)
pkqn−k est délicat ; on peut en donner

deux approximations correspondant à deux domaines de validité.

4.4.1 Approximation normale

Théorème 96 (MOIVRE -L APLACE ).
Soit une suite de variables aléatoiresSn suivant la loi binomialeB(n, p) ; la suite des variables

réduitesS∗n =
Sn − np
√
npq

converge en loi vers une variable normale réduite :

P(a ≤ S∗n < b) −−−→
n→∞

Φ(b)− Φ(a).

Il suffit d’appliquer le théorème95en prenant pour loi deXn la loi de BERNOULLI B(1, p).

Une valeur approchée deb(k, n, p) lorsquen est « grand » est :
1

√
npq

ϕ
(k − np
√
npq

)
.

En pratique les approximations sont convenables

1. lorsquep est voisin de 0.5 etn ≥ 10,

2. lorsquen ≥ 50.

4.4.2 Approximation de POISSON

Théorème 97.Supposons que, pour toutn, la variable aléatoireXn suit la loi binomialeB(n, pn)
avecn pn −−−→

n→∞
µ ; la suite(Xn)n∈N∗ converge en loi vers une variable dePOISSONde loiP(µ) :(

n

k

)
pkn(1− pn)n−k −−−→

n→∞
e−µ

µk

k!
·

On pose :un = npn ; par hypothèse :un −−−→
n→∞

µ.(
n

k

)
pkn(1− pn)n−k =

1
k!

n!
(n− k)!

(un
n

)k(1− un
n

)n−k
.

Or :
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• n!
(n− k)!

= nk
k−1∏
i=1

(
1− i

n

)
∼ nk ;

•
(un
n

)k ∼ (µ
n

)k
;

• ln
((

1− un
n

)n−k) = (n− k) ln
(
1− un

n

)
−−−→
n→∞

−µ.

Donc : (
n

k

)
pkn(1− pn)n−k −−−→

n→∞
e−µ

µk

k!
·

Remarque : puisquen pn tend vers une limite finie,pn tend vers zéro lorsquen tend vers l’infini ;
l’approximation de POISSONdeb(k, n, p) est valable pour les « petites » valeurs dep. En pratique
elle donne des résultats convenables lorsquep < 0.2 et 10 < np < 50. Sinon il vaut mieux utiliser
l’approximation normale.

0 1 10

0, 1

0, 2

0, 3

n = 40

p = 0, 05

Loi binomiale

Approximation de Poisson

Approximation normale

0 1 10

0, 1

0, 2

0, 3

n = 10

p = 0, 4

Loi binomiale

Approximation de Poisson

Approximation normale
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Chapitre 5

Chaînes de MARKOV

5.1 Introduction

Définition 38. Un processus aléatoireest une application d’un ensembleT inclus dansR dans un
ensemble de variables aléatoires prenant leurs valeurs dans un ensembleE :

t ∈ T −→ (Xt : Ω → E)

On peut distinguer différents cas :
– T est discret : le processus est dit discret. On peut avoir :

– T est fini :T = {t0, t1, . . . , tn} ou, plus simplement,T = {0, 1, . . . , n},
– T est dénombrable :T = {t0, t1, . . . , tn, . . .} ouT = N.

– T est continu : le processus est dit permanent. En généralT est un intervalle deR, par exemple
T = [0, ∞[.

– L’ensembleE des états (espace d’états) peut être fini, dénombrable ou continu.

Exemple 5.1.1.Lancers successifs d’un dé : on choisitT = N∗ etE = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. C’est un
processus discret à espace d’états fini.

∀k ∈ T , ∀i ∈ E, P (Xk = i) =
1
6
·

Exemple 5.1.2.Cheminement aléatoire dans le plan : aux instants 0, 1,. . . un mobile, initialement en
O, se déplace d’une unité parallèlement à l’un des axes. On choisitT = N etE = Z 2. C’est un
processus discret à espace d’états dénombrable.

Exemple 5.1.3.Processus dePOISSON: T = [0, ∞[ etE = N avec

P (Xt = k) = e−λt
(λt)k

k!
·

C’est un processus permanent à espace d’états dénombrable.

5.2 Définition

Définition 39. Unechaîne de MARKOV est un processus aléatoire discret oùT = N,
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– E = N si l’espace d’états est dénombrable,
– E = {1, 2, . . . , r} si l’espace d’états est fini,
tel que

∀n ∈ N, ∀m < n, ∀0 ≤ j1 < j2 < . . . < jm < n, ∀i, i1, i2, . . . , im ∈ E,

P
(
Xn = i |

m⋂
k=1

(Xjk = ik)
)

= P
(
Xn = i | Xjm = im

)
.

En d’autres termes l’état présent résume toute l’information utile pour connaître le comportement
futur. On a :

P (Xn+1 = j) = P
(⋃
i∈E

[
(Xn = i) ∩ (Xn+1 = j)

])
=
∑
i∈E

P (Xn = i) P (Xn+1 = j | Xn = i).

Si l’espaceE des états estfini on pose :

a
{n}
i,j = P (Xn+1 = j | Xn = i) pi,n = P (Xn = i)

et on introduit les matrices :

An =
(
a
{n}
i,j

)
1≤i≤r
1≤j≤r

Πn =
[
p1,n p2,n . . . pr,n

]
.

On a alors :

∀j ∈ {1, 2, . . . , r}, pj,n+1 =
r∑
i=1

pi,n a
{n}
i,j

ce qui s’écrit matriciellement :

Πn+1 = Πn An.

D’où, par récurrence :

Πn = Π0A0A1 . . . An−1 (5.1)

Le processus est dithomogène(dans le temps) si la probabilitéa{n}i,j ne dépend pas den ; la probabilité
de transition en une étape est alors,quelle que soit l’étape:

ai,j = P (Xn+1 = j | Xn = i).

Si l’espace d’étatsE est fini on définit lamatrice (des probabilités) de transition:

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,r

a2,1 a2,2 · · · a2,r
...

...
...

...
ar,1 ar,2 · · · ar,r

 .

Nous nous limiterons par la suite aux chaînes homogènes à espace d’états fini.
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Exemple 5.2.1.Promenade avec barrières réfléchissantes.
Un point peut occuperr positions sur une droite. Il se déplace d’une unité à chaque transition ; il est
réfléchi aux extrémités. On aura par exemple (avecr = 4) : T = N etE = {1, 2, 3, 4} avec pour
matrice de transition

A =


0 1 0 0
p2 q2 r2 0
0 p3 q3 r3
0 0 1 0

 avec

{
p2 + q2 + r2 = 1
p3 + q3 + r3 = 1

qui peut se représenter par le graphe :

1 2 3 4

p2 p3 1

1 r2 r3

q2 q3

Exemple 5.2.2.Promenade avec barrières absorbantes.
Un point peut occuperr positions sur une droite. Il se déplace d’une unité à chaque transition ; il est
absorbé aux extrémités. On aura par exemple (avecr = 5) : T = N etE = {1, 2, 3, 4, 5} avec
pour matrice de transition

A =


1 0 0 0 0
p2 q2 r2 0 0
0 p3 q3 r3 0
0 0 p4 q4 r4
0 0 0 0 1

 avec


p2 + q2 + r2 = 1
p3 + q3 + r3 = 1
p4 + q4 + r4 = 1

qui peut se représenter par le graphe :

1 2 3 4 5

p2 p3 p4

r2 r3 r4

q2 q3 q41 1

Exemple 5.2.3.Cheminement aléatoire dénombrable.
T = N etE = Z avec les probabilités de transition :

ai,j =


p si j = i+ 1,
q si j = i− 1,
0 sinon,

où l’on a poséq = 1− p.
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5.3 Méthodes algébriques

5.3.1 Relation fondamentale

On rappelle :
pi,n = P (Xn = i) Πn =

[
p1,n p2,n . . . pr,n

]
.

Théorème 98.
Πn = Π0A

n

C’est un cas particulier de la formule (5.1) du paragraphe5.2.
La matrice (des probabilités) de transition enn étapes est doncAn =

(
a

(n)
i,j

)
1≤i≤r
1≤j≤r

.

Le processus étant homogène on a :

∀m ∈ N, a(n)
i,j = P (Xm+n = j | Xm = i).

Une chaîne de MARKOV est donc déterminée par la donnée deA et deΠ0.

5.3.2 Matrices stochastiques

Définition 40. Unematrice stochastiqueest une matrice(ai,j) 1≤i≤r
1≤j≤r

telle que :

∀i ∈ {1, 2, . . . , r},∀j ∈ {1, 2, . . . , r}, ai,j ≥ 0

et

∀i ∈ {1, 2, . . . , r},
r∑
j=1

ai,j = 1.

Théorème 99.Toute matrice de transition est une matrice stochastique.

∀i ∈ {1, 2, . . . , r},
r∑
j=1

ai,j =
r∑
j=1

P (Xn+1 = j | Xn = i) = P(Xn=i)

( r⋃
j=1

(Xn+1 = j)
)

︸ ︷︷ ︸
Ω

= 1.

Théorème 100.Le produit de deux matrices stochastiques est une matrice stochastique.

Supposons que les matricesA etB sont stochastiques et posonsC = AB. On a

∀(i, j) ∈ {1, 2, . . . , r}2, ci,j =
r∑

k=1

ai,k bk,j ≥ 0

et

∀i ∈ {1, 2, . . . , r},
r∑
j=1

ci,j =
r∑
j=1

r∑
k=1

ai,k bk,j =
r∑

k=1

ai,k

r∑
j=1

bk,j︸ ︷︷ ︸
=1,∀k

=
r∑

k=1

ai,k = 1.

La matriceAn de transition enn étapes est donc stochastique.



5.3 – Méthodes algébriques 75

Théorème 101.SoitA une matrice stochastique.
A admet 1 pour valeur propre (simple ou multiple).
Les autres valeurs propres deA ont un module inférieur ou égal à 1.

Il résulte directement de la définition des matrices stochastiques que 1 est valeur propre associée aux
vecteurs propres ayant toutes leurs coordonnées égales.
Soitλ une valeur propre différente de 1 etx =

[
x1 x2 . . . xr

]T
un vecteur propre associé ; il

résulte de la définition

∀i ∈ {1, 2, . . . , r},
r∑

j=1
j 6=i

ai,j xj = (λ− ai,i)xi.

Soitk un indice tel que∀j ∈ {1, 2, . . . , r}, |xj | ≤ |xk|. On a alors :

|λ− ak,k| |xk| ≤
r∑

j=1
j 6=k

ak,j |xj | ≤ |xk|
r∑

j=1
j 6=k

ak,j = |xk| (1− ak,k).

D’où, puisquexk 6= 0 : |λ− ak,k| ≤ 1− ak,k, et donc|λ| ≤ 1.

Les éléments d’une matrice stochastiqueA sont tous positifs, un au moins par ligne étant non nul. Si
aucun élément n’est nul nous noteronsA� 0.

Théorème 102.SiA est une matrice stochastique les valeurs propres de module égal à 1 sont racines
de l’unité.

Soitλ une valeur propre deA telle que|λ| = 1 etλ 6= 1 : il existe un vecteur proprex non nul tel que
Ax = λx. D’où :

∀i ∈ {1, 2, . . . , r}, λxi =
r∑
j=1

ai,j xj .

Soitk un indice tel que, pour touti, on ait|xi| ≤ |xk| : λxk =
r∑
j=1

ak,j xj .

Puisque|λ| = 1 on a|λxk| = |xk| : l’image deλxk se trouve sur le cercle de centreO et de rayon
|xk| ; maisλxk est le barycentre, avec des coefficients positifs, desxj dont les images sont sur ou
dans ce même cercle. Doncλxk est l’un desxj , par exemplexj1 . On a :xj1 = λxk 6= xk carλ 6= 1.
On recommence le même raisonnement. On a :

|λxj1 | = |xj1 | = |xk|, (∀i, |xi| ≤ |xj1 |) etλxj1 =
r∑
j=1

aj1,j xj .

Doncλxj1 est l’un desxj , par exemplexj2 : xj2 = λxj1 = λ2xk. Distinguons deux cas :

1. soitxj2 = xk etλ2 = 1 : λ est une racine de l’unité ;

2. soit xj2 6= xk et on itère le procédé. Le nombre de coordonnées dex étant fini on finira par
obtenirxjp = λpxk = xk et doncλp = 1 : λ est racine de l’unité.

Théorème 103.SiA� 0 la seule valeur propre de module égal à 1 est 1 (elle est simple ou multiple).

Théorème admis.
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5.3.3 Comportement asymptotique

Théorème 104.SiA� 0 alorsAn possède une limiteA∞ lorsquen tend vers l’infini ;
– A∞ est stochastique,
– A∞ � 0,
– A∞ a toutes ses lignes identiques.

SiA� 0 il existeε > 0 tel que∀(i, j) ∈ {1, 2, . . . , r}2, ai,j ≥ ε.
DeAn+1 = AAn on déduit

∀(i, j) ∈ {1, 2, . . . , r}2, a
(n+1)
i,j =

r∑
k=1

ai,k a
(n)
k,j avec ∀i ∈ {1, 2, . . . , r},

r∑
k=1

ai,k = 1,

c’est-à-dire quea(n+1)
i,j est le barycentre des

(
a

(n)
k,j

)
1≤k≤r affectés des poidsai,k ≥ 0.

Supposonsj fixé.

Pour touti appartenant à{1, 2, . . . , r}, a(n+1)
i,j appartient à l’intervalle qui contient les

(
a

(n)
k,j

)
1≤k≤r.

Soienty1, y2, . . . , yr les éléments de laj-ième colonne deAn en supposant0 ≤ y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤
yr ≤ 1 : {y1, y2, . . . , yr} = {a(n)

1,j , a
(n)
2,j , . . . , a

(n)
r,j }.

`n = yr − y1 est l’amplitude de l’intervalle qui contient tous lesa(n)
i,j .

De même notonsz1, z2, . . . , zr les éléments de laj-ième colonne deAn+1 en supposant0 ≤ z1 ≤
z2 ≤ · · · ≤ zr ≤ 1 : {z1, z2, . . . , zr} = {a(n+1)

1,j , a
(n+1)
2,j , . . . , a

(n+1)
r,j } ⊆ [y1, yr].

On a`n+1 = zr − z1 et

∀h ∈ {1, 2, . . . , r}, zh =
r∑

k=1

ch,k yk avec

∣∣∣∣ ∀(h, k), ch,k ≥ ε > 0,∑r
k=1 ch,k = 1,

car lesch,k sont les éléments d’une ligne deA. D’où, pour touth :

zh − y1 =
r∑

k=1

ch,k yk −
r∑

k=1

ch,k y1 =
r∑

k=1

ch,k(yk − y1)

=
r−1∑
k=1

ch,k(yk − y1)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ ch,r︸︷︷︸
≥ε

(yr − y1)︸ ︷︷ ︸
=`n

≥ ε`n.

De même, pour touth :

yr − zh = ch,1(yr − y1) +
r∑

k=2

ch,k(yr − yk) ≥ ε`n.

On en déduit :

`n+1 ≤ `n(1− 2ε).
y1 yr

`n

`n+1ε`n ε`n

z1 z2 zr
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Or `1 ≤ 1− 2ε car le plus petit terme de toute colonne deA est supérieur ou égal àε et le plus grand
terme est inférieur ou égal à(1 − ε) puisque la somme des termes de sa ligne, tous supérieurs ou
égaux àε, est égale à 1 (il est même inférieur à

(
1− (r − 1)ε

)
. . . ).

Donc :`n ≤ (1 − 2ε)n −−−→
n→∞

0 ; tous les éléments de laj-ième colonne deAn appartiennent à un

intervalleIn dont la longueur tend vers zéro : ils ont une limite communeaj .

On a de plus

∀n ≥ 1, ∀(i, j) ∈ {1, 2, . . . , r}2, |a(n)
i,j −aj | ≤ (1−2ε)n

car les intervallesIn sont emboîtés ; donc :

∀j ∈ {1, 2, . . . , r}, aj > 0.
0 ε

aj

I1

I2

In

Enfin :
r∑
j=1

aj =
r∑
j=1

(
lim
n→∞

a
(n)
i,j

)
= lim

n→∞

( r∑
j=1

a
(n)
i,j

)
= 1.

Dans ce cas, en passant à la limite dansΠn = Π0A
n, on voit queΠn a une limiteΠ∞ = Π0A∞

(vecteur d’état permanent) lorsquen tend vers l’infini ; cette limite est indépendante deΠ0 puisque
les lignes deA∞ sont égales (ergodicité).
En passant à la limite dansΠn+1 = ΠnA on obtientΠ∞ = Π∞A, c’est-à-dire que le vecteur d’état
permanentΠ∞ est un vecteur propre à gauche deA associé à la valeur propre 1 ; le vecteur d’état
permanent correspond à une distribution stationnaire.
Attention : une chaîne de MARKOV peut avoir une distribution stationnaireΠ∗ qui ne soit pas un
vecteur d’état permanent. Par exemple :

A =
[

0 1
1 0

]
Π0 =

[
1/4 3/4

]
Π∗ =

[
1/2 1/2

]
.

Théorème 105.SoitA une matrice stochastique.
∃m ∈ N, Am � 0 ⇐⇒ (An tend vers une matrice stochastiqueA∞ dont les lignes sont égales et
A∞ � 0).

Une conditionsuffisantepour que ce théorème s’applique est|i− j| ≤ 1 =⇒ ai,j > 0.

1. Supposons :∃m ∈ N, Am � 0. D’après le théorème précédent(Am)q a une limiteB lorsque
q tend vers l’infini oùB est stochastique,B � 0 etB a toutes ses lignes égales.

Or, pour toutn, on a :n = mq + s avec0 ≤ s < m ; d’où :An = As(Am)q.
Par ailleursAsB = B puisqueAs est stochastique et queB a toutes ses lignes égales.

DoncAn −−−→
n→∞

B.

2. Supposons :

An −−−→
n→∞

A∞ =


a1 a2 . . . ar
a1 a2 . . . ar
...

...
...

...
a1 a2 . . . ar

 où∀(i, j) ∈ {1, 2, . . . , r}2, aj = lim
n→∞

a
(n)
i,j > 0.
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Soitε > 0 tel que∀j ∈ {1, 2, . . . , r}, aj ≥ ε. On a

∀(i, j) ∈ {1, 2, . . . , r}2, ∃N(i, j) tel quen ≥ N(i, j) ⇒ |a(n)
i,j − aj | ≤

ε

2

et donc
∀(i, j) ∈ {1, 2, . . . , r}2, a

(n)
i,j ≥

ε

2
·

Soitm = max
(i,j)

N(i, j) ; on a∀(i, j) ∈ {1, 2, . . . , r}2, a
(m)
i,j ≥ ε

2
et doncAm � 0.

5.4 Classification des états

5.4.1 Définitions

L’état j est accessible à partir de l’étati s’il existe un entiern tel quea(n)
i,j > 0 ; on notei ⇀ j.

Les étatsi et j communiquent si chacun est accessible à partir de l’autre :i ⇀ j et j ⇀ i ; on note
i 
 j.

Théorème 106.La relation
 est une relation d’équivalence.

La réflexivité est immédiate en posant (puisqueA0 = I) :

a
(0)
i,j = δi,j =

∣∣∣∣ 1 si i = j,
0 sinon.

La symétrie résulte de la définition.
Pour la transitivité de

(∃n, a(n)
i,j > 0) et (∃m, a(m)

j,k > 0)

on déduit :

a
(n+m)
i,k =

r∑
l=1

a
(n)
i,l a

(m)
l,k ≥ a

(n)
i,j a

(m)
j,k > 0.

Définition 41. Une chaîne estirréductiblesi elle possède une seule classe d’équivalence.

Définition 42. Une classe dont on peut sortir est uneclasse de passage(on ne peut y entrer à nou-
veau. . . ) ; sinon c’est uneclasse finale.

Exemple 5.4.1.Promenade avec barrières réfléchissantes (voir exemple5.2.1) : la chaîne est irré-
ductible.

Exemple 5.4.2.Promenade avec barrières absorbantes (voir exemple5.2.2). Il y a trois classes :

C1 = {1} C2 = {2, 3, 4} C3 = {5}.

C2 est une classe de passage,C1 etC3 des classes finales.
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5.4.2 Périodicité

Définition 43. La périoded(i) de l’étati est le PGCD des entiersn ≥ 1 tels quea(n)
i,i > 0.

Sia(n)
i,i est nul pour toutn ≥ 1 on noted(i) = 0 par convention.

Si tous les états ont pour période 1 la chaîne est apériodique.

Théorème 107.∀i ∈ {1, 2, . . . , r}, ∃N ∈ N, n ≥ N =⇒ a
(nd(i))
i,i > 0.

Attention : on n’a pas en générala(d(i))
i,i > 0. Dans l’exemple5.2.1l’état 4 a une période égale à 1 si

q3 6= 0, mais on ne peut y revenir en une transition.

Théorème 108.Tous les états d’une même classe ont la même période : c’est la période de la classe.

Soienti et j deux états d’une même classe :∃m ≥ 1, a(m)
i,j > 0 et∃n ≥ 1, a(n)

j,i > 0.

Soits ≥ 1 tel quea(s)
i,i > 0 (s = m+ n convient, par exemple). On a :

a
(n+m+s)
j,j =

r∑
k=1

a
(n+s)
j,k a

(m)
k,j =

r∑
k=1

r∑
l=1

a
(n)
j,l a

(s)
l,k a

(m)
k,j ≥ a

(n)
j,i a

(s)
i,i a

(m)
i,j > 0.

Doncd(j) divisen+m+ s. Par ailleurs :

a
(2s)
i,i =

r∑
k=1

a
(s)
i,k a

(s)
k,i ≥

(
a

(s)
i,i

)2
> 0

ce qui entraîne qued(j) divise égalementn+m+ 2s ; doncd(j) divises.

Puisqued(j) divise tous less tels quea(s)
i,i > 0 il divise leur PGCDd(i) ; de la même façond(i)

divised(j) et, finalement,d(i) = d(j).

Exemple 5.4.3.Promenade avec barrières réfléchissantes (exemple5.2.1) : la chaîne est apériodique,
sauf siq2 = q3 = 0 auquel cas la période est égale à 2.

Exemple 5.4.4.Promenade avec barrières absorbantes (exemple5.2.2) : les classes finales ont une
période égale à 1, la classe de passageC2 a une période égale à 1 si l’un desqi est non nul et à 2 si
q2 = q3 = q4 = 0.

5.4.3 Récurrence

Définition 44. La probabilité de premier retoureni enn étapes est :

f
(n)
i,i = P

(
(Xn = i) ∩ [

n−1⋂
j=1

(Xj 6= i)] | (X0 = i)
)
.

NotantTi,j le temps de premier passage enj partant dei on af (n)
i,i = P (Ti,i = n).

On pose par convention :f (0)
i,i = 0.

Théorème 109.

∀n ≥ 1, a(n)
i,i =

n∑
k=0

f
(k)
i,i a

(n−k)
i,i .
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a
(n)
i,i = P (Xn = i | X0 = i)

= P(X0=i)

(
(Xn = i) ∩

( n⋃
k=1

(
(Xk = i) ∩

[k−1⋂
l=1

(Xl 6= i)
])))

=
n∑
k=1

P(X0=i)

(
(Xn = i) ∩ (Xk = i) ∩

[k−1⋂
l=1

(Xl 6= i)
])

=
n∑
k=1

P(X0=i)

(
(Xk = i) ∩

[k−1⋂
l=1

(Xl 6= i)
])
P (Xn = i | Xk = i)

=
n∑
k=1

f
(k)
i,i a

(n−k)
i,i =

n∑
k=0

f
(k)
i,i a

(n−k)
i,i

Cette relation permet de calculer lesf (k)
i,i de proche en proche. On peut également utiliser les fonctions

génératrices ; on pose :

Fi,i(z) =
∞∑
k=0

f
(k)
i,i z

k =
∞∑
k=1

f
(k)
i,i z

k et Ai,i(z) =
∞∑
k=0

a
(k)
i,i z

k = 1 +
∞∑
k=1

a
(k)
i,i z

k.

Théorème 110.
|z| < 1 =⇒ Fi,i(z)Ai,i(z) = Ai,i(z)− 1.

Fi,i(z)Ai,i(z) =
( ∞∑
k=0

f
(k)
i,i z

k
)( ∞∑

k=0

a
(k)
i,i z

k
)

=
∞∑
n=0

cn z
n

avecc0 = 0 carf (0)
i,i = 0 et

cn =
n∑
k=0

f
(k)
i,i a

(n−k)
i,i = a

(n)
i,i si n ≥ 1

d’après le théorème109. D’où le résultat en reportant.

Définition 45. L’état i est ditrécurrentsi

f∗i,i =
∞∑
n=1

f
(n)
i,i = 1.

Le temps de récurrence moyen est alors :

µi,i = E(Ti,i) =
∞∑
n=1

n f
(n)
i,i = F ′i,i(1).

Un état qui n’est pas récurrent est dittransitoire:
∞∑
n=1

f
(n)
i,i < 1.
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Théorème 111.L’état i est récurrent⇐⇒
∞∑
n=1

a
(n)
i,i = ∞ (la série diverge).

On rappelle le théorème :
Soit une série entière dont le rayon de convergence est égal àR. Si la série converge pourx = R sa
somme est continue sur l’intervalle[0, R].

1. Supposons que l’étati est récurrent :
∞∑
n=1

f
(n)
i,i = 1. La série entièreFi,i(z) =

∞∑
n=1

f
(n)
i,i z

n

converge pourz = 1 ; sa sommeFi,i est donc continue sur l’intervalle[0, 1] : Fi,i(z) −−−−→
z→1−

1.

DoncAi,i(z) −−−−→
z→1−

+∞ et
∞∑
n=0

a
(n)
i,i = +∞ car sinon la série

∞∑
n=0

a
(n)
i,i z

n converge pour

z = 1 et la fonctionAi,i, continue sur[0, 1], a une limite finie lorsquez tend vers 1 par valeur
inférieure.

2. Si la série
∞∑
n=0

a
(n)
i,i diverge on aAi,i(z) −−−−→

z→1−
+∞, doncFi,i(z) −−−−→

z→1−
1 et finalement

∞∑
n=1

f
(n)
i,i = 1.

Théorème 112.Les états d’une même classe sont
– ou bien tous récurrents : la classe est dite récurrente (les classes récurrentes sont les classes

finales : si on y arrive on n’en sort plus) ;
– ou bien tous transitoires : la classe est dite transitoire.

Les étatsi et j sont dans la même classe (i 
 j) si et seulement si

∃(m,n) ∈ (N∗)2, a(n)
i,j > 0 eta(m)

j,i > 0.

Supposons que l’étati est récurrent :
∞∑
s=1

a
(s)
i,i = +∞. Alors :

∞∑
s=1

a
(m+n+s)
j,j =

∞∑
s=1

r∑
k=1

a
(m)
j,k a

(n+s)
k,j =

∞∑
s=1

r∑
k=1

r∑
l=1

a
(m)
j,k a

(s)
k,l a

(n)
l,j

≥
∞∑
s=1

a
(m)
j,i a

(s)
i,i a

(n)
i,j = a

(m)
j,i a

(n)
i,j

∞∑
s=1

a
(s)
i,i = +∞

Donc
∞∑
k=1

a
(k)
j,j = +∞ : l’état j est récurrent.

Théorème 113.Le nombre de classes récurrentes est égal à la multiplicité de 1 comme valeur propre
deA.

Voir [10], page 84.
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Probabilités d’absorption par une classe récurrente

SoitC une classe récurrente etT l’ensemble des états transitoires. Soiti ∈ T ; on notex(n)
i (C) la

probabilité d’être absorbé par la classeC enn transitions à partir de l’état transitoirei :

x
(1)
i (C) =

∑
k∈C

ai,k et x
(n+1)
i (C) =

∑
j∈T

ai,j x
(n)
j (C).

La probabilité d’absorption par la classeC à partir de l’étati est :

xi(C) =
∞∑
n=1

x
(n)
i (C) = x

(1)
i (C) +

∞∑
n=2

x
(n)
i (C) = x

(1)
i (C) +

∞∑
n=1

x
(n+1)
i (C)

=
∑
k∈C

ai,k +
∞∑
n=1

∑
j∈T

ai,j x
(n)
j (C) =

∑
k∈C

ai,k +
∑
j∈T

ai,j

∞∑
n=1

x
(n)
j (C)︸ ︷︷ ︸

=xj(C)

=
∑
k∈C

ai,k +
∑
j∈T

ai,j xj(C).

Notantri(C) =
∑

k∈C ai,k la probabilité d’absorption par la classeC en une transition à partir de
l’état transitoirei, on a :

xi(C)−
∑
j∈T

ai,j xj(C) = ri(C).

Quitte à renuméroter les états si besoin on noteT = {1, 2, . . . , ν} et on introduit les matrices :

Q =
[
ai,j

]
1≤i,j≤ν , X(C) =

[
x1(C) · · · xν(C)

]T
etR(C) =

[
r1(C) · · · rν(C)

]T
.

On a :
X(C) = (I −Q)−1R(C).

Exemple 5.4.5.Barrières absorbantes

On reprend l’exemple5.2.2en fixant des va-
leurs numériques pour les probabilités de
transition :

A =


1 0 0 0 0

2/3 0 1/3 0 0
0 2/3 0 1/3 0
0 0 2/3 0 1/3
0 0 0 0 1


Le spectre deA est{0,−2/3, 2/3, 1}, la valeur propre1 étant double : il y a donc deux classes
récurrentes (théorème113), les classesC1 = {1} etC2 = {5} ; l’ensemble des états transitoires est
T = {2, 3, 4}. On peut vérifier ces résultats en appliquant le théorème111; le calcul deAn, aisé,
quoique fastidieux (mais on peut utiliser Mathematica), donne

a
(n)
1,1 = a

(n)
5,5 = 1, a(n)

2,2 = a
(n)
4,4 =

1
2
a

(n)
3,3 =

1
4
(2
3
)n(1 + (−1)n

)
.

D’où :

1.
∞∑
n=1

a
(n)
1,1 =

∞∑
n=1

a
(n)
5,5 = +∞ : les états 1 et 5 sont récurrents ;
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2.
∞∑
n=1

a
(n)
2,2 =

∞∑
n=1

a
(n)
4,4 =

1
2

∞∑
n=1

a
(n)
3,3 =

2
5

: les états 2, 3 et 4 sont transitoires.

Calculons les probabilités d’absorption par les classes récurrentes. On a

Q =

 0 1/3 0
2/3 0 1/3
0 2/3 0

 , d’où (I −Q)−1 =
1
5

 7 3 1
6 9 3
4 6 7

 .

Par ailleurs :

R(C1) =
[

2/3 0 0
]T

et R(C2) =
[

0 0 1/3
]T
.

On en déduit immédiatement en appliquant la formule ci-dessus :

X(C1) =
1
15
[

14 12 8
]T

et X(C2) =
1
15
[

1 3 7
]T
.

On peut en déduire (mais ce résultat peut éga-
lement être obtenu en passant à la limite dans
An) :

A∞ =


1 0 0 0 0

14/15 0 0 0 1/15
12/15 0 0 0 3/15
8/15 0 0 0 7/15

0 0 0 0 1


Calculons les probabilités de premier retour.
On applique le théorème110.

1. États 1 et 5 :

A1,1(s) = 1 +
∞∑
n=1

a
(n)
1,1 s

n = 1 +
∞∑
n=1

sn =
1

1− s
pour |s| < 1.

D’où :

F1,1(s) =
A1,1(s)− 1
A1,1(s)

= s =
∞∑
n=1

f
(n)
1,1 s

n

Donc

f
(1)
1,1 = 1 etf (n)

1,1 = 0 pourn ≥ 2,

ce qui est assez évident. . .

f∗1,1 =
∑∞

n=1 f
(n)
1,1 = 1, ce qui confirme, d’après la définition45, que l’état 1 est récurrent. Le

temps de récurrence moyen est (évidemment. . . )µ1,1 = 1.

On a un résultat identique pour l’état 5.

2. États 2 et 4 :

A2,2(s) = 1 +
∞∑
k=1

1
2
(2
3
)2k

s2k =
1− 2s2

9

1− 4s2

9

pour |s| < 3
2
·
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D’où :

F2,2(s) =
2s2

9− 2s2
=

∞∑
k=1

(2
9
)k
s2k.

Donc

f
(2k)
2,2 =

(2
9
)k

etf (2k−1)
2,2 = 0 pourk ∈ N∗.

f∗2,2 =
∑∞

n=1 f
(n)
2,2 = 2

7 , ce qui confirme que l’état 2 est transitoire.

On a un résultat identique pour l’état 4.

3. État 3 :

A3,3(s) = 1 +
∞∑
k=1

(2
3
)2k

s2k =
1

1− 4s2

9

pour |s| < 3
2
·

D’où :

F3,3(s) =
4s2

9
·

Donc

f
(2)
3,3 =

4
9

etf (n)
3,3 = 0 pourn 6= 2,

ce qui est assez évident. . .

f∗3,3 =
∑∞

n=1 f
(n)
3,3 = 4

9 , ce qui confirme que l’état 3 est transitoire.

Temps total de séjour dans chaque état transitoire

SoitNi,j le temps total de séjour dans l’état transitoirej en partant de l’état transitoirei. Posons :

r
(k)
i,j = P(Ni,j = k), mi,j = E(Ni,j) et M = (mi,j)1≤i,j≤ν .

On a, en notantR l’ensemble des états récurrents etT celui des états transitoires :
• Si i 6= j :

r
(k)
i,j =

∑
s∈T

ai,s r
(k)
s,j .

Donc :

mi,j =
∞∑
k=0

k r
(k)
i,j =

∞∑
k=0

k
∑
s∈T

ai,s r
(k)
s,j =

∑
s∈T

ai,s

∞∑
k=0

k r
(k)
s,j =

∑
s∈T

ai,sms,j .

• Si i = j :

r
(0)
i,i = 0,

r
(1)
i,i =

∑
s∈R

ai,s +
∑
s∈T

ai,s r
(0)
s,i ,

r
(k)
i,i =

∑
s∈T

ai,s r
(k−1)
s,i pourk ≥ 2.
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Donc :

mi,i =
∞∑
k=0

k r
(k)
i,i =

∑
s∈R

ai,s +
∑
s∈T

ai,s r
(0)
s,i +

∞∑
k=2

k
∑
s∈T

ai,s r
(k−1)
s,i

=
∑
s∈R

ai,s +
∑
s∈T

ai,s r
(0)
s,i +

∑
s∈T

ai,s

∞∑
k=2

k r
(k−1)
s,i

=
∑
s∈R

ai,s +
∑
s∈T

ai,s r
(0)
s,i +

∑
s∈T

ai,s

∞∑
l=1

(l + 1) r(l)s,i

=
∑
s∈R

ai,s +
∑
s∈T

ai,s r
(0)
s,i +

∑
s∈T

ai,s

∞∑
k=1

r
(k)
s,i︸ ︷︷ ︸

=
∑
s∈T

ai,s

∞∑
k=0

r
(k)
s,i︸ ︷︷ ︸

=1

+
∑
s∈T

ai,s

∞∑
k=1

k r
(k)
s,i︸ ︷︷ ︸

=ms,i

=
∑
s∈R

ai,s +
∑
s∈T

ai,s︸ ︷︷ ︸
=1

+
∑
s∈T

ai,sms,i

= 1 +
∑
s∈T

ai,sms,i.

Ces résultats peuvent s’écrire matriciellementM = I +QM , ce qui donne :

M = (I −Q)−1.

Exemple 5.4.6.Barrières absorbantes

On a vu dans l’exemple5.4.5 : M = (I −Q)−1 =
1
5

 7 3 1
6 9 3
4 6 7

 .

D’où, par exemple :E(N1,2) =
3
5
·
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Chapitre 6

Estimation

6.1 Introduction

SoitX une variable aléatoire dont la densité de probabilitéf(x, θ) dépend d’un paramètreθ apparte-
nant àRk.
Au vu d’un échantillon deX il s’agit de déterminer au mieux la « vraie » valeurθ0 de θ. On peut
utiliser deux méthodes :
– Estimation ponctuelle : on calcule une valeur vraisemblableθ̂ deθ0.
– Estimation par intervalle : on cherche un intervalle dans lequelθ0 se trouve avec une probabilité

élevée.

6.2 Estimation ponctuelle

6.2.1 Définitions

SoitX une variable aléatoire de densitéf(x, θ), θ appartenant à un intervalleI deR.

Définition 46. Un n-échantillondeX est unn-uplet(X1,X2, . . . ,Xn) tel que lesXk ont la même loi
queX et sont indépendantes.

Définition 47. Une réalisation de l’échantillonest un n-uplet(x1, x2, . . . , xn) où lesxk sont des
nombres réels, résultats d’expériences.

Définition 48. Unestatistiquede l’échantillon est une variable aléatoireϕ(X1,X2, . . . ,Xn) oùϕ est
une application deRn dansR.

Définition 49. Un estimateurT deθ est une statistique à valeurs dansI.

Exemple :Tn =
1
n

n∑
k=1

Xk est un estimateur de l’espérance mathématique deX.

Définition 50. Lebiaisde l’estimateur est(E(T)− θ0). S’il est nulT est unestimateur sans biais.

Définition 51. L’estimateur estasymptotiquement sans biaissi

lim
n→∞

E(Tn) = θ0.
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Définition 52. L’estimateur estconvergentsi la suite(Tn) converge en probabilité versθ0 :

∀ε > 0,P(|Tn − θ0| > ε) −−−→
n→∞

0

Théorème 114.Un estimateur convergent est asymptotiquement sans biais. Pour qu’un estimateur
asymptotiquement sans biais soit convergent il suffit queVar(Tn) −−−→

n→∞
0.

Définition 53. SoientT1 et T2 deux estimateurs deθ. On dira queT1 est plusefficacequeT2 si
E((T1 − θ0)2) ≤ E((T2 − θ0)2).

Si T1 etT2 sont des estimateurs sans biais cette condition s’écrit :Var(T1) ≤ Var(T2).

Définition 54. Une estimationest la valeur de l’estimateur correspondant à une réalisation de
l’échantillon.

6.2.2 Exemples fondamentaux

SoitX une variable aléatoire telle queE(X) = m etVar(X) = σ2.

Estimation dem

Théorème 115.La moyenne empiriqueXn =
1
n

n∑
k=1

Xk est un estimateur sans biais et convergent

dem.

On a

E(Xn) =
1
n

n∑
k=1

E(Xk) = m et Var(Xn) =
1
n2

n∑
k=1

Var(Xk) =
σ2

n
−−−→
n→∞

0.

Estimation deσ2 en supposantm connu

Théorème 116.Lorsquem est connu

S′′n
2 =

1
n

n∑
k=1

(Xk −m)2

est un estimateur sans biais et convergent deσ2.

1. C’est un estimateur sans biais deσ2 :

E(S′′n
2) =

1
n
E
( n∑
k=1

Xk
2 − 2m

n∑
k=1

Xk + nm2
)

=
1
n

(
n(σ2 +m2)− 2m(nm) + nm2

)
= σ2.
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2. Par ailleurs, les variables(Xk −m)2 étant indépendantes :

Var(S′′n
2) =

1
n2

n∑
k=1

Var
(
(Xk −m)2

)
=

1
n

(
E
(
(X−m)4

)
−E

(
(X−m)2

)2)
=

1
n

(µ4 − µ2
2) où µk = E

(
(X−E(X))k

)
.

DoncS′′n
2

est un estimateur convergent.

Estimation deσ2 (m supposé inconnu)

En pratiquem est rarement connu exactement ; on le remplace par un estimateur et on introduit la
variance empirique:

Sn
2 =

1
n

n∑
k=1

(Xk − Xn)2.

Théorème 117.La variance empiriqueSn
2

est un estimateur biaisé deσ2, asymptotiquement sans
biais ; il est convergent.

1. Sn
2

est un estimateur biaisé deσ2 :

Sn
2 =

1
n

( n∑
k=1

Xk
2 − 2Xn

n∑
k=1

Xk + n(Xn)2
)

=
1
n

n∑
k=1

Xk
2 − (Xn)2

E(Sn
2) =

1
n

n∑
k=1

E(Xk2)−E
(
(Xn)2

)
=

1
n

(
n(m2 + σ2)

)
− (m2 +

σ2

n
)

=
n− 1
n

σ2 6= σ2.

2. On montre (c’est fastidieux. . . ) :

Var(Sn
2) =

1
n

(µ4 − µ2
2)− 2

n2
(µ4 − 2µ2

2) +
1
n3

(µ4 − 3µ2
2) ∼ 1

n
(µ4 − µ2

2) −−−→
n→∞

0.

DoncSn
2

est un estimateur convergent.

Théorème 118.Un estimateur sans biais et convergent deσ2 est lavariance empirique corrigée:

S′n
2 =

1
n− 1

n∑
k=1

(Xk − Xn)2.

PuisqueS′n
2 =

n

n− 1
Sn

2
on a :

E(S′n
2) =

n

n− 1
E(Sn

2) = σ2 et Var(S′n
2) =

( n

n− 1
)2Var(Sn

2) −−−→
n→∞

0.

Remarque : on ne saurait déduire de ce théorème queS′n est un estimateur sans biais deσ.



90 Chapitre 6 – Estimation

Cas particulier de la loi normale

On suppose dans ce paragraphe queX suit la loi normaleN (m,σ).

On sait queXn =
1
n

n∑
k=1

Xk suit la loi normaleN (m,
σ√
n

) ; c’est donc un estimateur sans biais et

convergent dem.
Les résultats obtenus au paragraphe précédent pour l’estimation deσ2 sont encore valables ; on peut
préciser en outre :

Var(Sn
2) =

2(n− 1)
n2

µ2
2.

1. Calcul deµk.

µk = E
(
(X−m)k

)
=
∫ ∞

−∞
(x−m)k

exp
(
− (x−m)2

2σ2

)
σ
√

2π
dx

=
∫ ∞

−∞

(σ
√

2u)k

σ
√

2π
e−u

2
(σ
√

2 du) en posantx = m+ uσ
√

2

= 0 si k est impair.

Si k est pair :

µ2p =
2pσ2p

√
π

∫ ∞

−∞
u2pe−u

2
du =

2p+1σ2p

√
π

∫ ∞

0
u2pe−u

2
du

=
2pσ2p

√
π

∫ ∞

0
vp−

1
2 e−v dv en posantu =

√
v,

=
2pσ2p

√
π

Γ(p+
1
2
) =

(2p)!
2p(p!)

σ2p.

2. LorsqueX suit la loi normaleN (m,σ) on aµ2 = σ2 etµ4 = 3σ4 = 3µ2
2. En reportant :

Var(Sn
2) =

1
n

(µ4 − µ2
2)− 2

n2
(µ4 − 2µ2

2) +
1
n3

(µ4 − 3µ2
2) =

2(n− 1)
n2

µ2
2.

Théorème 119.Soit (X1,X2, . . . ,Xn) un échantillon d’une variable normale réduite ;n(Xn)2 suit
une loi duχ2 à un degré de liberté.

On a :n(Xn)2 =
(X1 + X2 + · · ·+ Xn√

n

)2
. Or lesXk suivent la loi normale réduite et sont indépen-

dantes ; donc leur somme suit la loiN (0,
√
n) et

1√
n

n∑
k=1

Xk suit la loi normale réduite.

Théorème 120 (FISHER). Soit(X1,X2, . . . ,Xn) un échantillon d’une variable normale réduite ; les
variables aléatoires

√
n Xn et

n∑
k=1

(Xk − Xn)2 = nSn
2 = (n− 1)S′n

2
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sont indépendantes et suivent respectivement la loi normale réduite et la loi duχ2 à (n − 1) degrés
de liberté.

1. Montrons queXn et
∑n

k=1(Xk − Xn)2 sont indépendantes.

On a 
Xn

X1 − Xn

...

Xn − Xn

 = a


X1

X2

...

Xn

 où : a =



1
n

1
n . . . 1

n

n−1
n − 1

n . . . − 1
n

− 1
n

n−1
n

...
...

...
... ... − 1

n

− 1
n . . . − 1

n
n−1
n


.

Le vecteur aléatoire
[

X1 X2 . . . Xn
]T

est gaussien de loiN (0, I) ; d’après le corollaire3

le vecteur
[

Xn X1 − Xn . . . Xn − Xn
]T

est également gaussien, de loiN (0, a aT ). Or :

a aT =



1
n 0 0 . . . 0

0 n−1
n − 1

n . . . − 1
n

0 − 1
n

n−1
n

...
...

...
...

... ... − 1
n

0 − 1
n . . . − 1

n
n−1
n


La variable aléatoireXn est indépendante du vecteur aléatoire

[
X1 − Xn X2 − Xn . . . Xn − Xn

]T
:

elle est donc indépendante de
∑n

k=1(Xk − Xn)2.

2. On sait queXn suit la loi normaleN (0, 1/
√
n). Donc

√
nXn suit la loi normale réduite.

3. Montrons quenSn
2 =

∑n
k=1(Xk − Xn)2 suit la loi duχ2 à (n− 1) degrés de liberté.[

X1 − Xn X2 − Xn . . . Xn − Xn
]T︸ ︷︷ ︸

=Y

= b
[

X1 X2 . . . Xn
]T︸ ︷︷ ︸

=X

où b est la matrice obtenue en supprimant la première ligne dea.

b est symétrique : il existe une matrice orthogonaleu telle queb = u duT où d est la matrice
diagonale des valeurs propres deb. Or celles-ci sont :
• la valeur propre simple égale à0 dont le sous-espace propre associé a pour équationx1 =
x2 = · · · = xn ;

• la valeur propre d’ordre(n − 1) égale à1 dont le sous-espace propre a pour équationx1 +
x2 + · · ·+ xn = 0.

En ordonnant convenablement la base de vecteurs propres on peut choisir :

d =


1 0 . . . 0

0
... ...

...
...

... 1 0
0 . . . 0 0

 .
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On a :Y = bX = u duT X et

n∑
k=1

(Xk − Xn)2 = YT Y = XT u d uT u︸︷︷︸
=I

d︸ ︷︷ ︸
=d

uT X = (uT X)T d (uT X).

Or le vecteur aléatoireZ = uT X est gaussien de loiN (0, uT I u︸ ︷︷ ︸
=I

). Donc

n∑
k=1

(Xk − Xn)2 = ZT dZ =
n−1∑
i=1

Z2
i

suit la loi du khi-deux à(n− 1) degrés de liberté.

On en déduit immédiatement que si(X1,X2, . . . ,Xn) est un échantillon d’une variable normale de loi
N (m,σ) la variable aléatoire

1
σ2

n∑
k=1

(Xk − Xn)2 =
(n− 1)S′n

2

σ2

suit la loi duχ2 à (n− 1) degrés de liberté.

On pose :Yk =
Xk −m

σ
· Les variablesYk sont indépendantes et suivent la loi normale réduite. De

Xk = σYk +m on déduit immédiatementXn = σYn +m ; donc

1
σ2

n∑
k=1

(Xk − Xn)2 =
n∑
k=1

(Yk − Yn)2

suit la loi du khi-deux à(n− 1) degrés de liberté.

6.2.3 Maximum de vraisemblance

La méthode dumaximum de vraisemblanceconsiste à choisir comme estimateurs des paramètres
inconnus les valeurs qui rendent maximum la probabilité d’avoir obtenu l’échantillon. SoitX une
variable aléatoire dont la densitéf(x, θ) dépend d’un paramètreθ = (θ1, θ2, . . . , θk) ∈ Θ ⊂ Rk

et soit(x1, x2, . . . , xn) une réalisation de l’échantillon(X1, X2, . . . , Xn) ; la vraisemblanceest la
fonction

θ → L(θ) = f(x1, θ)f(x2, θ) · · · f(xn, θ).

Dans le cas d’une loi discrète c’est la fonction

θ → L(θ) = p(x1, θ)p(x2, θ) · · · p(xn, θ)

oùp(x, θ) = P(X = x).
Un estimateur du maximum de vraisemblanceθ̂ vérifie donc

∀θ ∈ Θ, L(θ) ≤ L(θ̂).
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Remarques

1. Un estimateur du maximum de vraisemblance, s’il existe, n’est pas nécessairement unique.

2. Un estimateur du maximum de vraisemblance peut être biaisé.

Lorsquef > 0 il est équivalent, et généralement plus facile, de chercher le maximum deln
(
L(θ)

)
.

Si L n’est pas différentiable la recherche du maximum peut être délicate ; cependant il est fréquent
que l’on puisse appliquer le théorème suivant.

Théorème 121.Si f > 0 et si
∂f

∂θ
et
∂2f

∂θ2
sont continues l’estimateur̂θ du maximum de vraisem-

blance vérifie

1. leséquations de vraisemblance

∀i ∈ {1, 2, . . . , k}, ∂ lnL
∂θi

(θ̂) = 0,

2. la condition suffisante de maximum : la matrice hessienne delnL,
( ∂2 lnL
∂θi ∂θj

(θ̂)
)

1≤i,j≤k
, est

définie négative.

Dans le cas où le paramètreθ est scalaire les conditions s’écrivent simplement

d(lnL)
dθ

(θ̂) = 0,
d2(lnL)
dθ2

(θ̂) < 0.

6.3 Estimation par intervalle

6.3.1 Définitions

Définition 55. SoitX une variable aléatoire dont la loi dépend d’un paramètreθ.

T1 etT2 étant deux statistiques définies sur unn-échantillon deX on dit que l’intervalle[T1,T2] est
un intervalle de confianceau niveauα pourθ si :

P(T1 ≤ θ ≤ T2) = α.

La probabilité d’erreur, c’est-à-dire queθ ne se trouve pas dans l’intervalle[T1,T2], est égale à
(1− α).

Définition 56. Si P(θ < T1) = P(θ > T2) =
1− α

2
on dit que l’intervalle[T1,T2] estsymétrique

en probabilité.
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6.3.2 Exemples fondamentaux

Estimation dem pour la loi normale N (m,σ) avecσ connu

Théorème 122.Lorsqueσ est connu un intervalle
de confiance au niveauα dem est[

Xn − u2
σ√
n

, Xn − u1
σ√
n

]
oùu1 etu2 vérifientΦ(u2)−Φ(u1) = α (voir table
à la page150).

α

x

ϕ(x)

u1 u2

Un estimateur ponctuel dem estXn qui suit la loi normaleN (m,
σ√
n

). On cherche l’intervalle de

confiance sous la forme
[

Xn − a,Xn + b
]
. On veut obtenir :

α = P(Xn − a ≤ m ≤ Xn + b) = P(−b ≤ Xn −m ≤ a)

= P(
−b
√
n

σ
≤ Xn −m

σ/
√
n
≤ a

√
n

σ
) = Φ(

a
√
n

σ
)− Φ(

−b
√
n

σ
)

oùΦ représente la fonction de répartition de la loi normale réduite. On choisitu1 etu2 tels que

Φ(u2)− Φ(u1) = α.

De
a
√
n

σ
= u2 et

−b
√
n

σ
= u1

on déduit un intervalle de confiance au niveauα :[
Xn − u2

σ√
n

, Xn − u1
σ√
n

]
.

Notonszα le fractile d’ordreα de la loi normale réduite, c’est-à-dire le nombre qui vérifie :

Φ(zα) = α.

L’intervalle de confiance symétrique en probabilité au niveauα dem est :[
Xn − z 1+α

2

σ√
n

, Xn + z 1+α
2

σ√
n

]
.

Exemple : puisquez0,975 = 1.96 l’intervalle de confiance dem au niveau 95%, symétrique en proba-
bilité, est [

Xn − 1.96
σ√
n

, Xn + 1.96
σ√
n

]
,

ce qui signifie que sur un grand nombre d’expériences cet intervalle contiendra effectivementm dans
95% des cas en moyenne.
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Estimation dem pour la loi normale N (m,σ) avecσ inconnu

Théorème 123.Lorsqueσ est inconnu un intervalle
de confiance au niveauα dem est[

Xn − u2
S′n√
n

, Xn − u1
S′n√
n

]
où u1 et u2 vérifientP(u1 ≤ T ≤ u2) = α, T sui-
vant la loi deSTUDENT à (n − 1) degrés de liberté
(voir table à la page154). 0

α
t

fT (t)

u1 u2

On estimeσ parS′n tel queS′n
2 =

1
n− 1

n∑
k=1

(Xk − Xn)2. On veut obtenir :

α = P(Xn − a ≤ m ≤ Xn + b) = P(−b ≤ Xn −m ≤ a) = P(
−b
√
n

S′n
≤ Xn −m

S′n/
√
n
≤ a

√
n

S′n
)

Posons

T =
Xn −m

S′n/
√
n

=
Xn −m

σ/
√
n

/√
S′n

2

σ2
et

S′n
2

σ2
=

U

n− 1
·

Alors, d’après le théorème120(page90), U =
1
σ2

n∑
k=1

(Xk − Xn)2 suit la loi duχ2 à (n− 1) degrés

de liberté. DoncT suit la loi de STUDENT à (n− 1) degrés de liberté (voir §3.6.7, page60).

On détermine dans la table (page154) les valeurs deu1 et u2 telles que :P(u1 ≤ T ≤ u2) = α.
L’intervalle de confiance est alors :[

Xn − u2
S′n√
n

, Xn − u1
S′n√
n

]
.

Notonstn−1,α le fractile d’ordreα de la loi de STUDENT à (n − 1) degrés de liberté, c’est-à-dire le
nombre qui vérifie

FT(tn−1,α) = α,

oùT suit la loi de STUDENT à (n− 1) degrés de liberté.
L’intervalle de confiance symétrique en probabilité au niveauα dem est :[

Xn − tn−1, 1+α
2

S′n√
n

, Xn + tn−1, 1+α
2

S′n√
n

]
.

Exemple : pourn = 10, avec un niveau de confiance de 95% et un intervalle symétrique on obtient
l’intervalle [

Xn − 2.26
S′n√
n

, Xn + 2.26
S′n√
n

]
.

Remarque : l’intervalle de confiance est plus grand que celui obtenu lorsqu’on connaîtσ.
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Estimation deσ2 pour la loi normale N (m,σ) avecm connu

Théorème 124.Lorsquem est connu un intervalle
de confiance au niveauα deσ2 est[ 1

u2

n∑
k=1

(Xk −m)2, 1
u1

n∑
k=1

(Xk −m)2
]

où u1 et u2 vérifientP(u1 ≤ χ2
n ≤ u2) = α, χ2

n

suivant la loi du khi-deux àn degrés de liberté (voir
table à la page152). 0

α

u

fχ2
n
(u)

u1 u2

SiXk suit la loi normaleN (m,σ) alors
Xk −m

σ
suit la loi normale réduite et doncχ2

n =
n∑
k=1

(
Xk −m

σ

)2

suit la loi duχ2 àn degrés de liberté. On cherche dans les tables (page152) les valeurs deu1 et u2

telles que

P(u1 ≤ χ2
n ≤ u2) = α.

De

α = P(u1 ≤
1
σ2

n∑
k=1

(Xk −m)2 ≤ u2) = P(
1
u2

n∑
k=1

(Xk −m)2 ≤ σ2 ≤ 1
u1

n∑
k=1

(Xk −m)2)

on déduit l’intervalle de confiance au niveauα pourσ2 :

[ 1
u2

n∑
k=1

(Xk −m)2, 1
u1

n∑
k=1

(Xk −m)2
]
.

En pratique on choisira généralement un intervalle symétrique en probabilité c’est-à-dire tel que

P(χ2
n < u1) =

1− α

2
et P(χ2

n > u2) =
1− α

2
·

En notantun,α le fractile d’ordreα de la loi du khi-deux àn degrés de liberté, c’est-à-dire le nombre
qui vérifie

Fχ2
n
(un,α) = α,

l’intervalle de confiance symétrique en probabilité au niveauα deσ2 est :

[ 1
un, 1+α

2

n∑
k=1

(Xk −m)2, 1
un, 1−α

2

n∑
k=1

(Xk −m)2
]
.
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Estimation deσ2 pour la loi normale N (m,σ) avecm inconnu

Théorème 125.Lorsquem est inconnu un inter-
valle de confiance au niveauα deσ2 est[ 1

u2

n∑
k=1

(Xk − Xn)2, 1
u1

n∑
k=1

(Xk − Xn)2
]

oùu1 etu2 vérifientP(u1 ≤ χ2
n−1 ≤ u2) = α,χ2

n−1

suivant la loi du khi-deux à(n−1) degrés de liberté
(voir table à la page152). 0

α

u

fχ2
n−1

(u)

u1 u2

On estimem parXn. D’après le théorème120(page90) la variable aléatoire
n∑
k=1

(
Xk − Xn

σ

)2

suit

la loi du khi-deux à(n− 1) degrés de liberté.
Par le même raisonnement qu’au paragraphe précédent on obtient l’intervalle de confiance au niveau
α pourσ2.
L’intervalle de confiance au niveauα deσ2 symétrique en probabilité est :

[ 1
un−1, 1+α

2

n∑
k=1

(Xk − Xn)2, 1
un−1, 1−α

2

n∑
k=1

(Xk − Xn)2
]

=
[ (n− 1)S′n

2

un−1, 1+α
2

, (n− 1)S′n
2

un−1, 1−α
2

]
.

Remarque : un intervalle de confiance pour l’écart-typeσ est obtenu à partir de celui de la variance
en prenant les racines carrées des bornes.

6.4 Estimation d’une proportion

Dans la population étudiée la proportion d’individus ayant une certaine propriété est égale àp. SoitX
le nombre d’individus d’un échantillon de taillen ayant la propriété.

6.4.1 Estimation ponctuelle

Théorème 126.Un estimateur sans biais et convergent dep est :

T =
X

n
·

Le nombreX d’individus de l’échantillon ayant la propriété suit la loi binomialeB(n, p). On a :

E(T) =
1
n
E(X) = p et Var(T) =

1
n2

Var(X) =
p(1− p)

n
−−−→
n→∞

0.

6.4.2 Estimation par intervalle

On ne sait pas déterminer exactement un intervalle de confiance. On utilise des solutions approchées.
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Échantillon de grande taille

Lorsquen est grand etp voisin de0, 5 on peut approcher la loi binomiale par une loi normale (voir le
théorème96).

Théorème 127.Un intervalle de confianceapproché, symétrique en probabilité, dep au niveauα est[
T− z 1+α

2

√
T(1− T)

n
, T + z 1+α

2

√
T(1− T)

n

]
.

(On rappelle quezα représente le fractile d’ordreα de la loi normale réduite.)

X− np√
np(1− p)

=
T− p√
p(1−p)
n

suit approximativement la loi normale réduiteN (0, 1).

[
T− a, T + b

]
est un intervalle de confiance dep au niveauα si

α = P(T− a < p < T + b) = P
(
− b√

p(1−p)
n

<
T− p√
p(1−p)
n

<
a√
p(1−p)
n

)
' Φ

( a√
p(1−p)
n

)
− Φ

(
− b√

p(1−p)
n

)
.

En choisissant un intervalle symétrique en probabilité on détermineu tel que2Φ(u) − 1 = α, c’est-
à-direu = z 1+α

2
; on doit avoir

a = b = u

√
p(1− p)

n
.

Puisquep est inconnu on n’a pasa et b. . .
On obtient un intervalle de confianceapprochéen remplaçantp par l’estimateurT :[

T− z 1+α
2

√
T(1− T)

n
, T + z 1+α

2

√
T(1− T)

n

]
.

Théorème 128.Un intervalle de confianceapproché, symétrique en probabilité, dep au niveauα est[
1

1 + u2

n

(
T +

u2

2n
− u√

n

√
T(1− T) +

u2

4n

)
,

1
1 + u2

n

(
T +

u2

2n
+

u√
n

√
T(1− T) +

u2

4n

) ]
oùu = z 1+α

2
.

Cette approximation de l’intervalle de confiance est meilleure que celle fournie par le théorème pré-
cédent.
On a :

−u < T− p√
p(1−p)
n

< u ⇔ (T− p)2 < u2 p(1− p)
n

⇔ p2
(
1 +

u2

n

)
− 2p

(
T +

u2

2n
)

+ T2 < 0.

p doit donc être compris entre les racines du trinôme du second degré. On vérifie aisément que ce
trinôme a deux racines réelles appartenant à l’intervalle[0, 1]. D’où l’intervalle de confiance indiqué.
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Échantillon de petite taille

Lorsquen est faible la solution analytique est délicate : on utilise des abaques. . . ou un logiciel spé-
cialisé.

6.5 Comparaison de moyennes et de variances

Soient(X1, X2, . . . , Xn1) un échantillon d’une population suivant la loi normaleN (m1, σ1) et
(Y1, Y2, . . . , Yn2) un échantillon d’une population suivant la loi normaleN (m2, σ2) ; ces deux
échantillons sont supposés indépendants. Nous souhaitons comparer les moyennes,m1 etm2, et les
variances,σ1

2 etσ2
2, à l’aide de ces échantillons. Pour cela nous allons construire des intervalles de

confiance pourm1 −m2 et pourσ1
2/σ2

2.

6.5.1 Intervalle de confiance de la différence de deux moyennes

Posons :

X =
1
n1

n1∑
i=1

Xi, Y =
1
n2

n2∑
j=1

Yj et D = X− Y.

Théorème 129.D est un estimateur sans biais de(m1 −m2).

X suit la loi normaleN (m1, σ1/
√
n1) etY suit la loi normaleN (m2, σ2/

√
n2) ; elles sont indépen-

dantes. D’après les théorèmes64et65D suit donc la loi normaleN (m1−m2,
√
σ1

2/n1 + σ2
2/n2).

Théorème 130.Si σ1 et σ2 sont connusun inter-
valle de confiance de(m1 −m2) au niveauα est

[
D− u2

√
σ1

2

n1
+
σ2

2

n2

, D− u1

√
σ1

2

n1
+
σ2

2

n2

]
oùu1 etu2 vérifientΦ(u2)− Φ(u1) = α.

α

x

ϕ(x)

u1 u2

Un intervalle de confiance de(m1 −m2) au niveauα est
[

D− a, D + b
]

si :

α = P(D− a ≤ m1 −m2 ≤ D + b) = P(−b ≤ D− (m1 −m2) ≤ a)

= P(
−b√

σ1
2

n1
+ σ2

2

n2

≤ D∗ ≤ a√
σ1

2

n1
+ σ2

2

n2

) = Φ(u2)− Φ(u1)

où l’on a posé

u2 =
a√

σ1
2

n1
+ σ2

2

n2

et u1 =
−b√

σ1
2

n1
+ σ2

2

n2

·

On en déduit l’intervalle de confiance annoncé.
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On choisit généralement un intervalle symétrique en probabilité :

[
D− z 1+α

2

√
σ1

2

n1
+
σ2

2

n2

, D + z 1+α
2

√
σ1

2

n1
+
σ2

2

n2

]

Théorème 131. Si σ1 et σ2 sont inconnus mais
égauxun intervalle de confiance de(m1 − m2) au
niveauα est[

D− u2S

√
1
n1

+
1
n2

, D− u1S

√
1
n1

+
1
n2

]
.

où u1 et u2 vérifientP(u1 ≤ T ≤ u2) = α, T sui-
vant la loi deSTUDENT à (n1 + n2 − 2) degrés de
liberté (voir table à la page154) et

S2 =
1

n1 + n2 − 2

( n1∑
i=1

(
Xi−X

)2+
n2∑
j=1

(
Yj−Y

)2)
.

0

α
t

fT (t)

u1 u2

L’hypothèse d’égalité des variances peut être vérifiée en appliquant le théorème134.

On pourrait remplacerσ1 etσ2 par les estimateursS1 etS2 définis par :

S1
2 =

1
n1 − 1

n1∑
i=1

(
Xi − X

)2
et S2

2 =
1

n2 − 1

n2∑
j=1

(
Yj − Y

)2
.

Mais il est préférable d’utiliser un estimateur basé sur la réunion des deux échantillons. D’après le

théorème de FISHER (th. 120page90) U1 =
n1∑
i=1

(Xi − X

σ1

)2
suit la loi du khi-deux à(n1− 1) degrés

de liberté etU2 =
n2∑
j=1

(Yj − Y

σ2

)2
suit la loi du khi-deux à(n2 − 1) degrés de liberté ; de plus ces

deux variables sont indépendantes : d’après le théorème81, U = U1 + U2 suit la loi du khi-deux à
(n1 + n2 − 2) degrés de liberté. En posantσ1 = σ2 = σ on obtient :

E(U) = n1 + n2 − 2 =
1
σ2

E
( n1∑
i=1

(
Xi − X

)2 +
n2∑
j=1

(
Yj − Y

)2)
.

Un estimateur sans biais deσ2 est donc :

S2 =
1

n1 + n2 − 2

( n1∑
i=1

(
Xi − X

)2 +
n2∑
j=1

(
Yj − Y

)2) =
(n1 − 1)S1

2 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2
·

On remplace l’écart-type deD, σ

√
1
n1

+
1
n2

, parS

√
1
n1

+
1
n2

:

α = P(D− a ≤ m1 −m2 ≤ D + b) = P
( −b

S
√

1
n1

+ 1
n2

≤ D− (m1 −m2)

S
√

1
n1

+ 1
n2

≤ a

S
√

1
n1

+ 1
n2

)
.
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On pose :

T =
D− (m1 −m2)

S
√

1
n1

+ 1
n2

=
D− (m1 −m2)

σ
√

1
n1

+ 1
n2

/√
S2

σ2
.

Le numérateur
D− (m1 −m2)

σ
√

1
n1

+ 1
n2

suit la loi normale réduite. Au dénominateur on a
S2

σ2
=

U

n1 + n2 − 2

où U suit la loi du khi-deux à(n1 + n2 − 2) degrés de liberté ; donc, par définition,T suit la loi de
STUDENT à (n1 + n2 − 2) degrés de liberté.

En choisissantu1 etu2 tels queP(u1 ≤ T ≤ u2) = α on obtient l’intervalle de confiance annoncé.

On choisit généralement un intervalle symétrique en probabilité :

[
D− tn1+n2−2, 1+α

2
S

√
1
n1

+
1
n2

, D + tn1+n2−2, 1+α
2

S

√
1
n1

+
1
n2

]
.

Lorsqueσ1 et σ2 sont inconnus, non nécessairement égaux, on utilise l’une des deuxméthodes ap-
prochéessuivantes.

Théorème 132.Si les échantillons ont des tailles im-
portantes et égales (n1 = n2 = n > 30) un intervalle
de confianceapprochéde(m1 −m2) au niveauα est[

D− u2√
n

√
S1

2 + S2
2, D− u1√

n

√
S1

2 + S2
2
]

oùu1 etu2 vérifientΦ(u2)− Φ(u1) = α et où

S1
2 =

1
n1 − 1

n1∑
i=1

(
Xi − X

)2
et

S2
2 =

1
n2 − 1

n2∑
j=1

(
Yj − Y

)2
.

α

x

ϕ(x)

u1 u2

Il suffit de remarquer que la variable aléatoire
D− (m1 −m2)√

S1
2 + S2

2/
√
n

suit sensiblement la loi normale

réduite.

L’intervalle de confianceapproché, symétrique en probabilité, de(m1 −m2) au niveauα est

[
D− z 1+α

2

1√
n

√
S1

2 + S2
2, D + z 1+α

2

1√
n

√
S1

2 + S2
2
]
.
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Théorème 133 (Méthode de WELCH ). Un intervalle
de confianceapprochéde(m1 −m2) au niveauα est

[
D− u2

√
S1

2

n1
+

S2
2

n2

, D− u1

√
S1

2

n1
+

S2
2

n2

]
oùu1 etu2 vérifientP(u1 ≤ T ≤ u2) = α, la variable
aléatoireT suivant la loi deSTUDENT avec un nombre
ν de degrés de liberté estimé à partir des échantillons :

ν =

(S1
2

n1
+

S2
2

n2

)2

S1
4

n2
1(n1 − 1)

+
S2

4

n2
2(n2 − 1)

·
0

α
t

fT (t)

u1 u2

Ce résultat est admis.

L’intervalle de confianceapproché, symétrique en probabilité, de(m1 −m2) au niveauα fourni par
la méthode de WELCH est :

[
D− tν, 1+α

2

√
S1

2

n1
+

S2
2

n2

, D + tν, 1+α
2

√
S1

2

n1
+

S2
2

n2

]
.

6.5.2 Intervalle de confiance du rapport de deux variances

Théorème 134.Un intervalle de confiance au ni-
veauα deσ1

2/σ2
2 est[ 1
u2

S1
2

S2
2
, 1
u1

S1
2

S2
2

]
où u1 et u2 sont donnés par la loi deFISHER-
SNEDECORF(n1 − 1, n2 − 1) :

Fn1−1,n2−1(u2)− Fn1−1,n2−1(u1) = α.

(Voir les tables page155et suivantes.) 0

α

z

fn1−1,n2−1(z)

u1 u2

On a vu au paragraphe précédent queU1 =
n1∑
i=1

(Xi − X

σ1

)2
et U2 =

n2∑
j=1

(Yj − Y

σ2

)2
suivent les lois

du khi-deux à(n1 − 1) et (n2 − 1) degrés de liberté respectivement et sont indépendantes.

On pose :

Z =

U1

n1 − 1
U2

n2 − 1

=

1
(n1 − 1)σ1

2

n1∑
i=1

(Xi − X)2

1
(n2 − 1)σ2

2

n2∑
j=1

(Yj − Y)2
=

S1
2/S2

2

σ1
2/σ2

2
·
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Par définition (voir §3.6.8) Z suit la loi de FISHER-SNEDECORF(n1 − 1, n2 − 1). On cherchea et
b tels que :

α = P(a ≤ σ1
2

σ2
2
≤ b) = P(u1 ≤ Z ≤ u2) = Fn1−1,n2−1(u2)− Fn1−1,n2−1(u1)

où l’on a posé

u1 =
S1

2/S2
2

b
et u2 =

S1
2/S2

2

a
·

L’intervalle de confiance indiqué s’en déduit immédiatement.

On notefn,m,α le fractile d’ordreα de la loi de FISHER-SNEDECORF(n,m). On obtient un intervalle
symétrique en probabilité en choisissantu1 = fn1−1,n2−1, 1−α

2
etu2 = fn1−1,n2−1, 1+α

2
:

[ 1
fn1−1,n2−1, 1+α

2

S1
2

S2
2
, 1
fn1−1,n2−1, 1−α

2

S1
2

S2
2

]
.

6.6 Méthode du « Bootstrap »

À partir d’un échantillonX = (X1, X2, . . . , Xn) on détermine un estimateur ponctuels(X) d’un
paramètreθ. Sauf dans quelques cas particuliers (s(X) = Xn par exemple) le calcul de la variance
n’est pas aisé, ce qui rend problématique la détermination d’intervalles de confiance pourθ.
En 1979 EFRON [13] a développé une méthode s’appuyant sur des concepts simples permettant, à
partir d’une réalisation(x1, x2, . . . , xn) de l’échantillon, d’obtenir une estimation de la variance de
s(X) et un intervalle de confiance pourθ.
On considère que la réalisation de l’échantillon(x1, x2, . . . , xn) est représentative de la population et
on tire parmi lesxk, au hasard etavec remise, un échantillon « bootstrapé »X∗ = (X∗1, X∗2, . . . , X∗n) ;
en pratique on tiren nombres au hasard entre 1 etn et on associe au nombre tirék la valeurxk. Sur
cet échantillon « bootstrapé » on peut calculer un estimateurs(X∗) par le même algorithme que celui
qui donnes(X).
On répète le tirage un « grand » nombre de fois,B, ce qui donne une population de valeurs des(X∗)

S = {s1, s2, . . . , sB}

que l’on peut représenter par un histogramme. Sur cette population on peut calculer une estimation
de la moyenne et de l’écart-type :

s =
1
B

B∑
k=1

sk,

√√√√ 1
B − 1

B∑
k=1

(
sk − s

)2
.

La populationS peut être triée par valeurs croissantes ce qui permet de déterminer un intervalle de
confiance en gardant une certaine proportion des valeurs « centrales ». Par exemple siB = 1000 et
si les valeurs triées deS sontα1 ≤ α2 ≤ α3 ≤ · · · ≤ α1000, l’intervalle de confiance à 95% est[
α25, α975

]
.
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Chapitre 7

Tests

7.1 Introduction

Un test d’hypothèse a pour but d’effectuer un choix entre deux hypothèses statistiques portant sur les
caractéristiques d’une population. Ces caractéristiques peuvent dépendre, ou non, de paramètres :

– tests paramétriques : comparaison de moyennes. . .
– tests non paramétriques : tests d’adéquation (χ2 par exemple). . .

Les deux hypothèses ne jouent pas des rôles symétriques. L’une des deux est supposée vraiea priori
et est soumise au test : c’est l’hypothèse « nulle », notéeH0 ; l’hypothèse alternative est notéeH1. Le
test pourra conduire à rejeterH0 ou à ne pas la rejeter ; il ne peut pas permettre de conclure queH0

est vraie, mais seulement d’affirmer qu’il n’y a pas de raison de la rejeter.

Exemple : test d’un lot de pièces reçues d’un fournisseur. L’hypothèse nulleH0 est de considérer que
le lot est bon ; le rejet à tort deH0 est plus grave que celui deH1.

Il existe deux types d’erreurs de décision :

– rejet à tort de l’hypothèse nulle ;P(rejeterH0 | H0) est le risque de première espèce,
– acceptation à tort de l’hypothèse nulle ;P(rejeterH1 | H1) est le risque de deuxième espèce.

L’idéal serait de réduire ces deux risques au minimum (et même de les annuler. . . ) ; ce n’est pas
possible car, pour diminuer le risque de première espèce, il faut éviter de rejeterH0, ce qui augmente
le risque de deuxième espèce. Le risque de première espèce est considéré comme le plus important :
on va le limiter à un seuil et on va alors tenter de minimiser le risque de deuxième espèce.

La puissance du testest1− P(rejeterH1 | H1) = P(rejeterH0 | H0).

7.2 Tests paramétriques

La variable aléatoireX a pour densité de probabilitéf(x, θ) où le paramètreθ appartient à une partieΘ
deR. Le test est basé sur une statistique d’unn-échantillon deX ; on accepteH0 siϕ(X1,X2, . . . ,Xn)
appartient à une partieA deR et on la rejette sinon :A est larégion d’acceptationdu test etR \ A
est larégion critiqueou région de rejet. La définition du test consiste à choisir la région de rejet.

Nous allons développer quelques exemples.
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7.2.1 Test de la moyenne pour une loi normale (σ connu)

Supposons queX suit la loi normaleN (θ, σ) oùσ est connu.

Hypothèses simples

Nous choisissonsΘ = {θ0, θ1} avecθ0 < θ1 et :

H0 : θ = θ0, H1 : θ = θ1.

Or θ est l’espérance mathématique deX : on peut l’estimer parXn = 1
n

∑n
k=1 Xk. Puisqueθ0 < θ1

on choisit comme région de rejet[c,+∞[, c’est-à-dire que la région d’acceptation estA =]−∞, c[.
Représentons la densité de probabilité deXn, qui suit la loi normaleN (θ, σ/

√
n) sous les deux

hypothèsesH0 etH1.

0 θ0 θ1c

Risque de deuxième espèce Risque de première espèce

Déterminonsc ; on limite le risque de première espèce au seuilα :

P(Xn ≥ c | θ = θ0) ≤ α

et on cherche à minimiser le risque de deuxième espèce

P(Xn < c | θ = θ1).

On cherche doncc tel que

P(Xn ≥ c | θ = θ0) = 1− Φ
(c− θ0
σ/
√
n

)
︸ ︷︷ ︸

ψ0(c)

≤ α

et

P(Xn < c | θ = θ1) = Φ
(c− θ1
σ/
√
n

)
︸ ︷︷ ︸

ψ1(c)

est minimum.

La fonctionψ1 étant croissante, on choisitc le plus petit possible vérifiant l’inégalité.
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Or la fonctionψ0 est décroissante ; donc on choisitc

tel que1− Φ
(c− θ0
σ/
√
n

)
= α, soit :

c = θ0 + z1−α
σ√
n
·

Le risque de deuxième espèce est alors : α x

ϕ(x)

z1−α

P(Xn < c | θ = θ1) = Φ
(c− θ1
σ/
√
n

)
= Φ

(
z1−α −

θ1 − θ0
σ/
√
n

)
.

La puissance du test est d’autant plus grande que ce risque est plus petit et donc

– queθ1 − θ0 est grand (valeurs testées nettement distinctes),
– quen est grand (échantillon de taille importante).

Application numérique :θ0 = 1, θ1 = 2, σ = 1, n = 20, α = 0, 05.
On az1−α = 1, 645 et c = 1, 368 ; la puissance du test est égale à 0,998.

Si on choisit un seuilα = 0, 01 on obtientc = 1, 52 et la puissance du test est égale à 0,984.

Dans cet exemple les hypothèses sontsimples, c’est-à-dire correspondent à une seule valeur du para-
mètre ; sinon l’hypothèse estcomposite.

Une hypothèse composite

On remarque que la valeur dec trouvée ci-dessus ne dépend pas deθ1 ; on peut donc choisirΘ = [θ0,+∞[,
prendre pour hypothèses

H0 : θ = θ0, H1 : θ > θ0 (test unilatéral)

et décider de rejeterH0 si Xn ≥ c où c = θ0 + z1−α
σ√
n
·

Le risque de première espèceP(Xn ≥ c | H0) est encore égal àα.

Le risque de deuxième espèce est une fonction deθ :

P(Xn < c | H1) = Φ
( c− θ

σ/
√
n

)
= Φ

(
z1−α −

θ − θ0
σ/
√
n

)
.

La courbe d’efficacité du test est le graphe de la fonction

L(θ) = P(ne pas rejeterH0 | θ fixé) = P(Xn < c | θ fixé) = Φ
( c− θ

σ/
√
n

)
.
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θ0

θ

L(θ)

0

1
1− α

θ0 + σ

n = 2
n = 4
n = 8
n = 16
n = 32
n = 64

Deux hypothèses composites

On choisitΘ = R, on prend pour hypothèses

H0 : θ ≤ θ0, H1 : θ > θ0 (test unilatéral)

et on décide de rejeterH0 si Xn ≥ c. Déterminonsc.
Le risque de première espèce doit être inférieur au seuilα quel que soitθ inférieur ou égal àθ0 :

∀θ ≤ θ0, P(Xn ≥ c | H0) = P(Xn ≥ c | θ ≤ θ0) = 1− Φ
( c− θ

σ/
√
n

)
︸ ︷︷ ︸

%(θ)

≤ α.

La fonctionθ 7→ %(θ) étant croissante il faut et il suffit que l’inégalité soit vérifiée lorsqueθ = θ0 ;
doncc doit vérifier

1− Φ
(c− θ0
σ/
√
n

)
︸ ︷︷ ︸

ψ(c)

≤ α.

Le risque de deuxième espèce

P(Xn < c | θ > θ0) = Φ
( c− θ

σ/
√
n

)
est une fonction croissante dec : il est minimum lorsquec est minimum.
Puisquec 7→ ψ(c) est une fonction décroissante, on choisitc tel queψ(c) = α ce qui donne encore :

c = θ0 + z1−α
σ√
n
·

On a alors :

L(θ) = P(Xn < c | θ fixé) = Φ
( c− θ

σ/
√
n

)
= Φ

(
z1−α +

θ0 − θ

σ/
√
n

)
.

D’où la courbe d’efficacité :
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0
θ

L(θ)

1
1− α

θ0 θ0 + σ

n = 2
n = 4
n = 8
n = 16
n = 32
n = 64

On constate que le test est d’autant plus efficace quen est grand. . . ce qui n’est pas surprenant.

7.2.2 Test de la moyenne pour une loi normale (σ inconnu)

Lorsqueσ est inconnu on le remplace par l’estimateurS′n. La statistique de test
Xn − θ

σ/
√
n

, qui suivait

la loi normale réduite, est alors remplacée par
Xn − θ

S′n/
√
n

qui suit la loi de STUDENT à (n − 1) degrés

de liberté (voir la démonstration du théorème123).

Par les mêmes raisonnements que ceux du para-
graphe7.2.1on décide de rejeter l’hypothèse nulle
H0 si

Xn ≥ θ0 + tn−1,1−α
S′n√
n

où tn−1,1−α est le fractile d’ordre(1 − α) de la loi
de STUDENT à (n− 1) degrés de liberté. 0

α t

fT (t)

tn−1,1−α

7.2.3 Test de l’écart-type pour une loi normale (m inconnue)

Supposons queX suit la loi normaleN (m, θ) oùm est inconnue.

Test bilatéral (une hypothèse composite)

Nous choisissonsΘ = R et
H0 : θ = θ0, H1 : θ 6= θ0.

La statistique de test estS′n
2
, estimateur sans biais de la variance.

SousH0 la variable aléatoire
(n− 1)S′n

2

θ2
0

suit la loi du khi-deux à(n − 1) degrés de liberté (voir

théorème120).
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On rejetteH0 si
S′n

2

θ2
0

< l1 < 1 ou si
S′n

2

θ2
0

> l2 > 1. En partageant équitablement le risque de

première espèceα entre les deux cas on aura

P
(S′n

2

θ2
0

< l1

)
= P

((n− 1)S′n
2

θ2
0

< (n− 1)l1
)

=
α

2
, d’où l1 =

un−1,α
2

n− 1
,

et

P
(S′n

2

θ2
0

> l2

)
= P

((n− 1)S′n
2

θ2
0

> (n− 1)l2
)

=
α

2
, d’où l2 =

un−1,1−α
2

n− 1
·

On rejette doncH0 si

S′n
2
<
un−1,α

2
θ2
0

n− 1

ou

S′n
2
>
un−1,1−α

2
θ2
0

n− 1
·

0
u

fχ2
n−1

(u)

un−1, α
2

un−1,1−α
2

α
2

α
2

Test unilatéral (deux hypothèses composites)

Nous choisissonsΘ = R et

H0 : θ ≤ θ0, H1 : θ > θ0.

Par le même raisonnement que ci-dessus on rejette
H0 si

S′n
2
>
un−1,1−α θ

2
0

n− 1
·

0
u

fχ2
n−1

(u)

un−1,1−α

α

7.2.4 Comparaison de proportions

Les populations A et B contiennent des proportionsp1 et p2 d’éléments d’un certain type (pièces
défectueuses par exemple). On tire de A et B des échantillons de taillesn1 etn2 respectivement : on
obtientX (resp.Y) éléments de type cherché dans A (resp. B). On veut savoir sip1 etp2 peuvent être
considérées comme égales ; on choisit donc :

H0 : p1 = p2 et H1 : p1 6= p2.

Les variablesX et Y suivent respectivement les lois binomialesB(n1, p1) et B(n2, p2). On sup-
pose quen1 et n2 sont assez grands pour que l’on puisse approcher les lois binomiales par des lois



7.2 – Tests paramétriques 111

normales ; alorsX/n1 et Y/n2 suivent respectivement les lois normalesN (p1,
√
p1(1− p1)/n1) et

N (p2,
√
p2(1− p2)/n2).

La statistique de test

T =
X

n1
− Y

n2

suit alors la loi normaleN (p1 − p2,
√
p1(1− p1)/n1 + p2(1− p2)/n2).

SousH0, en notantp = p1 = p2, T suit la loi normaleN (0,
√
p(1− p)(1/n1 + 1/n2)).

On estimep parP = (X+Y)/(n1+n2) et on rejette
H0 si

|T | > z1−α
2

√
P (1− P )

( 1
n1

+
1
n2

)
oùz1−α

2
est le fractile d’ordre(1− α

2 ) de la loi nor-
male réduite.

x

ϕ(x)

z1−α
2−z1−α

2

α
2

α
2

7.2.5 Comparaison de deux moyennes (observations appariées)

SoientXi et Yi les résultats de deux mesures sur une même unitéi ∈ {1, 2, . . . , n} (ou sur deux
unités appariées) ; par exempleXi et Yi sont les notes obtenues par un même étudiant dans deux
matières. On suppose que les variablesXi (resp.Yi) suivent la même loi normaleN (m1, σ1) (resp.
N (m2, σ2)) et que ces variables sont indépendantes.

On choisit :

H0 : m1 = m2 et H1 : m1 6= m2.

SousH0 les variablesDi = Xi − Yi suivent la loi normaleN (0,
√
σ2

1 + σ2
2) et sont indépendantes.

On pose :

D =
1
n

n∑
i=1

Di et S′n
2 =

1
n− 1

n∑
i=1

(Di − D)2.

La statistique de test
D

S′n/
√
n

suit la loi de STUDENT à(n−1) degrés de liberté (voir la démonstration

du théorème123).

Avec un risque égal àα on rejette doncH0 si

|D| > tn−1,1−α
2

S′n√
n

où tn−1,1−α
2

représente le fractile d’ordre1 − α
2 de

la loi de STUDENT à (n− 1) degrés de liberté. 0
t

fT (t)

tn−1,1−α
2

−tn−1,1−α
2

α
2

α
2
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7.2.6 Comparaison de plusieurs moyennes (observations non appariées) – analyse de
variance pour un facteur

On prélève indépendamment desn-échantillons dansk populations ; on noteXij la j-ième valeur
obtenue (j ∈ {1, 2, . . . , n}) dans la population no i (i ∈ {1, 2, . . . , k}). Ces données peuvent être
regroupées dans un tableau :

1 2 . . . j . . . n Moyenne

1 X11 X12 . . . X1j . . . X1n X1

2 X21 X22 . . . X2j . . . X2n X2

...
...

...
...

...
...

...
...

i Xi1 Xi2 . . . Xij . . . Xin Xi
...

...
...

...
...

...
...

...

k Xk1 Xk2 . . . Xkj . . . Xkn Xk

On suppose que, pour touti, les variables aléatoiresXij suivent, pour toutj, la même loi normale
N (mi, σ). On désire tester l’hypothèse nulle :

H0 : m1 = m2 = · · · = mk.

On rejettera cette hypothèse si la variance des moyennes des échantillons est grande par rapport à la
variance dans les échantillons.
On pose :

Xi =
1
n

n∑
j=1

Xij et X =
1
k

k∑
i=1

Xi.

SousH0 et en notantm la valeur commune desmi, la variable aléatoireXi suit, pour touti, la loi
normaleN (m,σ/

√
n) ; donc, d’après le théorème de FISHER (voir th. 120, page90), la variable

aléatoire
1

(σ/
√
n)2

k∑
i=1

(
Xi −X

)2 =
n

σ2

k∑
i=1

(
Xi −X

)2
suit la loi du khi-deux à(k − 1) degrés de liberté. En posant

SCE = n

k∑
i=1

(
Xi −X

)2
"sommes des carrés entre échantillons"

la variable aléatoire(1/σ2)SCE suit la loi du khi-deux à(k − 1) degrés de liberté.

D’après le même théorème de FISHER les variables aléatoires(1/σ2)
∑n

j=1

(
Xij−Xi

)2
suivent, pour

tout i, la loi du khi-deux à(n − 1) degrés de liberté ; elles sont indépendantes. Donc la variable
aléatoire

k∑
i=1

( 1
σ2

n∑
j=1

(
Xij − Xi

)2) =
1
σ2
SCI ,
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en posant

SCI =
k∑
i=1

n∑
j=1

(
Xij − Xi

)2
("somme des carrés à l’intérieur des échantillons"),

suit la loi du khi-deux à(k(n− 1)) degrés de liberté.
Le rapport des variances

F =

SCE
k − 1
SCI

k(n− 1)

=
s2E
s2I

suit donc la loi de FISHER-SNEDECORà (k − 1, k(n− 1)) degrés de liberté (voir page62).
On rejetteH0 au risqueα si la réalisation deF pour les échantillons dépasse le fractilefk−1,k(n−1),1−α
d’ordre(1− α) de cette loi.

Généralisation

Le test s’applique encore lorsque les effectifs des échantillons ne sont pas égaux ; soitni la taille du
i-ième échantillon. Les formules sont alors :

Xi =
1
ni

ni∑
j=1

Xij , X =
∑k

i=1 niXi∑k
i=1 ni

,

SCE =
k∑
i=1

ni
(
Xi −X

)2
, SCI =

k∑
i=1

ni∑
j=1

(
Xij − Xi

)2
, F =

SCE/k − 1

SCI/
∑k

i=1(ni − 1)
·

La statistique de testF suit la loi de FISHER-SNEDECORà (k − 1,
∑k

i=1(ni − 1)) degrés de liberté.
Les résultats sont résumés dans le tableau d’analyse de variance qui se présente ainsi :

Source de varia-
tion

Degrés de
liberté

Somme des
carrés

Moyenne
des carrés

F Probabilité
critique

Entre les échan-
tillons

k − 1 SCE s2E
s2E
s2I

pc

À l’intérieur des
échantillons

k∑
i=1

(ni−1) SCI s2I

Total
k∑
i=1

ni − 1 SCT =
SCE+SCI

7.2.7 Probabilité critique

Soit t la réalisation de la statistique de testT obtenue à partir d’un échantillon. Laprobabilité critique
pc est la probabilité d’obtenirt ou une valeur plus éloignée deθ0 lorsqueH0 est vraie.
– Test bilatéral

On rejetteH0 si |T| > ` ; la probabilité critique est

pc(t) = P
(
|T| ≥ t | θ = θ0

)
.
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– Test unilatéral
On rejetteH0 si T > ` ; la probabilité critique est

pc(t) = P
(
T ≥ t | θ = θ0

)
.

Lorsque la probabilité critique est faible la contradiction est forte entreH0 et les valeurs obtenues
dans l’échantillon : si le risque de première espèce est égal àα on décide de rejeterH0 si pc < α.
Les logiciels de statistique fournissent généralement la probabilité critique («p-value »), laissant
l’utilisateur conclure en fonction du risque de première espèce choisi.

7.3 Test du khi-deux

Une épreuve peut fournirm résultats différentsA1,A2,. . . ,Am. On désire tester l’hypothèse suivante
(« hypothèse nulle ») :

H0 : ∀j ∈ {1, 2, . . . ,m}, P(Aj) = pj

où les probabilitéspj sont fixées avec
m∑
j=1

pj = 1.

On réalisen épreuves indépendantes ; soitNj le nombre de réalisations deAj . Si l’hypothèseH0 est
vérifiée on a (voir la loi multinomiale au §2.7.2, page25) :

P
( m⋂
j=1

(Nj = nj)
)

=
n!

n1!n2! . . . nm!
pn1
1 pn2

2 . . . pnm
m .

Théorème 135.La variable
m∑
j=1

(Nj − npj)2

npj
converge en loi vers la loi du khi-deux à(m−1) degrés

de liberté lorsquen tend vers l’infini.

Remarque : la loi limite est indépendante des probabilitéspj .

On reprend les notations du §2.7.2.
Pour toutj ∈ {1, 2, . . . , m} et toutk ∈ {1, 2, . . . , n} soitX(k)

j le nombre (égal à0 ou1) d’élément

de typej tiré auk-ième tirage. Pourj fixé les variables(X(k)
j )1≤k≤n sont indépendantes et, pour tout

k, P(X(k)
j = 1) = pj .

Nous introduisons alors, pourk ∈ {1, 2, . . . , n}, les vecteurs aléatoires

Yk =
(X

(k)
j − pj
√
npj

)
1≤j≤m

et le vecteur aléatoire

Zn =
n∑
k=1

Yk =
( n∑
k=1

X
(k)
j − pj
√
npj

)
1≤j≤m

=
(Nj − npj√

npj

)
1≤j≤m

.

Les vecteursYk étant indépendants et de même loi la fonction caractéristique deZn est définie par
(voir théorème54) :

∀t ∈ Rm, f̂Zn(t) =
(
f̂Y1(t)

)n
.
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Par définition

f̂Y1(t) = E
(
exp
(
i

m∑
j=1

tj
X

(1)
j − pj
√
npj

))
.

Or le vecteur(X(1)
1 , X

(1)
2 , . . . , X

(1)
m ) prend, pour toutj, la valeur(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) où le1 est à

la j-ième place avec la probabilitépj . Donc :

f̂Y1(t) =
m∑
j=1

pj exp
(
i
(∑
k 6=j

tk
−pk√
npk

+ tj
1− pj√
npj

))
=

m∑
j=1

pj exp
(
i
(
−

m∑
k=1

tk
√
pk√
n

+
tj√
npj

))
= exp

(
−i

m∑
k=1

tk
√
pk√
n

) m∑
j=1

pj exp
(
i
tj√
npj

)
.

D’où :

log f̂Zn(t) = n log f̂Y1(t) = −in
m∑
k=1

tk
√
pk√
n

+ n log
m∑
j=1

pj exp
(
i
tj√
npj

)
= −i

√
n

m∑
k=1

tk
√
pk + n log

{
1 +

m∑
j=1

pj

(
exp
(
i
tj√
npj

)
− 1
)}

= −i
√
n

m∑
k=1

tk
√
pk + n log

{
1 +

m∑
j=1

pj

(
i
tj√
npj

−
t2j

2npj
+ o
( 1
n

))}
= −i

√
n

m∑
k=1

tk
√
pk + n log

(
1 +

i√
n

m∑
j=1

tj
√
pj −

1
2n

m∑
j=1

t2j + o
( 1
n

))
= n

{
− 1

2n

m∑
j=1

t2j −
1
2

(
− 1
n

( m∑
j=1

tj
√
pj
)2)+ o

( 1
n

)}
= −1

2

m∑
j=1

t2j +
1
2
( m∑
j=1

tj
√
pj
)2 + o(1)

Donc

f̂Zn(t) −−−→
n→∞

exp
(
−1

2

m∑
j=1

t2j +
1
2
( m∑
j=1

tj
√
pj
)2) = exp

(
−1

2
tT c t

)
où

c = I − v vT avecvT =
[ √

p1
√
p2 · · · √

pm
]

D’après le théorème91 le vecteur aléatoireZn converge en loi vers un vecteur gaussienZ de loi
N (0, c).
La matricec est symétrique : il existe une matrice orthogonaleu telle qued = uT c u soit la matrice
diagonale des valeurs propres dec. Or celles-ci sont :
• la valeur propre simple égale à0 dont le sous-espace propre associé est engendré parv ;

• la valeur propre d’ordre(m−1) égale à1 dont le sous-espace propre a pour équation
m∑
j=1

√
pjxj = 0.
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En ordonnant convenablement la base de vecteurs propres on peut choisir :

d =


1 0 . . . 0

0
... ...

...
...

... 1 0
0 . . . 0 0

 .

D’après le corollaire3 le vecteur aléatoireW = uT Z est gaussien de loiN (0, d). La variable aléatoire

m∑
j=1

(Nj − npj)2

npj
= ZTn Zn

converge en loi vers

ZT Z = (uW)T (uW) = WT uT u W = WT W =
m∑
j=1

W2
j =

m−1∑
j=1

W2
j ,

puisqueWm est presque sûrement nulle car elle a une espérance mathématique et une variance nulles.
Pourj ∈ {1, 2, . . . , m− 1} la variable aléatoireWj suit la loi normale réduite et ces variables sont
indépendantes ; par définitionZT Z suit la loi du khi-deux à(m− 1) degrés de liberté.

Lorsquen est grand la variable aléatoire
m∑
j=1

(Nj − npj)2

npj
suit donc sensiblement la loi du khi-deux

à (m− 1) degrés de liberté.
Soit (n1, n2, . . . , nm) une réalisation de l’échantillon(N1,N2, . . . ,Nm). On évalue la somme

t =
m∑
j=1

(nj − npj)2

npj
·

L’hypothèseH0 est rejetée sit est trop
grande : on fixe un niveauα « petit » et
on ne rejette pasH0 si t est inférieure au
fractileum−1,1−α tel que

P(χ2
m−1 ≥ um−1,1−α) = α.

(La valeurum−1,1−α est lue dans la table
des fractiles de la loi duχ2, page152).

0
x

fχ2
m−1

(x)

um−1,1−α

α

L’éventualité de rejeterH0 lorsqu’elle est vraie constitue le risque de première espèce ; on choisit une
probabilitéα « petite » afin de limiter ce risque. On ne sait rien (a priori) sur le risque d’accepterH0

lorsqu’elle est fausse (risque de seconde espèce) ; il est supposé de moindre importance que le risque
de première espèce.
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Remarques

1. En pratique les valeurs des produitsnpj ne doivent pas être trop petites :npj ≥ 5 est raison-
nable. Si ce n’est pas le cas il faut regrouper les (données en) classes.

2. Si certains paramètrespj sont inconnus et doivent être estimés le nombre de degrés de liberté
de la loi duχ2 est diminué d’autant.
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Chapitre 8

Régression linéaire

8.1 Introduction : lignes de régression

SoientX et Y deux variables aléatoires ; on cherche à caractériser la relation entre ces variables :
on peut, par exemple, associer à une valeur deX la moyenne des valeurs correspondantes deY. On
obtient ainsi les lignes de régression deY enX. On peut également chercher la régression deX enY.

8.1.1 Cas discret

Pour(i, j) ∈ I × J on pose :pij = P
(
(X = xi) ∩ (Y = yj)

)
. Les lois deX et deY sont définies par

pi. =
∑
j∈J

pij , p.j =
∑
i∈I

pij .

La loi conditionnelle deY sachant queX = xi est définie par

∀j ∈ J, P(Y = yj | X = xi) =
pij
pi.
·

On pose :

∀i ∈ I, mi = E(Y | X = xi) =
∑
j∈J

yj
pij
pi.

=
1
pi.

∑
j∈J

yj pij .

Les points(xi, mi)i∈I définissent la régression deY enX.

De même, en posantm′
j = E(X | Y = yj) =

1
p.j

∑
i∈I

xi pij , la régression deX enY est définie par

les points(m′
j , yj)j∈J .

8.1.2 Cas continu

Le couple(X,Y) ayant une densité de probabilité(x, y) 7→ f(x, y) la régression deY en X est la
courbe d’équation

y = m(x) =
1

fX(x)

∫ ∞

−∞
y f(x, y) dy.

On définit de manière analogue la régression deX enY.
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Cas particulier : loi normale

La densité conditionnelle deY sachant queX = x est

fY|(X=x)(y) =

1

2πσ1σ2

√
1−ρ2

exp
[
− 1

2(1−ρ2)

{(
x−m1
σ1

)2
− 2ρ (x−m1)(y−m2)

σ1σ2
+
(
y−m2

σ2

)2
}]

1
σ1

√
2π

exp
[
−1

2

(
x−m1
σ1

)2
]

=
1(

σ2

√
1− ρ2

)√
2π

exp

[
− 1

2(σ2

√
1− ρ2)2

(
y −

(
m2 + ρ

σ2

σ1
(x−m1)

))2
]

La loi conditionnelle deY sachant queX = x est donc la loi normale

N (m2 + ρ
σ2

σ1
(x−m1), σ2

√
1− ρ2).

La régression deY enX est donc définie par

y = m(x) = E(Y | X = x) = m2 + ρ
σ2

σ1
(x−m1).

La courbe de régression deY enX est la droite d’équation

y −m2

σ2
= ρ

x−m1

σ1
·

De même la courbe de régression deX enY est la droite d’équation

x−m1

σ1
= ρ

y −m2

σ2
·

Ces deux droites sont distinctes si|ρ| 6= 1.
Le fait que les courbes de régression soient des droites dans le cas de la loi normale conduit naturel-
lement à s’intéresser à la régression linéaire.

8.2 Régression linéaire simple

Les valeursY1, Y2, . . . , Yn d’une variable dépendante(ou expliquée) correspondent aux valeurs
x1, x2, . . . , xn de lavariable indépendante(ouexplicative) ; on postule le modèle linéaire

∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, Yi = a+ bxi + Ui

où les variables aléatoiresUi, qui représentent leserreurs résiduelles, vérifient

∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, E(Ui) = 0, Var(Ui) = σ2 et, pouri 6= j, Cov(Ui,Uj) = 0.

Remarque : lesYi sont des variables aléatoires, mais pas lesxi qui sont fixés par l’expérimentateur.

On va estimer les paramètresa, b etσ2 en envisageant deux cas :

1. aucune hypothèse n’est faite sur la loi de probabilité desUi : on estimea et b par la méthode
des moindres carrés ;

2. les erreurs résiduellesUi suivent une loi normale : on estimea, b et σ2 par la méthode du
maximum de vraisemblance.
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8.2.1 Estimation des paramètres par les moindres carrés

Détermination des estimateurs

On minimise la somme des carrés des erreurs :

ϕ(a, b) =
n∑
i=1

U2
i =

n∑
i=1

(Yi − a− bxi)2.

Théorème 136.Les estimateurs des moindres carrés dea et b sont

b̂ =

n∑
i=1

(xi − x)(Yi − Y )

n∑
i=1

(xi − x)2
et â = Y − b̂ x

où l’on a posé

x =
1
n

n∑
i=1

xi et Y =
1
n

n∑
i=1

Yi.

Une condition nécessaire de minimum

∂ϕ(a, b)
∂a

=
∂ϕ(a, b)
∂b

= 0

conduit au système deséquations normales:
na+ b

n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

Yi,

a

n∑
i=1

xi + b

n∑
i=1

x2
i =

n∑
i=1

xiYi.

Leur résolution donne immédiatement le résultat annoncé.
On montre à l’aide des équations normales :

ϕ(a, b)− ϕ(â, b̂) = n
(
(a− â) + (b− b̂)x

)2 + (b− b̂)2
n∑
i=1

(xi − x)2.

Donc(â, b̂) est bien le minimum deϕ.

Remarque : malgré l’abandon des conventions typographiques utilisées dans ce cours et l’adoption
du « chapeau » habituel dans la littérature, il ne faut pas oublier que les estimateurs des paramètres
sont des variables aléatoires.

Propriétés des estimateurs

Théorème 137.Les estimateurs des moindres carrés sont sans biais :

E(â) = a et E(̂b) = b.
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Pour touti ∈ {1, 2, . . . , n} on aYi = a+ bxi + Ui ; on en déduit

Y = a+ bx+ U où U =
1
n

n∑
i=1

Ui

puis
∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, Yi − Y = b(xi − x) + (Ui − U).

On reporte dans l’expression deb̂ :

b̂ =

n∑
i=1

(xi − x)(Yi − Y )

n∑
i=1

(xi − x)2
=

b

n∑
i=1

(xi − x)2 +
n∑
i=1

(xi − x)(Ui − U)

n∑
i=1

(xi − x)2
= b+

n∑
i=1

(xi − x)(Ui − U)

n∑
i=1

(xi − x)2

= b+

n∑
i=1

(xi − x)Ui − U
n∑
i=1

(xi − x)

n∑
i=1

(xi − x)2
= b+

n∑
i=1

(xi − x)Ui

n∑
i=1

(xi − x)2
· (8.1)

D’où :

E(̂b) = b+

n∑
i=1

(xi − x)E(Ui)

n∑
i=1

(xi − x)2
= b, car, pour touti, E(Ui) = 0.

Par ailleurs
â = Y − b̂ x = a+ (b− b̂)x+ U

et donc
E(â) = a+ x

(
b−E(̂b)

)
+ E(U) = a.

Définition 57. Pour touti on noteŶi = â+ b̂xi l’estimateur deYi.

Corollaire 4. On a :
E(Ŷi) = E(Yi) = a+ bxi.

D’après le théorème précédent

E(Ŷi) = E(â+ b̂xi) = a+ bxi.

D’autre part

E(Yi) = E(a+ bxi + Ui) = a+ bxi puisque E(Ui) = 0.
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Théorème 138.Les variances et covariance sont données par

Var(â) =
σ2

n

n∑
i=1

x2
i

n∑
i=1

(xi − x)2
, Var(̂b) =

σ2

n∑
i=1

(xi − x)2
et Cov(â, b̂) = − σ2 x

n∑
i=1

(xi − x)2
·

1. D’après la relation8.1on a :b̂− b =

n∑
i=1

(xi − x)Ui

n∑
i=1

(xi − x)2
·

D’où :

Var(̂b) = E
(
(̂b− b)2

)
=

E
(( n∑

i=1

(xi − x)Ui
)2)

( n∑
i=1

(xi − x)2
)2

=
1( n∑

i=1

(xi − x)2
)2E

( n∑
i=1

(
(xi − x)Ui

)2 + 2
∑

1≤i<j≤n
(xi − x)(xj − x)UiUj

)

=
1( n∑

i=1

(xi − x)2
)2
( n∑
i=1

(xi − x)2 E(U2
i )︸ ︷︷ ︸

=σ2

+2
∑

1≤i<j≤n
(xi − x)(xj − x)E(UiUj)︸ ︷︷ ︸

=0

)

=

σ2
n∑
i=1

(xi − x)2

( n∑
i=1

(xi − x)2
)2 =

σ2

n∑
i=1

(xi − x)2
·

2. De la relation̂a = a− (̂b− b)x+ U on déduit :

Var(â) = Var(â− a) = x2 Var(̂b) + Var(U)− 2x Cov(̂b− b,U).

On connaît

Var(̂b) =
σ2

n∑
i=1

(xi − x)2
et Var(U) =

σ2

n
·

Calculons la covariance. On a, pour touti,

Cov(Ui,U) =
1
n

n∑
j=1

Cov(Ui,Uj) =
σ2

n
·
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D’où, d’après8.1:

Cov(̂b− b,U) =

n∑
i=1

(xi − x)Cov(Ui,U)

n∑
i=1

(xi − x)2
=
σ2

n

n∑
i=1

(xi − x)

n∑
i=1

(xi − x)2
= 0.

En reportant :Var(â) =
σ2

n

(
1+

nx2

n∑
i=1

(xi − x)2

)
.On obtient l’expression annoncée deVar(â)

en remarquant :

n∑
i=1

(xi − x)2 + nx2 =
( n∑
i=1

x2
i − 2x

n∑
i=1

xi︸ ︷︷ ︸
=nx

+nx2
)

+ nx2 =
n∑
i=1

x2
i .

3. De la relation̂a− a = −(̂b− b)x+ U on déduit

Cov(â, b̂) = E
(
(â− a)(̂b− b)

)
= −x E

(
(̂b− b)2

)
+ E

(
(̂b− b)U

)
= −x Var(̂b)

carE
(
(̂b− b)U

)
= Cov(̂b− b,U) = 0 comme on l’a vu ci-dessus. D’où le résultat.

Qualité de l’estimation — Analyse de variance

Théorème 139.Soit Ûi = Yi − Ŷi le résiduen
xi. On a la relation d’analyse de la variance:

1
n

n∑
i=1

(
Yi − Y

)2
︸ ︷︷ ︸

variance « totale »

=
1
n

n∑
i=1

(
Ŷi − Ŷ

)2
︸ ︷︷ ︸
variance « expliquée »

+
1
n

n∑
i=1

(
Ûi − Û

)2
︸ ︷︷ ︸
variance « résiduelle »

y

xi

yi

x

ŷi

x

y

y
=
â+

b̂x

Remarque : les notationsyi, ŷi et y sont utilisées dans le graphique pour souligner que ce sont des
réalisations des variables aléatoiresYi, Ŷi etY.

1. Le résidu enxi peut s’écrire

Ûi = Yi − (â+ b̂ xi) = Yi − Y − b̂(xi − x), (car â = Y − b̂ x)
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et on a par ailleurs

Ŷ =
1
n

n∑
i=1

Ŷi = â+ b̂ x = Y

et

Û =
1
n

n∑
i=1

Ûi =
1
n

n∑
i=1

Yi −
1
n

n∑
i=1

Ŷi = Y − Ŷ = 0.

D’où :

n∑
i=1

(
Ûi − Û

)2 +
n∑
i=1

(
Ŷi − Ŷ

)2
=

n∑
i=1

Û2
i +

n∑
i=1

(
Ŷi − Y

)2
=

n∑
i=1

(
Yi − Y − b̂(xi − x)

)2 +
n∑
i=1

(
(â+ b̂ xi)− (â+ b̂ x)

)2
=

( n∑
i=1

(Yi − Y)2 + b̂2
n∑
i=1

(xi − x)2 − 2b̂
n∑
i=1

(xi − x)(Yi − Y)︸ ︷︷ ︸
=b̂

∑n
i=1(xi−x)2

)
+ b̂2

n∑
i=1

(xi − x)2

=
n∑
i=1

(Yi − Y)2.

2. On peut donner une autre démonstration, de nature géométrique.

La méthode des moindres carrés consiste à minimi-
ser la distance deY au plan engendré par les vecteurs
e =

[
1 1 . . . 1

]T
et x ; Ŷ est donc la projection

orthogonale deY sur ce plan.
La projection orthogonale deY sur la droite engendrée
pare estY ; de même la projection orthogonale deŶ sur

cette même droite est̂Y. D’après le théorème des trois

perpendiculaires1 on aŶ = Y.

e

x

O

y

ŷ

ŷ = y

Le triangle(Y, Ŷ,Y) est rectangle (en̂Y) ; d’après le théorème de PYTHAGORE

(Y − Y)2 = (Y − Ŷ)2 + (Ŷ − Ŷ)2,

ce qui donne l’équation d’analyse de la variance.

1Si dans un tétraèdreABCD les angleŝABC, ÂBD et B̂CD sont droits, alors l’anglêACD est également droit.

−→
AC ·

−−→
CD = (

−→
AB +

−−→
BC) ·

−−→
CD =

−→
AB · (

−−→
BD −

−−→
BC) = 0.
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Définition 58. Le coefficient de déterminationest le rapport de la variance expliquée à la variance
totale :

R2 =

n∑
i=1

(Ŷi − Y)2

n∑
i=1

(Yi − Y)2
·

D’après le théorème précédent

0 ≤ R2 ≤ 1.

Le coefficient de détermination donne une bonne indication sur la qualité de l’ajustement : plus il est
grand, plus la variance résiduelle est faible.

8.2.2 Estimation des paramètres par le maximum de vraisemblance

On suppose que le vecteur aléatoireU = (U1, U2, . . . , Un) est gaussien de loiN (0, σ2In), c’est-à-
dire que les variables aléatoiresUi sont normales, centrées et indépendantes, d’écart-typeσ.

Détermination des estimateurs

Théorème 140.Les estimateurs du maximum de vraisemblance dea, b etσ2 sont

b̂ =

n∑
i=1

(xi − x)(Yi − Y )

n∑
i=1

(xi − x)2
, â = Y − b̂ x

et

σ̂2 =
1
n

n∑
i=1

(Yi − â− b̂xi)2 =
1
n

n∑
i=1

Û2
i .

La vraisemblance de l’échantillon(Y1, Y2, . . . , Yn) est

L(a, b, σ2) = (σ
√

2π)−n exp
(
− 1

2σ2

n∑
i=1

(Yi − a− bxi)2
)
.

On pose pour simplifierv = σ2 et

ψ(a, b, v) = ln
(
L(a, b, v)

)
= −n

2
ln(2πv)− 1

2v

n∑
i=1

(Yi − a− bxi)2.
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Les équations de vraisemblance s’écrivent :

∂ψ(a, b, v)
∂a

=
1
v

n∑
i=1

(Yi − a− bxi) = 0,

∂ψ(a, b, v)
∂b

=
1
v

n∑
i=1

(Yi − a− bxi)xi = 0,

∂ψ(a, b, v)
∂v

= − n

2v
+

1
2v2

n∑
i=1

(Yi − a− bxi)2 = 0.

Les deux premières donnent les équations normales de la méthode des moindres carrés ; la dernière
fournit l’estimateur dev = σ2.
On peut vérifier que la matrice hessienne est définie négative.

Propriétés des estimateurs

Les estimateurs du maximum de vraisemblance dea et b sont les estimateurs des moindres carrés
(voir th. 136), ce qui n’était pas évidenta priori : ils sont donc sans biais (voir th.137).

Théorème 141.L’estimateur du maximum de vraisemblance deσ2 est biaisé :

E(σ̂2) =
n− 2
n

σ2.

D’après le théorème139:

n∑
i=1

(Yi − Y)2 =
n∑
i=1

(Ŷi − Y)2 +
n∑
i=1

Û2
i .

Or

Ŷi = â+ b̂ xi
Y = â+ b̂ x

}
⇒ Ŷi−Y = b̂(xi−x) et

Yi = a+ bxi + Ui
Y = a+ bx+ U

}
⇒ Yi−Y = b(xi−x)+(Ui−U).

D’où, en reportant :

n∑
i=1

Û2
i = b2

n∑
i=1

(xi − x)2 +
n∑
i=1

(Ui − U)2 + 2b
n∑
i=1

(xi − x)(Ui − U)− b̂2
n∑
i=1

(xi − x)2.

Or

E
( n∑
i=1

(xi − x)(Ui − U)
)

=
n∑
i=1

(xi − x)E(Ui − U) = 0

et

E
( n∑
i=1

(Ui − U)2
)

= E
( n∑
i=1

U2
i − nU

2) =
n∑
i=1

E(U2
i )− nE(U2) = nσ2 − n

σ2

n
= (n− 1)σ2.
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D’où enfin :

E
( n∑
i=1

Û2
i

)
= b2

n∑
i=1

(xi − x)2 + (n− 1)σ2 −E(̂b2)
n∑
i=1

(xi − x)2

= b2
n∑
i=1

(xi − x)2 + (n− 1)σ2 −
( σ2∑n

i=1(xi − x)2
+ b2

) n∑
i=1

(xi − x)2

= (n− 2)σ2.

Le théorème s’en déduit immédiatement.

Théorème 142.Un estimateur sans biais deσ2 est :

σ̂2 =
1

n− 2

n∑
i=1

Û2
i .

Remarque : pour calculer une estimation deσ2 on utilise la relation d’analyse de la variance

n∑
i=1

Û2
i =

n∑
i=1

(Yi − Y)2 −
n∑
i=1

(Ŷi − Y)2 =
n∑
i=1

(Yi − Y)2 − b̂2
n∑
i=1

(xi − x)2.

Lois des estimateurs

Théorème 143.Le couple(â, b̂) des estimateurs dea et b est gaussien de loiN (m, c) où

m =
(
a
b

)
et c =

σ2

n∑
i=1

(xi − x)2

 1
n

n∑
i=1

x2
i −x

−x 1

 .

Le couple(â, b̂) s’exprime linéairement en fonction desUi, qui sont gaussiennes ; d’après le corol-
laire 3 il est donc gaussien. Le calcul des espérances mathématiques, variances et covariance a été
effectué aux théorèmes137 et 138 sans supposer que lesUi sont gaussiennes (mais le résultat est
encore valable. . . ).

Théorème 144.La loi de l’estimateur̂σ2 est telle que

(n− 2)
σ̂2

σ2
suit la loi du khi-deux à(n− 2) degrés de liberté.

Ce théorème est un cas particulier du théorème161.

Corollaire 5. La variance de l’estimateur̂σ2 est

Var(σ̂2) =
2σ4

n− 2
·

Var
(
(n− 2)

σ̂2

σ2

)
= Var(χ2

n−2) = 2(n− 2) =
(n− 2)2

σ4
Var(σ̂2).

D’où le résultat.



8.2 – Régression linéaire simple 129

Théorème 145.Les estimateurŝa et b̂ sont indépendants de chacun des résidusÛi.

De

Ûi = Yi − Ŷi = (a+ bxi + Ui)− (â+ b̂ xi) = −(â− a)− (̂b− b)xi + Ui

on déduit

E(Ûi) = −
(
E(â)− a

)
−
(
E(̂b)− b

)
xi + E(Ui) = 0

et

Cov(̂b, Ûi) = E(̂b Ûi) = −E
(
b̂(â− a)

)
− xiE

(
b̂(̂b− b)

)
+ E(̂b Ui).

Or :

E
(
b̂(â− a)

)
= Cov(â, b̂) + bE(â− a) = Cov(â, b̂) = − σ2x∑n

i=1(xi − x)2
,

E
(
b̂(̂b− b)

)
= Var(̂b) + bE(̂b− b) = Var(̂b) =

σ2∑n
i=1(xi − x)2

et

E(̂b Ui) = E
((
b+

∑n
j=1(xj − x)Uj∑n
i=1(xi − x)2

)
Ui
)

(d’après8.1)

= bE(Ui) +
1∑n

i=1(xi − x)2

n∑
j=1

(xj − x) E(Ui Uj)︸ ︷︷ ︸
=

∣∣∣∣∣∣ σ
2 si j = i,

0 sinon.

=
σ2(xi − x)∑n
i=1(xi − x)2

·

En reportant on obtient

Cov(̂b, Ûi) = 0.

On procède de même pourâ ; on obtient

Cov(â, Ûi) = E(â Ûi) = −E
(
â(â−a)

)
−xiE

(
â(̂b−b)

)
+E(â Ui) = −Var(â)−xiCov(â, b̂)+E(â Ui).

Or

E(â Ui) = E
(
(Y − b̂ x)Ui

)
= E(YUi)− xE(̂b Ui)

et

E(YUi) =
1
n
E
( n∑
j=1

(a+ bxj + Uj)Ui
)

=
1
n

n∑
j=1

(a+ bxj)E(Ui) +
1
n

n∑
j=1

E(Ui Uj) =
σ2

n
·

En reportant on obtient

Cov(â, Ûi) = 0.
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Domaines de confiance sur les paramètres

Théorème 146.Un intervalle de confiance symétrique en probabilité au niveauα deb est[
b̂− tn−2, 1+α

2

S√∑n
i=1(xi − x)2

, b̂+ tn−2, 1+α
2

S√∑n
i=1(xi − x)2

]

où tn−2, 1+α
2

représente le fractile d’ordre1+α2 de la loi deSTUDENT à (n − 2) degrés de liberté et

oùS =
√
σ̂21 .

On sait que
b̂− b

σ/
√∑n

i=1(xi − x)2
suit la loi normale réduite et que(n− 2)

σ̂2

σ2
suit la loi du khi-deux

à (n− 2) degrés de liberté ; donc

b̂− b

σ/
√∑n

i=1(xi − x)2

/√
σ̂2

σ2
=

b̂− b

S/
√∑n

i=1(xi − x)2

suit la loi de STUDENT à (n − 2) degrés de liberté. L’intervalle de confiance s’en déduit immédiate-
ment.

Théorème 147.Un intervalle de confiance symétrique en probabilité au niveauα dea est â− tn−2, 1+α
2

S
√∑n

i=1 x
2
i√

n
∑n

i=1(xi − x)2
, â+ tn−2, 1+α

2

S
√∑n

i=1 x
2
i√

n
∑n

i=1(xi − x)2


où tn−2, 1+α

2
représente le fractile d’ordre1+α2 de la loi deSTUDENT à (n − 2) degrés de liberté et

oùS =
√
σ̂2.

Identique à celle du théorème précédent.
On peut donner un résultat pour le couple(a, b).

Théorème 148.Une région de confiance au niveauα de (a, b) est l’ellipse dont l’équation dans le
plan (a, b) s’écrit

(â− a)2 + 2x(â− a)(̂b− b) +
1
n

n∑
i=1

x2
i (̂b− b)2 <

2σ̂2

n
f2,n−2,α

oùf2,n−2,α représente le fractile d’ordreα de la loi deFISHER-SNEDECORF(2, n− 2).

On a vu (théorème143) que le coupleV = (â, b̂) est gaussien de loiN (m, c) ; d’après le théorème82
la variable aléatoire

W = (V −m)T c−1 (V −m)

1Il y a une subtilité à ce sujet :̂σ2 est un estimateur sans biais de la varianceσ2, ce qui n’entraîne pas queS soit un
estimateur sans biais de l’écart-type ; nous évitons la notationσ̂ qui est souvent employée bien qu’elle soit trompeuse.
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suit la loi du khi-deux à deux degrés de liberté. On montre immédiatement que

c−1 =
n

σ2

1 x

x

∑n
i=1 x

2
i

n

 .

Donc :

W =
n

σ2

(
(â− a)2 + 2x(â− a)(̂b− b) +

∑n
i=1 x

2
i

n
(̂b− b)2

)
.

Par ailleurs (théorème144) Z = (n− 2)
σ̂2

σ2
suit la loi du khi-deux à(n− 2) degrés de liberté. Donc

(définition35) le rapport

Q =
W/2

Z/(n− 2)
=

n

2σ̂2

(
(â− a)2 + 2x(â− a)(̂b− b) +

∑n
i=1 x

2
i

n
(̂b− b)2

)
suit la loi de FISHER-SNEDECORà 2 et (n − 2) degrés de libertéF(2, n − 2). On en déduit immé-
diatement l’ellipse de confiance.

À partir des données représentées à la page124 on a
tracé sur le graphique ci-contre :
– l’ellipse de confiance du couple(a, b) ;
– les deux intervalles de confiance dea et b.
Le niveau de confiance est égal à 95 %.

a

b

(â, b̂)

0, 85

0, 9

0, 95

1, 05

−
0,

15

−
0,

1

−
0,

05

0,
05

Théorème 149.Un intervalle de confiance symétrique en probabilité au niveauα deσ2 est[
(n− 2)σ̂2

kn−2, 1+α
2

, (n− 2)σ̂2

kn−2, 1−α
2

]

oùkn−2, 1−α
2

etkn−2, 1+α
2

représentent les fractiles d’ordres1−α2 et 1+α
2 de la loi du khi-deux à(n−2)

degrés de liberté.

Ce résultat est une conséquence immédiate du théorème144.
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Tests sur les paramètres

La connaissance des lois de probabilité deâ, b̂, (â, b̂) et σ̂2 permet, en appliquant les méthodes
étudiées au paragraphe7.2, de définir des tests sur ces paramètres.

Théorème 150 (Test bilatéral surb). On teste l’hypothèse nulle

H0 : b = b0 contre l’hypothèse alternative H1 : b 6= b0.

Au risqueα on rejetteH0 si

|̂b− b0|

S
/√∑n

i=1(xi − x)2
> tn−2,1−α

2

où S =
√
σ̂2 et oùtn−2,1−α

2
représente le fractile d’ordre1 − α

2 de la loi deSTUDENT à (n − 2)
degrés de liberté.

Remarque : ce test est surtout utilisé avecb0 = 0, c’est-à-dire pour savoir si la variable expliquée est
indépendante de la variable explicative.

On sait quêb suit la loi normaleN (b, σb) où σ2
b =

σ2∑n
i=1(xi−x)2 ; donc, sous l’hypothèseH0,

b̂− b0
σb

suit la loi normale réduite. Par ailleurs (voir le théo-
rème144) σ̂2 suit la loi du khi-deux à(n − 2) de-
grés de liberté. Donc (voir la démonstration du théo-

rème146) le rapport
b̂− b0

S
/√∑n

i=1(xi − x)2
suit la

loi de STUDENT à (n − 2) degrés de liberté. La ré-
gion de rejet s’en déduit immédiatement.

0
t

fT (t)

tn−2,1−α
2

−tn−2,1−α
2

α
2

α
2

Théorème 151 (Test bilatéral surb (variante)). On teste l’hypothèse nulle

H0 : b = b0 contre l’hypothèse alternative H1 : b 6= b0.

Au risqueα on rejetteH0 si

(̂b− b0)2

σ̂2 /
∑n

i=1(xi − x)2
> f1,n−2,1−α

où f1,n−2,1−α représente le fractile d’ordre1 − α de la loi deFISHER-SNEDECOR à 1 et (n − 2)
degrés de libertéF(1, n− 2).

Il suffit d’appliquer le théorème90.

On peut définir de même (c’est un bon exercice. . . ) des test unilatéraux surb correspondants aux
hypothèses nulles

H0 : b ≥ b0 ou H0 : b ≤ b0.
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Théorème 152 (Test bilatéral sura). On teste l’hypothèse nulle

H0 : a = a0 contre l’hypothèse alternative H1 : a 6= a0.

Au risqueα on rejetteH0 si

|â− a0|

S√
n

√ ∑n
i=1 x

2
i∑n

i=1(xi − x)2

> tn−2,1−α
2

où S =
√
σ̂2 et oùtn−2,1−α

2
représente le fractile d’ordre1 − α

2 de la loi deSTUDENT à (n − 2)
degrés de liberté.

La démonstration est analogue à celle du théorème150.

Théorème 153 (Test sur(a,b)). On teste l’hypothèse nulle

H0 : a = a0 et b = b0 contre l’hypothèse alternative H1 : a 6= a0 ou b 6= b0.

Au risqueα on rejetteH0 si

Q =
n

2σ̂2

(
(â− a0)2 + 2x(â− a0)(̂b− b0) +

∑n
i=1 x

2
i

n
(̂b− b0)2

)
> f2,n−2,1−α

où f2,n−2,1−α représente le fractile d’ordre1 − α de la loi deFISHER-SNEDECOR à 2 et (n − 2)
degrés de libertéF(2, n− 2).

Ce théorème est fréquemment utilisé pour tester l’hypothèseH0 : a = b = 0.

On a vu dans la démonstration du théorème148queQ suit la loi de FISHER-SNEDECORà2 et(n−2)
degrés de libertéF(2, n− 2) ; le résultat s’en déduit immédiatement.

Prédiction de la variable expliquée

On peut prédire la valeur de la variable expliquée pour une valeurx0 de la variable explicative par

Ŷ0 = â+ b̂ x0.

D’après le modèle on a

Y0 = a+ bx0 + U0 où

∣∣∣∣ U0 suit la loi normaleN (0, σ),
∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, E(U0Ui) = 0.

La différenceŶ0 − Y0 = (â− a) + (̂b− b)x0 − U0 suit la loi normaleN (0, s) où

s2 = Var(Ŷ0 − Y0) = Var(â) + x2
0Var(̂b) + 2x0Cov(â, b̂) + Var(U0)

= σ2
(
1 +

1
n

+
(x0 − x)2∑n
i=1(xi − x)2

)
.
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La varianceσ2, inconnue, est estimée par̂σ2 = 1
n−2

∑n
i=1 Û2

i ; on pose

S2 = σ̂2
(
1 +

1
n

+
(x0 − x)2∑n
i=1(xi − x)2

)
Donc (voir la démonstration du théorème146) le rapport

Ŷ0 − Y0

S
suit la loi de STUDENT à (n− 2)

degrés de liberté.
Un intervalle de confiance au niveauα deY0 (intervalle de prévision) est donc :[

Ŷ0 − tn−2, 1+α
2

S, Ŷ0 + tn−2, 1+α
2

S
]
.

Lorsque la valeurx0 varie, les deux extrémités de l’intervalle de prévision décrivent deux courbes
d’équations

y = â+ b̂ x0 ± tn−2, 1+α
2

√∑n
i=1 Û2

i

n− 2

√
1 +

1
n

+
(x0 − x)2∑n
i=1(xi − x)2

.

On montre sans (trop de) peine que ce sont les deux branches d’une hyperbole.

Sur le graphique ci-contre nous avons représenté
les données de la page124 et l’« hyperbole de
confiance » délimitant les intervalles de confiance
au niveau 95 % pour la prédiction de la variable ex-
pliquée.

x

y

−3

−2

−1

1

2

3

−3 −2 −1 1 2 3

8.3 Régression linéaire multiple

La régression linéaire multiple généralise la régression linéaire simple : on suppose que lavariable
dépendanteY est fonction dek variables indépendantes(x1, x2, . . . , xk) ; on postule le modèle
linéaire

∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, Yi =
k∑
j=1

bj xi,j + Ui

où les variables aléatoiresUi, qui représentent leserreurs résiduelles, vérifient

∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, E(Ui) = 0, Var(Ui) = σ2 et, pouri 6= j, Cov(Ui,Uj) = 0.

On a notéxi,j la valeur de la variablexj pour l’individu i ; l’ensemble de ces valeurs est regroupé
dans une matrice

x =


x1,1 x1,2 . . . x1,k

x2,1 x2,2 . . . x2,k
...

...
...

...
xn,1 xn,2 . . . xn,k

 .
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La colonnej représente les valeurs de la variablexj pour tous les individus. On suppose quen > k
et que la matricex est de rangk.
En introduisant les vecteurs

Y =


Y1

Y2
...

Yn

 , U =


U1

U2
...

Un

 et b =


b1
b2
...
bk


on peut écrire le modèle sous forme matricielle

Y = x b+ U avec E(U) = 0 etVar(U) = σ2In.

Remarque : on obtient un modèle affine (ou « avec constante ») en choisissantxi,1 = 1 pour touti ;
on a alors

∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, Yi = b1 +
k∑
j=2

bj xi,j + Ui

8.3.1 Estimation des paramètres par les moindres carrés

On ne fait pas d’hypothèse sur la loi de probabilité des erreursUi.

Détermination des estimateurs

On minimise la somme des carrés des erreurs :

ϕ(b) =
n∑
i=1

U2
i =

n∑
i=1

(
Yi −

k∑
j=1

bj xi,j

)2

Théorème 154.L’estimateur des moindres carrés deb est

b̂ =
(
xTx

)−1(
xTY

)
.

On a, pour tout̀ dans{1, 2, . . . , k} :

∂ϕ(b)
∂b`

= 2
n∑
i=1

(
Yi −

k∑
j=1

bj xi,j

)
(−xi,`).

La condition nécessaire de minimum s’écrit donc

∀` ∈ {1, 2, . . . , k},
n∑
i=1

k∑
j=1

xi,j bj xi,` =
n∑
i=1

Yi xi,`

ou encore

∀` ∈ {1, 2, . . . , k},
k∑
j=1

( n∑
i=1

xi,j xi,`

)
bj =

n∑
i=1

xi,` Yi
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ce qui s’écrit matriciellement
(xTx)b = xTY.

On en déduit le résultat annoncé si(xTx) est inversible, ce que nous supposerons.

On a :

∀(`,m) ∈ {1, 2, . . . , k}2,
∂2ϕ(b)
∂b` ∂bm

= 2
n∑
i=1

xi,` xi,m.

La matrice hessienne est donc égale à2xTx ; b̂ est un minimum deϕ si elle est définie positive, ce
que nous supposerons.
La valeur ajustéedeY est

Ŷ = xb̂ = x(xTx)−1xTY = pY en posant p = x(xTx)−1xT .

Le résidu est le vecteur

Û = Y − Ŷ = (In − p)Y = qY en posant q = In − p.

Lemme 2. p et q sont des projecteurs symétriques.
Le sous-espace propre dep (resp.q) associé à la valeur propre1 a pour dimensionk (resp.(n− k))

1. p est un projecteur :

p2 =
(
x(xTx)−1xT

)(
x(xTx)−1xT

)
= x(xTx)−1xT = p.

2. q est un projecteur :

q2 = (In − p)2 = In − 2p+ p2 = In − p = q.

3. p et q sont symétriques :

pT =
(
x(xTx)−1xT

)T = x(xTx)−1xT = p

et
qT = (In − p)T = In − p = q.

4. Sous-espace propreE1 dep associé à la valeur propre1 ; on a :

px =
(
x(xTx)−1xT

)
x = x,

donc toutes les colonnes de la matricex sont des vecteurs propres dep associés à la valeur
propre1. La dimension du sous-espace propreE1 est au moins égale àk. Le sous-espace
orthogonal àE1, ensemble des vecteursy qui vérifientxT y = 0, est de dimension(n − k) ;
c’est le noyau dep. La dimension deE1 est égale àk. Donc

rg(p) = tr(p) = k.

Même démonstration pourq.
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Propriétés des estimateurs

Théorème 155.b̂ est un estimateur sans biais deb et

Var(̂b) = σ2(xTx)−1.

On a :
b̂ = (xTx)−1xTY = (xTx)−1xT (xb+ U) = b+ (xTx)−1xTU.

Donc :
E(̂b) = b+ (xTx)−1xTE(U) = b

Par ailleurs :

Var(̂b) = E
(
(̂b− b)(̂b− b)T

)
= E

(
(xTx)−1xTUUTx(xTx)−1

)
= (xTx)−1xT E(UUT )︸ ︷︷ ︸

=σ2In

x(xTx)−1

= σ2(xTx)−1.

Remarque : le théorème138est un cas particulier de ce résultat.

Théorème 156.On a :
Cov(̂b, Û) = 0.

Par définition :
Cov(̂b, Û) = E

(
(̂b− b)

(
Û−E(Û)

)T)
.

Or :
Û = qY = q(xb+ U) = qU, carqx = (In − p)x = x− px = 0.

D’où E(Û) = 0 et

Cov(̂b, Û) = E
(
(̂b− b)ÛT

)
= (xTx)−1xT E(UUT )︸ ︷︷ ︸

=σ2In

qT

= σ2(xTx)−1xT (In − pT ) = σ2
(
(xTx)−1xT − (xTx)−1xTx(xTx)−1xT

)
= 0.

Théorème 157.On a :

E(Û) = 0 et Var(Û) = σ2(In − x(xTx)−1xT )

L’espérance a été calculée au cours de la démonstration précédente.
Par ailleurs :

Var(Û) = E(ÛÛT ) = E(qUUT qT ) = qE(UUT )︸ ︷︷ ︸
=σ2In

qT = σ2q2 = σ2q.
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Qualité de l’ajustement

1. Modèle affine (avec « terme constant »)
On a l’équation d’analyse de la variance :

n∑
i=1

(Yi − Y)2 =
n∑
i=1

(Ŷi − Ŷ)2 +
n∑
i=1

Û2
i .

Comme au théorème139 Ŷ est la projection orthogonale deY sur le sous-espace engendré
par les vecteurse, x2, x3,. . . , xk ; l’équation d’analyse de la variance résulte du théorème de
PYTHAGORE.
Le coefficient de détermination est le rapport de la « variance expliquée » à la « variance
totale » :

R2 =
∑n

i=1(Ŷi − Ŷ)2∑n
i=1(Yi − Y)2

·

Il est compris entre 0 et 1.
On a :

R2 = 1−
∑n

i=1 Û2
i∑n

i=1(Yi − Y)2
≤ 1.

Ce coefficient de détermination croît aveck ; on « corrige » cette croissance (sans signification
statistique) en introduisant lecoefficient de détermination ajusté:

R
2 = 1−

∑n
i=1 Û2

i /(n− k)∑n
i=1(Yi − Y)2/(n− 1)

On a :
R

2 ≤ R2.

R
2 −R2 = (1−R2)

(
1− n− 1

n− k

)
= − k − 1

n− k
(1−R2) ≤ 0.

2. Modèle linéaire (sans « terme constant »)

On n’a plus l’équation d’analyse de la variance, ni l’égalitéŶ = Y.
Ŷ est la projection orthogonale deY sur le sous-espace engendré par les vecteursx1, x2,. . . ,xk
donte ne fait pas partie ; le théorème des trois perpendiculaires ne s’applique plus.
Le coefficient de détermination, que l’on peut calculer par la formule habituelle, n’est pas
toujours compris entre 0 et 1, ce qui lui enlève beaucoup d’intérêt.

On a :
n∑
i=1

Y2
i =

n∑
i=1

Ŷ2
i +

n∑
i=1

Û2
i .

Le triangle(O,Y, Ŷ) est rectangle ; on applique le théorème de PYTHAGORE.
Comme indicateur de la qualité de l’ajustement on peut utiliser le rapport :

cos2 α =
∑n

i=1 Ŷ2
i∑n

i=1 Y2
i

= 1−
∑n

i=1 Û2
i∑n

i=1 Y2
i

·
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8.3.2 Estimation des paramètres par le maximum de vraisemblance

On suppose que le vecteur aléatoireU = (U1, U2, . . . , Un) est gaussien de loiN (0, σ2In), c’est-à-
dire que les variables aléatoiresUi sont normales, centrées et indépendantes, d’écart-typeσ.

Détermination des estimateurs

Théorème 158.Les estimateurs du maximum de vraisemblance deb etσ2 sont

b̂ = (xTx)−1xTY et v̂ =
1
n

n∑
i=1

Û2
i .

La vraisemblance de l’échantillon(Y1, Y2, . . . , Yn) est, en posantv = σ2,

L(b, v) = (2πv)−
n
2 exp

(
− 1

2v

n∑
i=1

(
Yi −

k∑
j=1

xi,jbj
)2)

.

On pose

ψ(b, v) = ln
(
L(b, v)

)
= −n

2
ln(2πv)− 1

2v

n∑
i=1

(
Yi −

k∑
j=1

xi,jbj
)2
.

Les équations de vraisemblance s’écrivent :

∀` ∈ {1, 2, . . . , k}, ∂ψ(b, v)
∂b`

=
1
v

n∑
i=1

(
Yi −

k∑
j=1

xi,jbj
)
xi,` = 0,

∂ψ(b, v)
∂v

= − n

2v
+

1
2v2

n∑
i=1

(
Yi −

k∑
j=1

xi,jbj
)2 = 0.

Les premières équations donnent les équations normales de la méthode des moindres carrés ; on en
déduit donc l’estimateur des moindres carrés deb :

b̂ = (xTx)−1xTY.

La dernière équation fournit l’estimateur du maximum de vraisemblance dev :

v̂ =
1
n

n∑
i=1

(
Yi −

k∑
j=1

xi,jbj
)2 =

1
n

n∑
i=1

Û2
i .

Théorème 159.Un estimateur sans biais deσ2 est

σ̂2 =
1

n− k

n∑
i=1

Û2
i .
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On a :
n∑
i=1

Û2
i = ÛT Û = (qU)T (qU) = UT qT qU = UT qU =

n∑
i=1

n∑
j=1

qi,jUiUj .

D’où :

E
( n∑
i=1

Û2
i

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

qi,j E(UiUj)︸ ︷︷ ︸
=

∣∣∣∣∣∣ σ
2 si j = i,

0 sinon.

= σ2
n∑
i=1

qi,i = σ2tr(q) = (n− k)σ2.

Donc :

E(v̂) =
n− k

n
σ2.

L’estimateur sans biais deσ2 déduit de l’estimateur du maximum de vraisemblance est

σ̂2 =
n

n− k
v̂ =

1
n− k

n∑
i=1

Û2
i .

Lois des estimateurs

Théorème 160.L’estimateur̂b deb est gaussien de loiN
(
b, σ2(xTx)−1

)
.

b̂ est linéaire enY, donc enU qui est gaussien : d’après le corollaire3 il est gaussien. Nous avons déjà
calculé son espérance mathématique et sa matrice de covariance (voir théorème155).

Théorème 161.L’estimateur̂σ2 deσ2 est tel que(n− k) σ̂
2

σ2
suit la loi du khi-deux à(n− k) degrés

de liberté.

Nous avons montré (démonstration du théorème159) que
∑n

i=1 Û2
i = UT qU. Or q, symétrique, est

diagonalisable et ses valeurs propres sont1, d’ordre(n−k), et0, d’ordrek. Il existe donc une matrice
orthogonaleω telle que

ω−1qω = ωT qω = d =



1
...

1
0

...
0


.

où la diagonale contient(n− k) fois 1 etk fois 0. Alors :

n∑
i=1

Û2
i = UTωdωTU = ZTdZ =

n−k∑
i=1

Z2
i où Z = ωTU.

D’après le corollaire3 Z est gaussien, de loiN (0, σ2In). Donc, pour touti, le rapportZi/σ suit la loi
normale réduite et

(n− k)
σ̂2

σ2
=

1
σ2

n∑
i=1

Û2
i =

n−k∑
i=1

(Zi
σ

)2
suit la loi du khi-deux à(n− k) degrés de liberté.
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Tests sur les paramètres

Théorème 162 (Test bilatéral sur un paramètre).Pour une valeur dej comprise entre 1 etk on
teste l’hypothèse nulle

H0 : bj = b0j contre l’hypothèse alternative H1 : bj 6= b0j .

On rejetteH0 avec un risqueα si

|b̂j − b0j |
S
√
vj

> tn−k,1−α
2

où

1. S =
√
σ̂2 ;

2. vj est lej-ième terme de la diagonale de la matrice(xTx)−1 ;

3. tn−k,1−α
2

est le fractile d’ordre(1− α
2 ) de la loi deSTUDENT à (n− k) degrés de liberté.

On sait (théorème160) que, sousH0, le rapport
b̂j − b0j
σ
√
vj

suit la loi normale réduite. Par ailleurs

(théorème161) (n− k) σ̂
2

σ2
suit la loi du khi-deux à(n− k) degrés de liberté. Donĉ

bj − b0j
S
√
vj

suit la loi

de STUDENT à (n− k) degrés de liberté. La règle de décision s’en déduit immédiatement.

Pourb0j = 0 on teste si la présence debj est significative dans le modèle.

Théorème 163 (Test sur l’ensemble des paramètres).On teste l’hypothèse nulle

H0 : b = b0 ∈ Rk contre l’hypothèse alternative H1 : b 6= b0.

On rejetteH0 avec un risqueα si

(̂b− b0)T (xTx)(̂b− b0)

kσ̂2
> fk,n−k,1−α

où fk,n−k,1−α est le fractile d’ordre(1 − α) de la loi deFISHER-SNEDECORà k et (n − k) degrés
de libertéF(k, n− k).

1. SousH0 le vecteur̂b est gaussien, de loiN
(
b0, σ2(xTx)−1

)
; donc, d’après le théorème82,

(̂b− b0)T
xTx

σ2
(̂b− b0) suit la loi du khi-deux àk degrés de liberté.

2. On sait (théorème161) que(n− k)
σ̂2

σ2
suit la loi du khi-deux à(n− k) degrés de liberté.

3. Le vecteur(̂b, Û) =
(
b+ (xTx)−1xTU, qU

)
s’exprime de façon affine en fonction deU qui est

gaussien ; donc (corollaire3) il est gaussien. D’après le théorème68, puisqueCov(̂b, Û) = 0,

b̂ et Û sont indépendantes et donc égalementb̂ et σ̂2 = 1
n−k Û

T Û.
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D’après la définition35 le rapport

(̂b− b0)T (xTx)(̂b− b0)/kσ2

σ̂2/σ2
=

(̂b− b0)T (xTx)(̂b− b0)

kσ̂2

suit la loi de FISHER-SNEDECORà k et (n − k) degrés de libertéF(k, n − k). La règle de décision
s’en déduit.

Lorsqueb0 = 0 on teste si la présence deb est significative dans le modèle.



Annexe A

Dénombrements

Quelques techniques de dénombrement élémentaires sont indispensables dans les calculs de probabi-
lités discrètes.

A.1 Suites. Arrangements sans répétition

Théorème 164.SoientA1,A2,. . . ,Ak des ensembles ayant respectivementn1, n2,. . . ,nk éléments ;
le nombre de suites(a1, a2, . . . , ak) telles que, pour touti, l’élémentai appartient àAi est égal à

k∏
i=1

ni = n1 n2 . . . nk.

Récurrence surk.
Ces suites sont les éléments, appelés aussik-uplets, de l’ensemble produitA1 ×A2 × . . .×Ak.

Corollaire 6. SoitA un ensemble ayantn éléments ; le nombre de suites dek éléments deA est égal
à nk.

C’est le cardinal de l’ensemble produitAk.
C’est aussi le nombre d’applications d’un ensemble dek éléments dans un ensemble den éléments.

Corollaire 7. SoitA un ensemble ayantn éléments ; le nombre de suites dek éléments distincts de
A est égal à

n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1) =
n!

(n− k)!

que l’on note(n)k ou bienAkn.

Une telle suite est unarrangement sans répétitiondek éléments pris parmin.
(n)k est le nombre d’applications injectives d’un ensemble dek éléments dans un ensemble den
éléments.
Lorsquen = k on obtient le nombre de bijections entre deux ensembles ayantn éléments (ou de
permutations d’un ensemble ayantn éléments) :(n)n = n!.
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A.2 Combinaisons sans répétition

Théorème 165.Le nombre de sous-ensembles ayantk éléments d’un ensemble den éléments est
égal à

n!
k! (n− k)!

que l’on note

(
n

k

)
ou bienCkn.

Pour chacun de ces sous-ensembles on obtient en permutant lesk élémentsk! arrangements sans

répétition : le nombre de sous-ensembles cherché est donc égal à
(n)k
k!

·.

Par convention
(
n
k

)
= 0 si k 6∈ {0, 1, . . . , n}.

Théorème 166.Quelques propriétés élémentaires des coefficients du binôme :
–
(
n
k

)
=
(
n

n−k
)

;

–
(
n
k

)
=
(
n−1
k

)
+
(
n−1
k−1

)
;

– 0 < k < n⇒
(
n
k

)
= n

k

(
n−1
k−1

)
= n

n−k
(
n−1
k

)
= n−k+1

k

(
n
k−1

)
;

– (a+ b)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
ak bn−k.

A.3 Arrangements avec répétition

Théorème 167.SoitA un ensemble ayantn éléments et soit(r1, r2, . . . , rk) une suite d’entiers
positifs ou nuls dont la somme est égale àn ; le nombre de partitions deA enk sous-ensemblesA1,
A2,. . . ,Ak tels que, pour touti,Ai a ri éléments est

n!
r1! r2! . . . rk!

·

Récurrence surk.

Définition 59. SoitA = {a1, a2, . . . , ak} et soit(r1, r2, . . . , rk) une suite d’entiers positifs ou nuls
dont la somme est égale àn ; un arrangement avec répétitiondesai associé aux facteurs de répétition
ri est une suite d’éléments deA où l’on trouveri foisai.

L’ordre des éléments est important : les suites(b, a, c, a, c, c) et (a, b, c, c, a, c) sont différentes
bien qu’elles soient formées des mêmes éléments.

Théorème 168.Le nombre d’arrangements avec répétition associés à la suite(r1, r2, . . . , rk) est
égal à

(r1 + r2 + · · ·+ rk)!
r1! r2! · · · rk!

·

Soit (x1, x2, . . . , xn) un tel arrangement avec répétition. En posantj ∈ Ai ⇔ xj = ai on définit
une bijection de l’ensemble des arrangements avec répétition associés à la suite(r1, r2, . . . , rk) dans
l’ensemble des partitions de{1, 2, . . . , n} enk sous-ensemblesA1, A2,. . . ,Ak ayantr1, r2,. . . ,rk
éléments. On est ramené au théorème précédent.
Il y a, par exemple 6!

2! 1! 3! = 60 suites contenant deux foisa, une foisb et trois foisc.



Annexe B

Fonctions eulériennes

Les fonctions eulériennes interviennent dans des domaines nombreux et variés ; elles sont très utiles,
et même indispensables, dans l’étude de certaines lois de probabilité.

Définition 60.
– La fonction eulérienne de première espèce

B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1 (1− t)y−1 dt

est définie pourx ety réels strictement positifs.
– La fonction eulérienne de deuxième espèce

Γ(x) =
∫ ∞

0
tx−1 e−t dt

est définie pourx strictement positif.

Théorème 169.
∀x > 0, Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Théorème 170.
∀n ∈ N∗, Γ(n) = (n− 1)!

Théorème 171.

B(x, y) = 2
∫ π

2

0
cos2x−1 θ sin2y−1 θ dθ.

On effectue le changement de variable défini parθ = arccos
√
t.

Théorème 172.

B(x, y) =
Γ(x) Γ(y)
Γ(x+ y)

·

En effectuant le changement de variable défini paru =
√
t dans la définition on obtient

Γ(x) = 2
∫ ∞

0
e−u

2
u2x−1 du
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et de la même façon

Γ(y) = 2
∫ ∞

0
e−v

2
v2y−1 dv.

Posant∆ =
(
R+∗

)2
etD =]0, π/2[×R+∗ on obtient

Γ(x)Γ(y) = 4
∫∫

∆
e−(u2+v2)u2x−1v2y−1 du dv

= 4
∫∫

D
e−r

2
(r cos θ)2x−1(r sin θ)2y−1r dr dθ

en passant en coordonnées polaires ; d’où :

Γ(x)Γ(y) = 4
∫ π/2

0
cos2x−1 θ sin2y−1 θ dθ

∫ ∞

0
e−r

2
r2(x+y)−1 dr︸ ︷︷ ︸

1
2Γ(x+ y)

= B(x, y)Γ(x+ y)

Théorème 173 (Intégrales de GAUSS).∫ ∞

−∞
e−x

2
dx =

√
π,

∫ ∞

−∞
x2e−x

2
dx =

√
π

2
·

On a :

B(
1
2
,
1
2
) =

Γ(1
2)Γ(1

2)
Γ(1)

=
(
Γ(

1
2
)
)2

= 2
∫ π

2

0
dθ = π.

Donc :Γ(1/2) =
√
π. On en déduit le théorème en effectuant le changement de variables défini par

x =
√
t.

Terminons par quelques formules données sans démonstration.
– Formule des compléments

∀x ∈]0, 1[, Γ(x)Γ(1− x) =
π

sinπx
·

– Formule de STIRLING

Au voisinage de l’infini
Γ(x) ∼

√
2π xx−

1
2 e−x.

Plus précisément :

ln
(
Γ(x)

)
= x lnx− x− 1

2
lnx+

1
2

ln(2π) +
p∑

k=1

b2k
2k(2k − 1)

1
x2k−1

+O
( 1
x2p

)
où lesb2k sont les nombres de BERNOULLI définis par

x

ex − 1
=

∞∑
n=0

bn
xn

n!
·
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– Formule de GAUSS

∀x > 0, Γ(x) = lim
n→∞

nxn!
x(x+ 1) · · · (x+ n)

·

– Formule de WEIERSTRASS

∀x > 0, Γ(x) =
e−γx

x

∞∏
n=1

e
x
n

1 + x
n

oùγ, constante d’EULER, est définie parγ = lim
n→∞

( n∑
k=1

1
k
− lnn

)
.

– Formule de LEGENDRE-GAUSS

∀z ∈ C− Z−, ∀p ∈ N∗, Γ(
z

p
)Γ(

z + 1
p

) · · ·Γ(
z + p− 1

p
) = (2π)

p−1
2 p

1
2
−zΓ(z).

– Considérons la dérivée logarithmique deΓ :

∀x ∈ R+∗, ψ(x) =
d
(
ln(Γ(x)

)
dx

=
Γ′(x)
Γ(x)

·

On a les propriétés suivantes :

ψ(x) = −γ − 1
x

+
∞∑
n=1

(
1
n
− 1
n+ x

)
.

ψ(k−1)(x) = (−1)k(k − 1)!
∞∑
n=0

1
(x+ n)k

, (k ≥ 2).

ψ(x) = −γ +
∫ 1

0

1− (1− t)x−1

t
dt, (GAUSS).∫ x+1

x
ln
(
Γ(t)

)
dt = x(lnx− 1) +

1
2

ln(2π), (RAABE).
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Annexe C

Tables numériques

Ces tables ont été établies à l’aide du logicielMathematica.
– Loi normale
– Loi du khi-deux
– Loi de STUDENT

– Loi de FISHER-SNEDECOR
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C.1 Loi normale

Fonction de répartition de la loi normale réduite : Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
exp
(
−t2

2

)
dt

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0. 0.5 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.52790 0.53188 0.53586

0.1 0.53983 0.54380 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535

0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409

0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.62930 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173

0.4 0.65542 0.65910 0.66276 0.66640 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793

0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.70540 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.72240

0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490

0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.76730 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230 0.78524

0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327

0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891

1. 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214

1.1 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.87900 0.88100 0.88298

1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147

1.3 0.90320 0.90490 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91309 0.91466 0.91621 0.91774

1.4 0.91924 0.92073 0.92220 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189

1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408

1.6 0.94520 0.94630 0.94738 0.94845 0.94950 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449

1.7 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.96080 0.96164 0.96246 0.96327

1.8 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062

1.9 0.97128 0.97193 0.97257 0.97320 0.97381 0.97441 0.97500 0.97558 0.97615 0.97670

2. 0.97725 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982 0.98030 0.98077 0.98124 0.98169

2.1 0.98214 0.98257 0.98300 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.98500 0.98537 0.98574

2.2 0.98610 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.98840 0.98870 0.98899

2.3 0.98928 0.98956 0.98983 0.99010 0.99036 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158

2.4 0.99180 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266 0.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361

2.5 0.99379 0.99396 0.99413 0.99430 0.99446 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.99520

2.6 0.99534 0.99547 0.99560 0.99573 0.99585 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643

2.7 0.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693 0.99702 0.99711 0.99720 0.99728 0.99736

2.8 0.99744 0.99752 0.99760 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807

2.9 0.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861

Table de1− Φ(x) pour les grandes valeurs dex

x 0. 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

3. {1.35 ; 3} {9.68 ; 4} {6.87 ; 4} {4.83 ; 4} {3.37 ; 4} {2.33 ; 4} {1.59 ; 4} {1.08 ; 4} {7.23 ; 5} {4.81 ; 5}

4. {3.17 ; 5} {2.07 ; 5} {1.33 ; 5} {8.54 ; 6} {5.41 ; 6} {3.40 ; 6} {2.11 ; 6} {1.30 ; 6} {7.93 ; 7} {4.79 ; 7}

5. {2.87 ; 7} {1.70 ; 7} {9.96 ; 8} {5.79 ; 8} {3.33 ; 8} {1.90 ; 8} {1.07 ; 8} {5.99 ; 9} {3.32 ; 9} {1.82 ; 9}

N.B. La notation {m ;k} signifiem 10−k.
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Densité de la loi normale réduite : ϕ(x) =
1√
2π

exp
(
−t2

2

)

x 0. 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0. 0.39894 0.39892 0.39886 0.39876 0.39862 0.39844 0.39822 0.39797 0.39767 0.39733

0.1 0.39695 0.39654 0.39608 0.39559 0.39505 0.39448 0.39387 0.39322 0.39253 0.39181

0.2 0.39104 0.39024 0.38940 0.38853 0.38762 0.38667 0.38568 0.38466 0.38361 0.38251

0.3 0.38139 0.38023 0.37903 0.37780 0.37654 0.37524 0.37391 0.37255 0.37115 0.36973

0.4 0.36827 0.36678 0.36526 0.36371 0.36213 0.36053 0.35889 0.35723 0.35553 0.35381

0.5 0.35207 0.35029 0.34849 0.34667 0.34482 0.34294 0.34105 0.33912 0.33718 0.33521

0.6 0.33322 0.33121 0.32918 0.32713 0.32506 0.32297 0.32086 0.31874 0.31659 0.31443

0.7 0.31225 0.31006 0.30785 0.30563 0.30339 0.30114 0.29887 0.29659 0.29431 0.29200

0.8 0.28969 0.28737 0.28504 0.28269 0.28034 0.27798 0.27562 0.27324 0.27086 0.26848

0.9 0.26609 0.26369 0.26129 0.25888 0.25647 0.25406 0.25164 0.24923 0.24681 0.24439

1. 0.24197 0.23955 0.23713 0.23471 0.23230 0.22988 0.22747 0.22506 0.22265 0.22025

1.1 0.21785 0.21546 0.21307 0.21069 0.20831 0.20594 0.20357 0.20121 0.19886 0.19652

1.2 0.19419 0.19186 0.18954 0.18724 0.18494 0.18265 0.18037 0.17810 0.17585 0.17360

1.3 0.17137 0.16915 0.16694 0.16474 0.16256 0.16038 0.15822 0.15608 0.15395 0.15183

1.4 0.14973 0.14764 0.14556 0.14350 0.14146 0.13943 0.13742 0.13542 0.13344 0.13147

1.5 0.12952 0.12758 0.12566 0.12376 0.12188 0.12001 0.11816 0.11632 0.11450 0.11270

1.6 0.11092 0.10915 0.10741 0.10567 0.10396 0.10226 0.10059 0.09893 0.09728 0.09566

1.7 0.09405 0.09246 0.09089 0.08933 0.08780 0.08628 0.08478 0.08329 0.08183 0.08038

1.8 0.07895 0.07754 0.07614 0.07477 0.07341 0.07206 0.07074 0.06943 0.06814 0.06687

1.9 0.06562 0.06438 0.06316 0.06195 0.06077 0.05959 0.05844 0.05730 0.05618 0.05508

2. 0.05399 0.05292 0.05186 0.05082 0.04980 0.04879 0.04780 0.04682 0.04586 0.04491

2.1 0.04398 0.04307 0.04217 0.04128 0.04041 0.03955 0.03871 0.03788 0.03706 0.03626

2.2 0.03547 0.03470 0.03394 0.03319 0.03246 0.03174 0.03103 0.03034 0.02965 0.02898

2.3 0.02833 0.02768 0.02705 0.02643 0.02582 0.02522 0.02463 0.02406 0.02349 0.02294

2.4 0.02239 0.02186 0.02134 0.02083 0.02033 0.01984 0.01936 0.01888 0.01842 0.01797

2.5 0.01753 0.01709 0.01667 0.01625 0.01585 0.01545 0.01506 0.01468 0.01431 0.01394

2.6 0.01358 0.01323 0.01289 0.01256 0.01223 0.01191 0.01160 0.01130 0.01100 0.01071

2.7 0.01042 0.01014 0.00987 0.00961 0.00935 0.00909 0.00885 0.00861 0.00837 0.00814

2.8 0.00792 0.00770 0.00748 0.00727 0.00707 0.00687 0.00668 0.00649 0.00631 0.00613

2.9 0.00595 0.00578 0.00562 0.00545 0.00530 0.00514 0.00499 0.00485 0.00470 0.00457

Table deϕ(x) pour les grandes valeurs dex

x 0. 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

3. {4.43 ; 3} {3.27 ; 3} {2.38 ; 3} {1.72 ; 3} {1.23 ; 3} {8.73 ; 4} {6.12 ; 4} {4.25 ; 4} {2.92 ; 4} {1.99 ; 4}

4. {1.34 ; 4} {8.93 ; 5} {5.89 ; 5} {3.85 ; 5} {2.49 ; 5} {1.60 ; 5} {1.01 ; 5} {6.37 ; 6} {3.96 ; 6} {2.44 ; 6}

5. {1.49 ; 6} {8.97 ; 7} {5.36 ; 7} {3.17 ; 7} {1.86 ; 7} {1.08 ; 7} {6.18 ; 8} {3.51 ; 8} {1.98 ; 8} {1.10 ; 8}

N.B. La notation {m ;k} signifiem 10−k.
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C.2 Loi du khi-deux

Fractiles de la loi du khi-deux

ν \ p 0.0005 0.001 0.005 0.01 0.025 0.05 0.1 0.5
1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.004 0.016 0.455
2 0.001 0.002 0.010 0.020 0.051 0.103 0.211 1.386
3 0.015 0.024 0.072 0.115 0.216 0.352 0.584 2.366
4 0.064 0.091 0.207 0.297 0.484 0.711 1.064 3.357
5 0.158 0.210 0.412 0.554 0.831 1.145 1.610 4.351
6 0.299 0.381 0.676 0.872 1.237 1.635 2.204 5.348
7 0.485 0.598 0.989 1.239 1.690 2.167 2.833 6.346
8 0.710 0.857 1.344 1.646 2.180 2.733 3.490 7.344
9 0.972 1.152 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 8.343

10 1.265 1.479 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 9.342

11 1.587 1.834 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 10.341
12 1.934 2.214 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 11.340
13 2.305 2.617 3.565 4.107 5.009 5.892 7.042 12.340
14 2.697 3.041 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 13.339
15 3.108 3.483 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547 14.339
16 3.536 3.942 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 15.338
17 3.980 4.416 5.697 6.408 7.564 8.672 10.085 16.338
18 4.439 4.905 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 17.338
19 4.912 5.407 6.844 7.633 8.907 10.117 11.651 18.338
20 5.398 5.921 7.434 8.260 9.591 10.851 12.443 19.337

21 5.896 6.447 8.034 8.897 10.283 11.591 13.240 20.337
22 6.404 6.983 8.643 9.542 10.982 12.338 14.041 21.337
23 6.924 7.529 9.260 10.196 11.689 13.091 14.848 22.337
24 7.453 8.085 9.886 10.856 12.401 13.848 15.659 23.337
25 7.991 8.649 10.520 11.524 13.120 14.611 16.473 24.337
26 8.538 9.222 11.160 12.198 13.844 15.379 17.292 25.336
27 9.093 9.803 11.808 12.879 14.573 16.151 18.114 26.336
28 9.656 10.391 12.461 13.565 15.308 16.928 18.939 27.336
29 10.227 10.986 13.121 14.256 16.047 17.708 19.768 28.336
30 10.804 11.588 13.787 14.953 16.791 18.493 20.599 29.336

Le fractileuν,p est tel queP(χ2
ν < uν,p) = p.

Lorsque le nombre de degrés de liberté,ν, est supérieur à 30 on peut admettre que les variables
aléatoires √

2χ2
ν −

√
2ν − 1 et

√
9n
2

(
3

√
χ2
n

n
−
(
1− 2

9n
))

suivent approximativement la loi normale réduite (voir théorèmes84et85).
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Fractiles de la loi du khi-deux (suite)

ν \ p 0.5 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
1 0.455 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828 12.116
2 1.386 4.605 5.991 7.378 9.210 10.597 13.816 15.202
3 2.366 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838 16.266 17.730
4 3.357 7.779 9.488 11.143 13.277 14.860 18.467 19.997
5 4.351 9.236 11.070 12.833 15.086 16.750 20.515 22.105
6 5.348 10.645 12.592 14.449 16.812 18.548 22.458 24.103
7 6.346 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278 24.322 26.018
8 7.344 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955 26.124 27.868
9 8.343 14.684 16.919 19.023 21.666 23.589 27.877 29.666

10 9.342 15.987 18.307 20.483 23.209 25.188 29.588 31.420

11 10.341 17.275 19.675 21.920 24.725 26.757 31.264 33.137
12 11.340 18.549 21.026 23.337 26.217 28.300 32.909 34.821
13 12.340 19.812 22.362 24.736 27.688 29.819 34.528 36.478
14 13.339 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319 36.123 38.109
15 14.339 22.307 24.996 27.488 30.578 32.801 37.697 39.719
16 15.338 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267 39.252 41.308
17 16.338 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718 40.790 42.879
18 17.338 25.989 28.869 31.526 34.805 37.156 42.312 44.434
19 18.338 27.204 30.144 32.852 36.191 38.582 43.820 45.973
20 19.337 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997 45.315 47.498

21 20.337 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401 46.797 49.011
22 21.337 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796 48.268 50.511
23 22.337 32.007 35.172 38.076 41.638 44.181 49.728 52.000
24 23.337 33.196 36.415 39.364 42.980 45.559 51.179 53.479
25 24.337 34.382 37.652 40.646 44.314 46.928 52.620 54.947
26 25.336 35.563 38.885 41.923 45.642 48.290 54.052 56.407
27 26.336 36.741 40.113 43.195 46.963 49.645 55.476 57.858
28 27.336 37.916 41.337 44.461 48.278 50.993 56.892 59.300
29 28.336 39.087 42.557 45.722 49.588 52.336 58.301 60.735
30 29.336 40.256 43.773 46.979 50.892 53.672 59.703 62.162



154 Annexe C – Tables numériques

C.3 Loi de STUDENT

Fractiles de la loi de STUDENT

p 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995

1 0. 0.325 0.727 1.376 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.309 636.619

2 0. 0.289 0.617 1.061 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327 31.599

3 0. 0.277 0.584 0.978 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.215 12.924

4 0. 0.271 0.569 0.941 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173 8.610

5 0. 0.267 0.559 0.920 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893 6.869

6 0. 0.265 0.553 0.906 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 5.959

7 0. 0.263 0.549 0.896 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 5.408

8 0. 0.262 0.546 0.889 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 5.041

9 0. 0.261 0.543 0.883 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 4.781

10 0. 0.260 0.542 0.879 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 4.587

11 0. 0.260 0.540 0.876 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 4.437

12 0. 0.259 0.539 0.873 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 4.318

13 0. 0.259 0.538 0.870 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 4.221

14 0. 0.258 0.537 0.868 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 4.140

15 0. 0.258 0.536 0.866 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 4.073

16 0. 0.258 0.535 0.865 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 4.015

17 0. 0.257 0.534 0.863 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 3.965

18 0. 0.257 0.534 0.862 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 3.922

19 0. 0.257 0.533 0.861 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 3.883

20 0. 0.257 0.533 0.860 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552 3.850

21 0. 0.257 0.532 0.859 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527 3.819

22 0. 0.256 0.532 0.858 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505 3.792

23 0. 0.256 0.532 0.858 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485 3.768

24 0. 0.256 0.531 0.857 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467 3.745

25 0. 0.256 0.531 0.856 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450 3.725

26 0. 0.256 0.531 0.856 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435 3.707

27 0. 0.256 0.531 0.855 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.421 3.690

28 0. 0.256 0.530 0.855 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408 3.674

29 0. 0.256 0.530 0.854 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396 3.659

30 0. 0.256 0.530 0.854 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385 3.646

40 0. 0.255 0.529 0.851 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307 3.551

60 0. 0.254 0.527 0.848 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232 3.460

80 0. 0.254 0.526 0.846 1.292 1.664 1.990 2.374 2.639 3.195 3.416

100 0. 0.254 0.526 0.845 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626 3.174 3.390

200 0. 0.254 0.525 0.843 1.286 1.653 1.972 2.345 2.601 3.131 3.340

∞ 0. 0.253 0.524 0.842 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291

Le fractiletν,p est tel queP(Tν < tν,p) = p.
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C.4 Loi de FISHER-SNEDECOR

Fractiles de la loi de FISHER-SNEDECOR

p = 0.95

n2\ n1 1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 20 40 60 100 ∞

2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.40 19.41 19.45 19.47 19.48 19.49 19.50

3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.79 8.74 8.66 8.59 8.57 8.55 8.53

4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 5.96 5.91 5.80 5.72 5.69 5.66 5.63

5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.74 4.68 4.56 4.46 4.43 4.41 4.37

6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.06 4.00 3.87 3.77 3.74 3.71 3.67

7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.64 3.57 3.44 3.34 3.30 3.27 3.23

8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.35 3.28 3.15 3.04 3.01 2.97 2.93

9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.14 3.07 2.94 2.83 2.79 2.76 2.71

10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 2.98 2.91 2.77 2.66 2.62 2.59 2.54

11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.85 2.79 2.65 2.53 2.49 2.46 2.41

12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.75 2.69 2.54 2.43 2.38 2.35 2.30

13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.67 2.60 2.46 2.34 2.30 2.26 2.21

14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.60 2.53 2.39 2.27 2.22 2.19 2.13

15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.54 2.48 2.33 2.20 2.16 2.12 2.07

16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.49 2.42 2.28 2.15 2.11 2.07 2.01

17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.45 2.38 2.23 2.10 2.06 2.02 1.96

18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.41 2.34 2.19 2.06 2.02 1.98 1.92

19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.38 2.31 2.16 2.03 1.98 1.94 1.88

20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.35 2.28 2.12 1.99 1.95 1.91 1.84

21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.32 2.25 2.10 1.96 1.92 1.88 1.81

22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.30 2.23 2.07 1.94 1.89 1.85 1.78

23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.27 2.20 2.05 1.91 1.86 1.82 1.76

24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.25 2.18 2.03 1.89 1.84 1.80 1.73

25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.24 2.16 2.01 1.87 1.82 1.78 1.71

26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2.32 2.22 2.15 1.99 1.85 1.80 1.76 1.69

27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 2.31 2.20 2.13 1.97 1.84 1.79 1.74 1.67

28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.19 2.12 1.96 1.82 1.77 1.73 1.65

29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 2.43 2.35 2.28 2.18 2.10 1.94 1.81 1.75 1.71 1.64

30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.16 2.09 1.93 1.79 1.74 1.70 1.62

40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.08 2.0 1.84 1.69 1.64 1.59 1.51

60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 1.99 1.92 1.75 1.59 1.53 1.48 1.39

120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.18 2.09 2.02 1.91 1.83 1.66 1.50 1.43 1.37 1.26

∞ 3.84 3.00 2.61 2.37 2.21 2.10 2.01 1.94 1.83 1.75 1.57 1.40 1.32 1.25 1.03

Le fractilefn1,n2,p est tel queP(Zn1,n2 < fn1,n2,p) = p.
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Fractiles de la loi de FISHER-SNEDECOR (suite)

p = 0.975

n2\ n1 1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 20 40 60 100 ∞

2 38.51 39.00 39.17 39.25 39.30 39.33 39.36 39.37 39.40 39.41 39.45 39.47 39.48 39.49 39.50

3 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 14.42 14.34 14.17 14.04 13.99 13.96 13.90

4 12.22 10.65 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 8.98 8.84 8.75 8.56 8.41 8.36 8.32 8.26

5 10.01 8.43 7.76 7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.62 6.52 6.33 6.18 6.12 6.08 6.02

6 8.81 7.26 6.60 6.23 5.99 5.82 5.70 5.60 5.46 5.37 5.17 5.01 4.96 4.92 4.85

7 8.07 6.54 5.89 5.52 5.29 5.12 4.99 4.90 4.76 4.67 4.47 4.31 4.25 4.21 4.14

8 7.57 6.06 5.42 5.05 4.82 4.65 4.53 4.43 4.30 4.20 4.00 3.84 3.78 3.74 3.67

9 7.21 5.71 5.08 4.72 4.48 4.32 4.20 4.10 3.96 3.87 3.67 3.51 3.45 3.40 3.33

10 6.94 5.46 4.83 4.47 4.24 4.07 3.95 3.85 3.72 3.62 3.42 3.26 3.20 3.15 3.08

11 6.72 5.26 4.63 4.28 4.04 3.88 3.76 3.66 3.53 3.43 3.23 3.06 3.00 2.96 2.88

12 6.55 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.61 3.51 3.37 3.28 3.07 2.91 2.85 2.80 2.73

13 6.41 4.97 4.35 4.00 3.77 3.60 3.48 3.39 3.25 3.15 2.95 2.78 2.72 2.67 2.60

14 6.30 4.86 4.24 3.89 3.66 3.50 3.38 3.29 3.15 3.05 2.84 2.67 2.61 2.56 2.49

15 6.20 4.77 4.15 3.80 3.58 3.41 3.29 3.20 3.06 2.96 2.76 2.59 2.52 2.47 2.40

16 6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.22 3.12 2.99 2.89 2.68 2.51 2.45 2.40 2.32

17 6.04 4.62 4.01 3.66 3.44 3.28 3.16 3.06 2.92 2.82 2.62 2.44 2.38 2.33 2.25

18 5.98 4.56 3.95 3.61 3.38 3.22 3.10 3.01 2.87 2.77 2.56 2.38 2.32 2.27 2.19

19 5.92 4.51 3.90 3.56 3.33 3.17 3.05 2.96 2.82 2.72 2.51 2.33 2.27 2.22 2.13

20 5.87 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 3.01 2.91 2.77 2.68 2.46 2.29 2.22 2.17 2.09

21 5.83 4.42 3.82 3.48 3.25 3.09 2.97 2.87 2.73 2.64 2.42 2.25 2.18 2.13 2.04

22 5.79 4.38 3.78 3.44 3.22 3.05 2.93 2.84 2.70 2.60 2.39 2.21 2.14 2.09 2.00

23 5.75 4.35 3.75 3.41 3.18 3.02 2.90 2.81 2.67 2.57 2.36 2.18 2.11 2.06 1.97

24 5.72 4.32 3.72 3.38 3.15 2.99 2.87 2.78 2.64 2.54 2.33 2.15 2.08 2.02 1.94

25 5.69 4.29 3.69 3.35 3.13 2.97 2.85 2.75 2.61 2.51 2.30 2.12 2.05 2.00 1.91

26 5.66 4.27 3.67 3.33 3.10 2.94 2.82 2.73 2.59 2.49 2.28 2.09 2.03 1.97 1.88

27 5.63 4.24 3.65 3.31 3.08 2.92 2.80 2.71 2.57 2.47 2.25 2.07 2.00 1.94 1.85

28 5.61 4.22 3.63 3.29 3.06 2.90 2.78 2.69 2.55 2.45 2.23 2.05 1.98 1.92 1.83

29 5.59 4.20 3.61 3.27 3.04 2.88 2.76 2.67 2.53 2.43 2.21 2.03 1.96 1.90 1.81

30 5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.75 2.65 2.51 2.41 2.20 2.01 1.94 1.88 1.79

40 5.42 4.05 3.46 3.13 2.90 2.74 2.62 2.53 2.39 2.29 2.07 1.88 1.80 1.74 1.64

60 5.29 3.93 3.34 3.01 2.79 2.63 2.51 2.41 2.27 2.17 1.94 1.74 1.67 1.60 1.48

120 5.15 3.80 3.23 2.89 2.67 2.52 2.39 2.30 2.16 2.05 1.82 1.61 1.53 1.45 1.31

∞ 5.03 3.69 3.12 2.79 2.57 2.41 2.29 2.19 2.05 1.95 1.71 1.49 1.39 1.30 1.04
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Fractiles de la loi de FISHER-SNEDECOR (suite et fin)

p = 0.99

n2\ n1 1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 20 40 60 100 ∞

2 98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.37 99.40 99.42 99.45 99.47 99.48 99.49 99.50

3 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.67 27.49 27.23 27.05 26.69 26.41 26.32 26.24 26.13

4 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98 14.80 14.55 14.37 14.02 13.75 13.65 13.58 13.46

5 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.05 9.89 9.55 9.29 9.20 9.13 9.02

6 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.87 7.72 7.40 7.14 7.06 6.99 6.88

7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.62 6.47 6.16 5.91 5.82 5.75 5.65

8 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.81 5.67 5.36 5.12 5.03 4.96 4.86

9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.26 5.11 4.81 4.57 4.48 4.41 4.31

10 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.85 4.71 4.41 4.17 4.08 4.01 3.91

11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.54 4.40 4.10 3.86 3.78 3.71 3.60

12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.30 4.16 3.86 3.62 3.54 3.47 3.36

13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.10 3.96 3.66 3.43 3.34 3.27 3.17

14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 4.14 3.94 3.80 3.51 3.27 3.18 3.11 3.01

15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.80 3.67 3.37 3.13 3.05 2.98 2.87

16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.69 3.55 3.26 3.02 2.93 2.86 2.75

17 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.93 3.79 3.59 3.46 3.16 2.92 2.83 2.76 2.65

18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.51 3.37 3.08 2.84 2.75 2.68 2.57

19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.77 3.63 3.43 3.30 3.00 2.76 2.67 2.6 2.49

20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.37 3.23 2.94 2.69 2.61 2.54 2.42

21 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.64 3.51 3.31 3.17 2.88 2.64 2.55 2.48 2.36

22 7.95 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.59 3.45 3.26 3.12 2.83 2.58 2.50 2.42 2.31

23 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.54 3.41 3.21 3.07 2.78 2.54 2.45 2.37 2.26

24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.17 3.03 2.74 2.49 2.40 2.33 2.21

25 7.77 5.57 4.68 4.18 3.85 3.63 3.46 3.32 3.13 2.99 2.70 2.45 2.36 2.29 2.17

26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42 3.29 3.09 2.96 2.66 2.42 2.33 2.25 2.13

27 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.39 3.26 3.06 2.93 2.63 2.38 2.29 2.22 2.10

28 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36 3.23 3.03 2.90 2.60 2.35 2.26 2.19 2.07

29 7.60 5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.33 3.20 3.00 2.87 2.57 2.33 2.23 2.16 2.04

30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 2.98 2.84 2.55 2.30 2.21 2.13 2.01

40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.80 2.66 2.37 2.11 2.02 1.94 1.81

60 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.95 2.82 2.63 2.50 2.20 1.94 1.84 1.75 1.60

120 6.85 4.79 3.95 3.48 3.17 2.96 2.79 2.66 2.47 2.34 2.03 1.76 1.66 1.56 1.38

∞ 6.64 4.61 3.78 3.32 3.02 2.80 2.64 2.51 2.32 2.19 1.88 1.59 1.48 1.36 1.05
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analyse de variance,112, 124

« bootstrap »,103

chaîne de MARKOV, 71
coefficient

de corrélation,20
de détermination,126, 138
de détermination ajusté,138

convergence
en loi,65
en probabilité,65

covariance,19

densité de probabilité,35

écart-type,18
échantillon,87

réalisation de l’–,87
ellipse de confiance,130
épreuve,7
équations normales,121
espace

probabilisable,8
probabilisé,8

espérance mathématique,17
estimateur,87

asymptotiquement sans biais,87
convergent,88
des moindres carrés,135
du maximum de vraisemblance,92
sans biais,87

estimateurs
des moindres carrés,121
du maximum de vraisemblance,126, 139

estimation,88
par intervalle,93
ponctuelle,87

événement,7

certain,7
impossible,7

événements
incompatibles,7
indépendants,10
mutuellement indépendants,11

fonction
caractéristique,40
de répartition,14, 33, 35
génératrice,22

intervalle de confiance,93
inégalité de BIENAYMÉ -TCHEBYCHEV, 21
issues,7

équiprobables,9

lignes de régression,119
loi

binomiale,24
bêta (de deuxième espèce),56
conjointe,15
de FISHER-SNEDECOR, 62
de POISSON, 29
de STUDENT, 60
de probabilité,14
des grands nombres,67
du khi-deux,57
exponentielle,45
gamma,52
géométrique,28
hypergéométrique,27
multinomiale,25
normale,47
uniforme,44

lois marginales,16

matrice
de covariance,21
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de transition,72
stochastique,74

moment,17, 38
moyenne empirique,88

prédiction de la variable expliquée,133
probabilité,8

conditionnelle,10
critique,113

probabilités
totales,8

processus
aléatoire,71
de POISSON, 31, 71
homogène,72

régression linéaire
multiple,134
simple,120

risque
de deuxième espèce,105
de première espèce,105

statistique,87
système complet,11

test
du khi-deux,114

tests
paramétriques,105

théorème
de FISHER, 90
de la limite centrée,67

tribu, 7
de BOREL, 33

variable aléatoire
continue,33
discrète,13
réduite,19

variables aléatoires
indépendantes,16, 36
mutuellement indépendantes,16
non-corrélées,20

variance,18
empirique,89
empirique corrigée,89

vecteur
aléatoire,16, 21
d’état permanent,77
gaussien,49

vraisemblance,92
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