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Chapitre 1

Notion de probabilité

1.1 Evénements. Espace probabilisable

Le résultat d'une expérience aléatoiépfeuve est un événement. .. imprévisible : nous supposerons
gu'il appartient a un ensembfe appeléensemble des issues univers Dans le cas ou les résultats
possibles sont en nombre fini nous noteréhs= {w;, wo,..., w,} OU lesw; représentent les
différentes issues.

Exemple élémentaire : on jette une piéce de monnaie; on clibisit {w;, we} O0Uw; représente
I'événement « le coOté visible est pile »&t représente I'événement « le c6té visible est face ». En fait

ce choix présente une part d’arbitraire : nous aurions pu considérer le cas ou la piéce reste en équilibre
sur la tranche ou bien nous intéresser au temps mis par la piéce pour s'immobiliser. La méme épreuve
peut donner lieu a des modélisations diverses suivant le phénoméne étudié.

Un événementl est une partie d@ (A C Q ouA € P(Q)); on dira qud’événement est réalisé si
lissuew; de I'épreuve appartient &l (w; € A).

Afin de pouvoir attribuer une probabilité aux événements il est nécessaire de munir leur ensemble
d’une structure appropriée.

Définition 1. Unetribu £ d’événements est une partie BéQ2) qui vérifie :
— Q appartient &€.
-VAe& A=Q\Aeck.
-V(A, B)e &% AUBcEetANBCEE.
—VICN, (Viel, 4;€&)=JAiccet[ )A€k,
i€l i€l

Dans le cas o est fini ou dénombrable on pourra toujours chafsie= P(£2) ; lorsquef) n'est pas

dénombrable on choisira pofirune partie stricte d@(€2).

Un peu de vocabulaire :

— l'univers Q) est également appedénement certaipuisqu’il contient toujours, par définition, I'is-
sue de I'épreuve ;

— la partie vide)) = Q est I'événemenimpossiblg

— A est ditévénement contrairde A ;

— lorsqueA C B on dit queA implique B ;

— AUBselt«AouB»etANBselit«AetB»;

— lorsqueA N B = () on dit que les événementset B sontincompatibles
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Définition 2. Le couple(§2, &) est unespace probabilisable

1.2 Probabilité

Définition 3. Soit (2, £) un espace probabilisable. Ugobabilitéest une applicatiof? de £ dans
I'intervalle [0, 1] telle que :
- P(Q) =1,
- V(A, B)e&% ANnB=0=P(AUB) =P(A) + P(B),
—VielICN, Aefet(i#j= AnNA=0) :P(UAi) =3 P(A)).
iel icl
Définition 4. (2, £, P) est unespace probabilisé

Théoreme 1.0n a;

1. Probabilité du contraire
VA€ &, P(A) =1—-P(A).

2. Monotonie
Y(A, B) € £* AcC B=P(A) <P(B).

3. Théoreme des « probabilités totales »
Y(A, B) € €%, P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

4. Généralisation

n

P(U4) =D P(A) =Y Y P(An4)
=1 1=1 i=1j

= j=i+1
£33 S BN A N A -+ (<)) 4))).
i=1 j=i+1 k=j+1 i=1

(Les démonstrations sont rédigées en couleur bleue.)
1. (AUA=QetANA=0)=PA)+PA)=1.
2. (B=AU(B\A)etAn(B\ A) =0) =P(B)=P(A) +P(B\ A).
>0
3. On écritles réunions disjointestUB = (A\ B)U(ANB)U(B\A),A= (A\B)U(ANB)
etB=(B\A)U(ANB).
4. Récurrence (pénible) sur.

Cas particulier : définition d’'une probabilité sur un ensemble dénombrable.
SoitQ = {w; }ien un univers dénombrable ; on paSe= P(Q2) : (2, &) est un espace probabilisable.

Pour définir une probabilité il suffit de se donner les probabilitgs.; } ) telles quez P({w;}) =1;
=1
on a alors pour tout événemett P(A) = Z P({wi}).
w;EA
La vérification estimmédiate.
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Cette méthode s’'applique en particulier lorsquest fini et les issues; équiprobables

P({w1}) = P({wz}) = - = P({wn}).

On obtient alors :

3 . nombre d’issues favorables
EQUIPROBABILITE — P(A) = . - :
Q (4) nombre d’issues possibles

Les dénombrements des issues intervenant au numérateur et au dénominateur peuvent nécessiter des
théoremes rappelés en annéxéagel43).

Théoreme 2. Soit( A, ),en UNe suite monotone d’événements; on a:

P(lim A4,,) = limP(A,,)

1. Supposons que la suitel,,),cn est croissante et quéy = 0; on a :lim 4, = |J;2, 4.
Alors :

P(limA,) = P(G Ai) = P(G(Ai \ Ai71>) = iP(Ai \ Ai-1)

1=1

= lim) P4\ A1) =lim > (P(A) — P(4; 1)) = limP(4,).
=1 i=1

2. Supposons que la suitel, ), cn est décroissante ; on &m A, = (2, A;.
La suite(Ap \ Ay)nen €St croissante.

P(Ag) — P(lim A,) = P(Ap\limA,) = P(lim(4g \ A,)) = limP(4g \ 4,)
= lim(P(Ag) — P(A,)) = P(Ap) — limP(A,).

Donc :
P(lim A,,) = limP(A,,).

1.3 Probabilités conditionnelles. Evénements indépendants

Le fait de savoir qu’un événement s’est produit peut maodifier la probabilité que nous attachons a un
autre événement.

Exemple : jet de deux dés réguliers. On choisit comme univers I'ensemble des couples de résultats :
Q= {(, j)/1 <1, j <6} ouiestlenombre de points du premier déjée nombre de points

du deuxiéme; il y a donc 36 issues (« événements élémentaires ») possibles. Considérons les deux
événements :

— A = «la somme des points est impaire »,

— B = «la somme des points est supérieure ou égale a 7 ».
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On a, de fagon immédiateP(A) = 12 etP(B) = 21

Quelle est la probabilité de I'événement : « la somme des points est supérieure ou égatshant

gu’'elle est impaire» ?

Le nombre de cas possibles est égal au nombre de couples donnant une somme impaire, c’est-a-dire
18.Parmi ces cas possiblegui sont équiprobables, il y en a 12 qui sont favorablBs da probabilité
cherchée est dond?(B/A) = 12 = 21- La probabilité attachée & est plus forte si I'on sait quel

s'est produit.

On remarque sur cet exemple quB(B/A) = 1236 — ELANB)

18/36 — ~P(A)
Théoréme 3. Soit($2, £, P) un espace probabilisé et soitun événement de probabilité non nulle.
I e P(ANB e -
L'application P4 définie sur€ par : P4 (B) = (MHA)) est une probabilité sur 'espace probabili-

sable(2, &).

On vérifie les axiomes d’'une probabilité :

CP(ANQ)  P(A)
L Pa®) = —55 = gy = -

P(ANn(BUC)) PANB)U(ANC))

2 _ _ — .

2.V(B, C)e &, BNC=0=Py(BUC) = ) = B(A)
Or:BNnC=0=(ANnB)N(ANC)=ANn(BNC)=10;donc:

P(ANB)+P(ANC)

3. On généralise sans peine la démonstration précédente.

IP)A(BUC> =

Définition 5. La probabilitéP 4 est appelé@robabilité conditionnellsachant qued s’est produit.
On peut note? 4 (B) ou bienP(B/A) la probabilité conditionnelle d8 sachant quel s’est produit.

Théoreme 4.
V(A, B) € €%, P(AN B) = P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B).

La premiére égalité vientimmédiatement de la définition de la probabilité conditionnelle, la deuxiéme
résulte de la symétrie de I'intersection.
Ce résultat peut étre généralisé :

Théoreme 5.
P((N) Ai) = P(ADPA, (A2)Pasas (4s) - Pasn.a, s (An).
i=1

Récurrence immédiate sur

La probabilité de réalisation de I'événemeBtne dépend pas de la réalisation de I'événeméent
lorsqueP 4 (B) = P(B). La formule du théoréemése simplifie et on obtientP(ANB) = P(A)P(B)
etdoncPp(A) = P(A). La probabilité ded ne dépend pas de la réalisationigle

On est amené a poser :

Définition 6. Lesévénementsl et B sont dits (stochastiquemenmtdépendantsi

P(AN B) = P(A)P(B).
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Exemple : les résultats de deux jets successifs d’un dé sont indépendants.

La généralisation de la notion d’'indépendance a plus de deux événements présente une difficulté.
Exemple : jet de deux deux piéces équilibrées.

On peut choisir 2 = {(p, p), (f, f), (p, f), (f, p)}, oup et f représentent respectivement

« pile » et « face », et supposer les issues équiprobables. Les événements :

— A = «la premiére piéce tombe sur pile »,

— B = «la deuxiéme piéce tombe sur face »,

— C = «les deux piéces tombent du méme cb6té »

sont indépendants deux a deux, mais on n'a pas, par exemple :

P(ANBNC)=P(A)B(B)P(C).

Définition 7. Les événement$;, As,..., A, sontmutuellement indépendardgs:
k k
kel 2. nh 1<ih <ip<o<i<n=P(()4;) =[]P(4).
j=1 j=1

La notion d’'indépendance mutuelle est (beaucoup) plus forte que celle d'indépendance deux a deux;;
c’est celle qui intervient le plus souvent.
Exemple : les résultats dejets successifs d'un dé sont mutuellement indépendants.

1.4 Formule de BAYES

Définition 8. Un systéme complet’événementsB; ) <<, €St une partition dé€2 :
—i#j= BiNB; =0,
n

—U&:Q
=1

Théoréme 6. Soit(B;)1<i<, Un Systéme complet d’événements et4ait £. Alors :
n
A) = P(Bi)Pg,(A
=1

P(A) =P(ANQ) = AmUB OAHB ZPAmB Z(B)]P’Bi(A).
OnautlllseméjéBmB_Q)é(Ar;B) (AﬂB) 0.

Théoréme 7 (BAYES). Soit (B;)1<i<n Un systeme complet d’événements et doie & tel que

P(A) £ 0.

n

> P(Bj)Pg,(A)

J=1
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P(Bi)Ps, (A)

DeP(AN B;) = P(A)PA(B;) = P(B,)Pp,(A) on déduitP 4(B;) = —— )

IP(A) par I'expression obtenue au théoréme précédent.

et on remplace

Exemple :
Les pourcentages de production et de déchet de quatre machines sont fournis par le tableau suivant :

Production| Déchets
Machine 1 15% 5%
Machine 2 20% 4%
Machine 3 30% 3%
Machine 4 35% 2%

Au contrble on constate qu’une piece est défectueuse ; quelle est la probabilité pour qu’elle vienne
d’'une machine donnée ?

Les « causes » sont les événemdnts= « la piéce vient de la machinie>; A est 'événement « la

piéce est défectueuse ». On cherche les probahbiiié®;) pouri = 1, 2, 3, 4.

Ona:
P(B;) = 015, P(B;) = 020, P(B3) = 0.30, P(By) = 0.35,
Pp,(A) = 0.05, Pg,(4) = 0.04, Pp,(A) = 0.03, Pp(4) = 0.02.
D'ou : )
P(A) = P(B;)Pp,(A) = (75 + 80 + 90 + 70)10~* = 3.15%
et =
75 80
PAy(B;) = — = 23. PA(By) = — = 25.4
A(B1) = 375 = 288%, Pa(Bs) = g5 = 25.4%,
90 70
PA(B3) = — = 28. PA(By) = — = 22.2%.
A(Bs) = 375 = 28.6%, Pa(Bs) = g 7



Chapitre 2

Variables aléatoires discretes

2.1 Définition

Soit$2 un univers fini ou dénombrable ; on choisit pour tribu d’événeméntsP(2).
Définition 9. Unevariable aléatoirsur (€2, £) est une application d dansR.

On notera par la suite les variables aléatoires par des lettres majus€udész,...,U, V,...

Exemples :

1. SoitI'épreuve : on jette un dé; on choisit pour univers- {w;, wa, ..., ws} OUw; représente
I'événement « on obtient la fage>. On définit une variable aléatoikeen posant X(w;) =i
on peut aussi bien considérer les variables aléatoires définieg(par = i> ou bien méme
Z(w;) = log 7, bien que ce soit moins naturel.

2. On tire au hasard une personne dans une population donnée ; I'événement élémertire
« on atiré la personne numére. On définit les variables aléatoirdsV, W par :

(@) U(w;) = tallle de la personne en centimétres,

(b) V(w;) = poids de la personne en kilogrammes,

(c) W(w;) = année de naissance.

On peut évidemment associer bien d’autres variables aléatoires a ce tirage.
3. Si X est une application constante on dit que c’estwar@able certaine

Théoreme 8. L’'ensemble des variables aléatoires définies($ur £) a une structure d’espace vec-
toriel réel et d’anneau commutatif et unitaire pour les opérations définies par :
Yw e Q, (X+Y)(w) =X(w)+Y(w),
Yw € Q, VA € R, (AX)(w) = AM(X(w)),
Yw e Q, (XY)(w) = X(w)Y(w).
On a de plus la propriété A(XY) = (AX)Y = X(AY).

C’est un résultat classique pour les fonctions a valeurs réelles.

Soit X une variable aléatoire gt une application d&® dansR : I'application composé¢g o X est
définie sur() et a valeurs danR, donc c’est une variable aléatoire que I'on note usuellenféxdy
(Attention : ceci n'est plus tout a fait exact lorsgfi@’est pas égal @(£2) ; voir le chapitre3).
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2.2 Loid'une variable aléatoire

On suppos€f2, £) muni de la probabilité.
L'ensembleX(Q2) est fini ou dénombrable ; on pos¥(Q) = (x;);cy 00l = {1, 2,..., m} dansle
cas fini ou bien = N* dans le cas dénombrable en suppos$ant j = z; < z;).

Définition 10. On appelleloi de la variable aléatoireX I'application p de X(2) dans[0, 1] définie
par :

pla;) = P(X ().
On rappelle X~ 1(z;) = {w € Q| X(w) = z;}. Cet événement peut s'énoncerXgrend la valeur
x; » > on le notera donc en abrégé&«= z; » en commettant uabus de notatiomommode p(z;)
est donc la probabilité pour que la variable aléatiiggrenne la valeug;.
Exemple : on considére la variable aléatditeléfinie ci-dessus. Soit; = 173 cm : p(u;) est la
probabilité de tirer au hasard une personne dont la taille est égai@d an. Cette probabilité dépend
evidemment de la population étudiée, dond@de

Théoreme 9.La loi deX définit une probabilité sur I'espace probabilisatQK(Q), P(X(Q))) par:

p(A) = 3 pl).

;€A
C’est un cas patrticulier de probabilité définie sur un ensemble fini ou dénombrable.
Définition 11. La fonction de répartitiomle la variable aléatoireX est I'applicationF’ définie surR
par :
F(z) = IP’(X*I(] — 00, x[))

On notera plus simplemenhais c’est un abygd’(xz) = P(X < z). Lorsque c’est nécessaire on note,
plus précisément; la fonction de répartition de la variable aléatoie

Théoreme 10.La fonction de répartitiont” vérifie les propriétés suivantes :

1. F(x) = Z p(zi),
T <x
. F est croissante, constante par intervalle (fonction en escalier),
. I est continue a gauche en tout point,
. lim F(z) =0, lim F(z) =1,
T——00 T—+00

Yiel, p(x;)) = F(x; +0) — F(z;) OUF (z; +0) = Jim F(x).

a b WODN

1. L'événementX~'(] — oo, z[) est la réunion disjointe des images réciprogdes(z;) pour
tous lesr; strictement inférieurs a.

2. Si z et2’ appartiennent a un méme intervalle, z; ] les événementX (] — co, z[)
et X 1(] — oo, 2[) sont tous les deux égaux a la réunion disjoi@’]é&1 X~1(z;); donc :
F(x) = F(2') = 325, p(x;).

Siz < x; <2’ onaX (] —oo, 2/[) =X !(] - o0, z[) UX(x;) etdonc :F(a') =
F(z) + p(z;) > F(x).
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3. Siz =a;onaF(x) =Y '_; p(z;) qui est la valeur dé&(2') pour touts’ €lz; 1, z;].

4. SiX(Q2) estfinietégal §z1, za,..., zptonaF(z) =0siz <z etF(z) =1siz > z),.
Dans le cas oi({2) n'est pas fini voir la démonstration du théoréase

5. On avu ci-dessus quB(z) = F(z;) + p(z;) Siz €]z;, zi41]; d’ol le résultat.

F(x)
____________________ 1 __________________________________)I_
—t |
—t | |
— | | | |
[ | | | e
T To 0 rs T4 Ts Tg
2.3 Couple aléatoire. Variables indépendantes
2.3.1 Loid'un couple aléatoire
SoientX etY deux variables aléatoires sif2, &).
On a posé au paragrapBe? : X(Q2) = (x;);cr avecl = {1, 2,..., m} oul = N*. De la méme
facon :Y(Q) = (yj)jes ouJ = {1, 2,..., n} dans le cas fini ou bied = N* dans le cas

dénombrable.
Définition 12. La loi du couple(X, Y), ouloi conjointede X etY, est I'applicationp définie sur
X(2) x Y(Q) par:

plwi, y;) =P(X (@) N Y (y;).-
Ceci s'écrira plus simplemetit (X = z;) N (Y = y;)) et pourra se notey;; lorsqu’aucune confusion
n'est a craindre.

Yj X P
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Cette définition se généralise sans peine awplet (X, Xa,..., X,) de variables aléatoires qui
est unvecteur aléatoire

Théoréme 11.Sur lespace probabilisablfX () x Y (%), P(X(%2) x Y(2)) ) laloi conjointe définit
une probabilité par :
VACX(Q) xY(Q), p(4A) = > plai, y;).
(wi, yj)€A

C’est un cas particulier de définition de probabilité sur un espace dénombrable.
Les lois deX etY s’appellentois marginalegdu couple). Si on connait la loi du couple on peut en
déduire les lois marginalemjais la réciproque est fausse !

Théoréme 12.Les lois deX etY sont données par :

P(X =) =Y P(X=z)n(Y=y;)), PY=y)=> P(X=z)n(Y=y,)).

JE€J iel
PX=2;) = P((X=2)NQ)= P((X —a) 0 (Y =w)) = P(U (X=2)n (Y =)
jeJ jeJd
= D P(X=z)n(Y =y;)) car la réunion est disjointe.

jeJ
On notera en abrégé, lorsqu’aucune confusion n’est a craindre :

P = P D= Dij

JjeJ el
Lorsquel etJ sont finis les lois peuvent se représenter par un tableau :

I ) e €T; e Tm P
Yyr | P11 P21 ... Pil .-+ Pml | P1
Y2 | P12 p22 .. Pi2 ... DPm2 | P2
Yj bi; P25 --- Pij -+ Pmj | Pj
Yn Pin DPon e Din e Pmn DPn
pi. | P p2. .o Dii o pm. | 1

Dans les marges, en bas et a droite du tableau, on note les probabilités ... marginales, obtenues en
additionnant les éléments de chaque colonne ou bien de chaque ligne.

2.3.2 \Variables aléatoires indépendantes

Définition 13. Les variables aléatoireX et Y sontindépendantesi les événementX = z;) et
(Y = y;) sontindépendants pour toutes les valeurety;, c'est-a-dire :

V(i, j) € I x J, pij = pi. pj.
On généralise sans difficulté la notion d’indépendancerariables aléatoires : les variables pourront

alors étre deux a deux indépendantes ou, ce qui est plus intéressant et plus fréquent, mutuellement
indépendantes.



2.4 — Espérance mathématique. Variance. Coefficient de corrélation 17

2.4 Espérance mathématique. Variance. Coefficient de corrélation

2.4.1 Variable aléatoire a une dimension

Définition 14. Le moment d’ordrek € N* de la variable aléatoireX est défini par :

m(X) = af plxs)

iel
si la série est absolument convergente (c’est-a-dire si la sEqamk p(z;) converge).

iel
Théoreme 13.Si le moment d’ordré: existe tous les moments d’ordre inférieuk &xistent égale-
ment.

Supposong’ < k et montrons :

> " |ail*p(;) converge= > |zi|* p(x;) converge.
icl icl

Ona:Va>0,0<k <k=a" <1+d";eneffet:
° aZl#ak:ak/ak*M zak/ etdonca®’ < 1+ a*;
° a<1$ak,<1§1+ak.

Donc : ,
Z |23 ¥ p(s) < Z(l + |z *)p(ai) = 1+ Z i |* ().

icl icl el

Espérance mathématique

C’est le moment d’ordre 1; on le note :
E(X) = Z%’P(fﬂi)
iel
Remarques

1. Sil'on considére que, pour toutp(z;) représente une masse ponctuelle placée a I'abscisse
E(X) est I'abscisse du centre d'inertie.

2. Soientf : R — R et la variable aléatoirg = f o X, que I'on notera plus simplemelfitX).
Ona(Z = f(z;)) lorsque(X = z;), donc avec la probabilité(z;).

E(Z) = E(f(X)) = Zf(ﬂfi)P(fi)-

i€l

Cas particulier i (x) = 2*. On obtient E(X*) =Y " af p(a;) = my(X).
iel
On n'utilisera plus la notatiom (X) par la suite.

Théoreme 14.E est une forme linéaire positive sur I'espace vectoriel des variables aléatoires défi-
nies sur(2, &).
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1. Montrons d’abord le lemmeE (X Z X(w)P({w}).
we
Ona:p(z;) =P(X '(z;)) = > P({w}).Donc:
weX—1(z;)
= Z%p(%‘) = Ziﬁz( Z P({w}) ) Z X(w)P({w})
iel iel weX~1(z;) we

car chaquev appartient a I'une des images réciprogXes (z;).
2. D'aprés le lemme :

E(@X+8Y) = > (aX+8Y)(w)P{w}) =a > XwP{w}) + 8> YwP({w})

weN weN we

= aE(X) + BE(Y).

3. Il est évident par ailleurs quB est positive.

Variance

C’est le moment centré d’ordre 2 :
Var(X) = E((x - E(X))2>.

Remarques

1. La variance deX représente le moment d’'inertie des masses ponctuglles placées aux
abscisses; par rapport au centre d'inertie.

2. LorsqueVar(X) = 0, X est une variable certaine.

Var(X) = >,/ (zi — E(X))2p(:1:i) : si la variance est nulle tous les (pour lesquel(z;)
est non nul) sont égaux a une méme constante, qii @6t

Pour des raisons d’homogénéité on introdéthrt-type: o(X) = 1/ Var(X).

Théoreme 15.Propriétés de la variance :
1. Var(X) = E(X?) — E(X).
2. Va € R, E((X—a)?) = Var(X) + (E(X) — a)2 (théoréme délUYGENS).
3. Y(a, b) € R?, Var(aX + b) = a? Var(X) eto(aX + b) = |a| o(X).

1. E((x - E(X))Q) — E(X2 — 2XE(X) + E(X)?) = B(X?) — 2E(X)? + E(X)2.

2. B((X - a)?) = E<<(X —E(X)) + (E(X) - a))2> _

3. Var(aX +b) = E(((aX +b) — E(aX + b))Q) _ aZE((X _ E(X))2)
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Définition 15. On appellevariable réduitessociée X la variable aléatoire :

X* = X;E(X)
o(X)
On a immédiatement :
Théoréme 16.
E(X*) =0, o(X*) =1.
Coefficient de corrélation

Définition 16. La covariancales variables aléatoireX etY est définie par :
Cov(X, Y)=E [(x —BX))(Y - E(Y))].
Remarques
1. Cov(X, X) = Var(X).
2. Cov(X, Y) = E(XY) — E(X) E(Y).
Cov(X, Y) = E(XY — XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y)), puis on utilise la linéarité dE.

Théoreme 17.Si X etY sont deux variables aléatoires indépendantes possédant une espérance
mathématique :
E(XY) = E(X)E(Y).

EXY)=> "z pi = zpi) O uyips) =BEX) E(Y).
i —~ i j
=Pi.P.j
Théoreme 18.Si les variables aléatoireX etY sont indépendantes leur covariance est nulle.

La réciproque est fausse.

La démonstration est immédiate. H H X=-1 ‘ X=0 ‘ X=1 H
Un contre-exemple pour la réciproque est Y=0 0 % 0
donné ci-contre. Y =1 ! 0 1

Théoréme 19.Variance de la somme :

Var(ZXZ) =Y Var(X;)+2 Y Cov(X;, X;).
i=1 =1

1<i<j<n

n

Var(i Xi) = E((i Xi — E(i: Xi))Q) — E<(Z(XZ - E(Xz)))2>

i=1

_ E(i (X —EX)) +2 3 (X~ EX)) (X — E(Xj)))

i—1 1<i<j<n
_ N E(X; — E(X;))” +2 E(X; — E(X)) (X; — E(X;)
;(_z—)“ 1<§<n ( )( )

=Var(X;) - T =Cov(X;, X;)
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Cas particulier important : si les variables aléatoires sont deux a deux indépendantes la variance de
leur somme est égale a la somme de leurs variances.

Définition 17. Le coefficient de corrélatiodes variables aléatoireX etY est défini par :

~ Cov(X,Y)
P e

si X etY possédent des écart-types non nuls.
Théoreme 20.SiX etY sont indépendantes leur coefficient de corrélation est nul.

Laréciproque est faussée coefficient de corrélation donne donc une indication plus ou moins précise
de l'indépendance de deux variables aléatoires. Cependant on verra plus loin que la réciproque est
exacte pour la loi normale que I'on utilise fréquemment : ceci explique l'intérét de ce coefficient.

Définition 18. Sip(X, Y) est nul les deux variables sont ditesn-corrélées
Théoreme 21. 1. Ona:p(X, Y) e [-1, 1].
2. SiY = aX + (g (aveca # 0)on a|p(X,Y| = 1.
3. Si|p(X, Y)| = 1 les variables aléatoireX etY sont liées par la relation affine :
X — E(X) Y — E(Y)

%) YT

=0 (avecp(X, Y) = £11).

1. L'espérance mathématique étant une forme linéaire positive :
2
VA€ R, E(((X ~ E(X)) + A(Y — E(Y))) ) > 0.

D'ou :

VYA € R, A*Var(Y) + 2ACov(X,Y) + Var(X) > 0.
Le discriminant du trinbme est négatif ou nul c’est-a-di@av (X, Y)? < Var(X)Var(Y);
doncp(X, Y)? < 1.

2.0na:
E(Y) = aE(X) + 3, o(Y) = |alo(X), E(XY) = aE(X?) + SE(X).
Donc :
Cov(X,Y) = aE(X?) + BE(X) — E(X) (aE(X) + 8) = aVar(X)
et

aVar(X 1 sia>0;
p(X,Y) = 9 —‘

o(X)(Jale(X)) | =1 sia<O0.

3. Si |p(X,Y)| = 1 le discriminant du trinéme est nul : le trinbme a alors une racine double
Ao = —Cov(X,Y)/Var(Y) et doncE(((X —E(X)) +Xo(Y — E(Y)))2> =0.
Ceci entraingX — E(X)) + Ao (Y — E(Y)) = 0, soit, en reportant et en simplifiant :

a(X)

(X~ BO) = (X, V) TGS (Y = B(Y)) = 0.
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2.4.2 \ecteur aléatoire

Lorsqu’on utilise le calcul matriciel on suppose que les vecteurs sont représentés par des matrices
colonnes ; on notex” la transposée de la matrioe.

Définition 19. SoitX = ( X1 Xz ... X, )T un vecteur aléatoire. On pose, en notant :
T
E(X) = ( E(Xl) E(Xg) E(Xn) ) ,
T
Var(X) = E((X-EX)(X-EX)")
Var(Xl) COV(Xl, Xg) s COV(Xl, Xn)
Cov(Xg,X1) Var(Xsz) <o Cov(Xa, Xp) _ .
= ) . . . (matrice de covariance)
Cov(X,,,X1) Cov(X,,Xe) -+ Var(X,)
Théoreme 22.PosonsY = (Y1, Ya,..., Y,n) = aX + b ola est une matrice ayant lignes etn

colonneseb € R™. Ona:
E(Y)=aEXX)+b et Var(Y)=aVar(X)a’.
Ce théoréme généralise le théoréivela derniere propriété du théorermget le théorémé.o.
Pour I'espérance mathématique le résultat découle immédiatement de la linéarité.
Var(Y) = E((Y ~BY))(Y - E(Y))T) - E((ax — aB(X)) (aX — aE(X))T>

= aE((X—E(X) (X~ E(X)")a” = aVar(X)a.

Théoreme 23.La matrice de covariance est symétrique, définie positive.

La symétrie est évidente.

Il existe une matrice orthogonaleelle queu ! Var(X)u est la matrice diagonale des valeurs propres
de Var(X); d’aprés le théoréme précédent cette matrice est égilerdy) avecY = u’X. Les
valeurs propres d¥ar(X) sont donc positives ; elles sont non nullessiVar(Y;) # 0, c’est-a-dire

si la distribution est non dégénéreée.

2.5 Inégalité de BENAYME -TCHEBYCHEV

Théoréme 24.Pour toute variable aléatoirX ayant une espérance mathématique et une variance :

Var(X)
2

Ve > 0, IP’<|X—E(X)| > 5) <

Var(X) = > (z: — E(X)) *p(zi) = D (2 — B(X)) *pla:)

el iel’

oul’"={iel]|z; —E(X)| > e}, car tous les termes sont positifs.
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Minorant alors chaque:; — E(X)| pare on obtient :

Var(X) > ¢ ZP(%) =2 P(X — E(X)| > ¢).

iel’
Remarque : le théoréme ci-dessus est un cas particulier fpeuX — E(X) etr = 2) de 'inégalité
E(|Z|]"
Vr >0, Ve >0, IP’(|Z\ > 5) < M
<€T

La démonstration est identique a celle ci-dessus :

E(1ZI) = Y lalp(z) =Y lail'p(zi)  ob I'={icl|l|z]>e}

iel iel’
> " Zp(zy) =e"P(|Z] > ¢).
iel’

Variante : en posant= Ao (X) on obtient :

P(E(X) — Ao(X) < X <E(X) + Ao (X)) > 1 - %

Sous cette forme on voit clairement que I'écart-type caractérise la dispersion de la variable aléatoire
autour de son espérance mathématique.

2.6 Fonction génératrice

Définition 20. SoitX une variable aléatoire a valeurs entiéres positiy#$Q2) C N). La fonction
génératrice deX est définie par :

Vs € C, |s| <1, gx(s) = ZIP’(X = k) sk
keN

Le rayon de convergence de la série entiere de définition est au moins égal & 1 puisque la série
converge pous = 1:

gx(1)=> P(X=k) =1

keN

La connaissance de la fonction génératriceXdentraine celle de la loi d¥ : P(X = k) est le
coefficient des® dans le développement en série entiérgyde).

Théoreme 25. Fonction génératrice d’'une somme de variables aléatoires indépendantes.
X etY indépendantes> gxiv(s) = gx(s) gv(s).

La réciproque est fausse.
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P(X+Y = k) = P(Uiﬂ:k((x —i)n(Y = j))) =k JP(X = i)P(Y =k — i), car les variables
aléatoiresX etY sont indépendantes et prennent des valeurs entiéres positives. Les séries utilisées
étant sommables :

gxav(s) = Z(ZP —k—z) Z(ZP P(Y =k —i)s )

k=0 =0 =0 k=t

= > P(X=i ZPY k—1i)s ZIP’ i)s' > P(Y =
i=0 =0

= 9gx(s) gv(s).

Théoreme 26.Généralisation :

X1, Xz,..., Xo mutuellement indépendantes gs-» x.(s) = [ [ gx,(s)

Théoréme 27.Soit(X;);en+ UNe suite de variables aléatoires a valeurs dBinglyant toutes la méme
loi qu'une variableX et mutuellement indépendantes. bitine variable aléatoire a valeurs dans
N* indépendante de chaqug. On pose R = Z?‘Zl X;. La fonction génératrice d& est donnée
par :

9gR = 9N © gX.

Ona:

Z]P’ R=k/N=n)= iP(N:n)P(ZXi:k).
n=1 3

Utilisant la sommabilité des séries on obtient :

gr(s) = ZZIF’ )P(in:k)sk:ZP(N:n)ZP(ZXi:k)sk
—0n=1 i k=0 =1
= ZIP Z]P’ gx(s))" d’aprés la généralisation ci-dessus,
n=1
= 9N (gx( ))-
Théoreme 28.Si la série est convergente on a :
= k(k—=1)...(k—m+DPX=k) =B(X(X—-1)...(X=m+1)).

k=m

En particulier
E(X) = gx(1) et Var(X) = gx(1) + g (1) — gx(1)*.



24 Chapitre 2 — Variables aléatoires discrétes

Le rayon de convergence de la série de définitiogde) = > 3o, P(X = k)s* est supérieur ou
égal a 1 : on peut donc dériver terme a terme sur l'interjalld, 1] et I'égalité obtenue sera encore
valable pours = 1 si la série convergeOr :
[e.9]
g (s)= S P(X=k)k(k —1)...(k—m+1)s™.
k=m

Pourm = 1 on obtient ;¢4 (1) = >, kP(X = k) = E(X).
Pourm = 2 on obtient ;g4 (1) = Y72, k(k — 1)P(X = k) = E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X).

2.7 Lois de probabilité discretes classiques

2.7.1 Loi binomiale

Une urne contient des boules blanches et des boules noires. La probabilité de tirer une boule blanche
au hasard est égalepd ¢ = 1 — p est la probabilité de tirer une boule noire. On tirdooules au

hasard etvec remise on étudie la loi de probabilité de la variable aléatofrégale au nombre de
boules blanches tirées.

La variable aléatoireX peut prendre des valeurs entiéres comprises éngen. Déterminons la
probabilité pour que& soit égale &. L'univers 2 est constitué des suites des résultatsrdiiages ;

la probabilité d’'une suite correspondant au tirage:dmules blanches €k — k) boules noires est

égale &*¢" %, car les tirages sont indépendants (il y a remise de la boule tirée aprés chaque tirage).
Le nombre de suites incompatibles correspondant au tiragebdeles blanches est égal au nombre

de facons de placérboules parmi : il y en a(’g) et la probabilité cherchée est donc :

VEeN, 0<k<mn, P(X = k) = <Z>pkqn—k'
On vérifie immédiatement qu'il s'agit d'une loi de probabilité :

ZP(X =k)=@p+q" =1
k=0

On dit queX est unevariable binomialede loi B(n, p) : une variable binomiale représentenlembre
de succéslans une suite d'épreuvesiépendantes

0,2

0,1
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Théoreme 29.La fonction génératrice de la loi binomial&(n, p) est :gx(s) = (ps + q)".

ox(s) = Sio( (pha™ ) s* = (s + a)".
Théoreme 30. Espérance mathématique et variance :
E(X) = np, Var(X) = npg.

Pour touts réel on a

gx(s) = np(ps + )" " etgy(s) = n(n — 1)p*(ps +q)" 2,

et donc (voir théoremag)

E(X) = gx(1) =np,
Var(X) = g%(1) + gx(1) — gx(1)*> = n(n — 1)p* 4+ np — (np)* = np(1 — p).

Théoréme 31 (stabilité). SiX etY sont des variables binomiales indépendantes de¢is, p) et
B(ng, p) leur somméX + Y) est une variable binomiale de I#(n; + n2, p).

D’apres le théoréma5:

ni+n2

gx+v(8) = gx(s)gy(s) = (ps +q)" (ps + ¢)"* = (ps +q)
On peut aussi remarquer que si I'on tire successivemghbules puisi; boules on a tirén; + n2)

boules. ..

Remarque : Lorsque est grand le calcul d&k, n, p) = (Z)pkq”*k est délicat; on peut utiliser des
expressions approchées : voir le paragrapde

2.7.2 Loi multinomiale

Une population est composeée d’élémentsideypes, la proportion d’éléments de typétant égale
ap; (3_7L, p; = 1). On tire avec remise dans cette population un échantillon de tai®itN; le
nombre d’éléments de typetirés etN = (N1, No,..., N,);0onaN; +Ngo+--- + N, = n.
Soientnq, no,...,n,, des entiers naturels tels que+ ns + - - - +n,, = n. La probabilité d’'un tirage
comportant:; éléments de typg est égale @' p5? ... pji» et le nombre de tirages (incompatibles)

!
de cette sorte est—— (cf. 8A.3). Donc:
nilng! ... ny,!

m
n!
P(H(NJ = ”j)) = mp?l Py’ .. Dy

Remarque : pour toytla variable aléatoirél; suit la loi binomialeB3(n, p;).

E(N;) =np;  Var(N;) =np;(1 —p;)
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Théoréeme 32.0n a, pourj # k :
Cov(N;, Ni) = —np;pi.

Les variablegN;):<;<. ne sont donc pas indépendantes, ce qui est d'ailleurs assez évident puisque
Z;n:1 Nj = n.
e Dans le cas own = 2 le calcul direct est aisé ; puisqidlg + N, =nona:

E(NlNQ) = E(Nl(n — Nl)) = nE(Nl) — E(N%) = n(npl) — (np1(1 — p1) + (np1)2).

En reportant (et en rappelant que+ ps = 1) :
Cov(Nyi,Ng) = E(NiN2) — E(N))E(N2) = n’py — npipy — n’p] — n’pips = —npips.

e Pour le cas général la démonstration utilise les fonctions caractéristiques (voir parayEyphe
On introduit les matrices :

p1 0O 0
T 0 D2
p=(p p2 - Pm) et d= e
0 0 pm
Ona:
— n! m
n(t) = E(exp(z’tT N)) = Z mp?lpgz L plm eXp(Z tin;)
Ynj=n ' j=1

m

= (ij eXp(itj)>n
- (
y

= 1—|—itT(np)—gtTdt—

<
Il
—

. 1 n
pi(1+ity — 58 + o(t?)))

1

—_

1 n
+it" p— St dt+o(|t)))

ML G ) o).

D’apres le théorémB0 on obtient :
E(N) = np,
ce qui n’est pas une découverte, et
E(NN?) =nd +n(n—1)pp" (car(t” p)? =T p pT 0).
Dou:
Var(N) = E(NN?)—E(N)EN) =nd+n(n—1)pp’ —n’*pp’ =n(d—pp")
p1(l—=p1)  —pip2 e —P1Pm
—pip2 p2(l —p2) ;

. . ' —Pm—-1Pm
—P1Pm t —Pm—1Pm pm(l - pm)
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2.7.3 Loi hypergéométrique

Une urne contient boules blanches étboules noires; on tire boules de 'urne au hasard ns
remise(tirage exhaustif). Déterminons la loi de la variable aléatir@ombre de boules blanches
tirées.

Le tirage ayant lieu sans remise on peut tirerddsoules en une seule fois : le nombre de tirages est
égal au nombre de sous-ensemblesd®ules parmia + b), soit (“:b). Ces tirages sont équipro-
bables si les boules ne different que par la couleur.

Le nombre de tirages donnatiboules blanches est égal au produit du nombre de fagons de choisir
k boules blanches parmi et du nombre de fagons de choisir — k) boules noires parnt, soit

(1) (7 ))- Dou: b
P(X = k) = <k‘><”—k>

()

0,2
n =20
a="70
b =30
0,1
N | .
ol 1 10 20

Théoreme 33.Espérance et variance :

a a b a+b—n
Var(X) = .
a+b ar(X) na—i—ba—i—ba—i—b—l

E(X)=n

Il n'est pas interdit de faire le calcul direct a partir de la définition, mais c’est assez pénible; il est
plus intéressant d’utiliser une méthode indirecte.

On note queX = > | X; ou X; représente le nombre de boule blanche tirééigme tirage ; pour
tout ; la variable aléatoireX; suit la loi de BERNOULLI, c’est-a-dire la loi binomialé3(1, p) avec

) ab . b
Vie{l,...,n}, E(XZ-):petVar(Xi):pq:momjzl—p: P

et donc
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Les variables aléatoires; ne sont pas indépendantes puisque les tirages ont lieu sans remise. La
variable aléatoiré;X;, suit la loi de BERNoULLI dont la probabilité de succes, et donc I'espérance
mathématique, est

P(XjXe =1) =P((X; =1) N (Xp = 1)) = P(X; = 1)Px,=1)(Xe = 1) = aibai;il'
D’ou ( )
B ala—1 a \2 —ab
Cov(X;, X) = (a+b)(a+b-1) (a+b) ~(a+b)>*(a+b—1)
et

Var(X) = zn:Var(Xi)+2 Z Cov(X;, X)
i=1

1<j<k<n
_ ab +Qn(n—l) —ab _ nab(a+b—n)
(a+b)? 2 (a+b?*(a+b—1) (a+b)2(a+b-1)
a b a+b—n a+b—n

na+ba+ba+b—1 —npqa+b_1~

Remarque : il n'est peut-étre pas évident que chaque varkdbkuit la loi binomialeB(1,p);
vérifions-le pouiX, :

P(Xo=1) = IP>((x2 )N (X1 =0)U (X = 1)))
= P(X1 = 0)Px,=0)(X2 = 1) + P(Xy = 1)P(x,=1)(X2 = 1)
b a n a a—1  a
a+ba+b—1 a+ba+b—1 a+bd

Remarque : la loi hypergéométrique est voisine de la loi binomiale ; la seule différence est qu'il y
a tirage avec ou sans remise. On constate que le fait de ne pas remettre les boules ne modifie pas
lespérance mathématique mais diminue la variafeé+; < 1).

a 1

2.7.4 Loi géométrique (ou loi de RsSCAL)

Une urne contient des boules blanches et des boules noires. La probabilité de tirer une boule blanche
au hasard est égalega(q = 1 — p est la probabilité de tirer une boule noire). On tire des boules

au hasard eavec remisgusqu’a ce qu’on obtienne la premiere boule blanche. On étudie la loi de
probabilité de la variable aléatoikeégale au nombre de boules tirées.

La variable aléatoirX peut prendre toutes les valeurs entieres strictement positives. La probabilité
pour queX soit égale & est celle de la suite correspondant au tiragékde 1) boules noires suivies

d’une boule blanche : elle est égale*a'p, car les tirages sont indépendants.

Vi e N*, P(X =k) = ¢"1p.

On dit queX est une variable géométrique dedidp) : une variable géométrique représentadenbre
d’épreuves indépendantagcessaires pour obtenirgeemier succeés
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0,3

0,2

0,1

‘ ‘ | I I I 1 1 ]
10

20

Théoréme 34.La fonction génératrice de la loi géométriqgeép) est :

ax(

pSs

9x(5) = 1-— qs.

o0
5= (" p)st = 2 - avec|gs| < 1.

1—
k=1

Théoreme 35. Espérance mathématique et variance :

On a

D’ou (théoreme28)

et

2.7.5 Loide PoISSON

1 q
E(X) o Var(X) = el
/! 2
O & K=
/ p 1
(1) + ge(1) — (gh(1))? = 224 S

Définition 21. La variable aléatoireX suit laloi de POISSONP () si :

k
Vk € N, P(X = k) :e_“%-

29
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0,1

0,05

.II |‘|IIII-
20

Théoreme 36.La fonction génératrice de la loi dBOISSONP (1) est :

30

gx(s) = es=1),

— e Hehs — pn(s—1)

gx(s) = e (Hk!)
k=0

Théoreme 37.Espérance mathématique et variance :
E(X)=p,  Var(X) = p.

Ona:
gk(s) = pe!sD et gh(s) = pletsY
D’ou (théoreme28)

2

E(X) = gx(1) = petVar(X) = gk(1) + gx(1) — (9x(1))" = p* + p— p* = p.

Théoréme 38 (stabilité). Si X etY sont des variables deoissoNindépendantes de loiB(u;) et
P(u2) leur somméX + Y) est une variable d®oissonde 10i P (u1 + p2).

D’apreés le théoréma5:

x4y (8) = gx(s)gy (s) = e Ve 571 = elmtp)(s=1),
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Processus de BISsSON

Un événement (appel téléphonique arrivant a un central, par exemple) peut se produire a n’importe
guel instant > 0. On fait les hypothéses suivantes :

1. La probabilité pour qued se produise entre les instartst ¢ + 7 est égale &7 ou \ est une
constante indépendante faler et de la réalisation antérieure de

2. L'événementd ne peut se produire plus d’une fois entre les instaats+ 7 ; plus précisément
la probabilité pour quel se produise deux fois ou plus entrett + 7 est un infiniment petit
par rapport ar.

La variable aléatoir&; qui représente le nombre de réalisationsddentre les instant8 et ¢ suit la
loi de POISSONP ().

On posep,(t) = P(X; = n) eton note[ nA

P ] I'événement «A se produitn fois entre les instants
1,02
t1 etty ». ’

Calculonsp,,(t) ; on commence par le cas= 0 puis on effectue une récurrence.

([ari=) == (5o o) == (53 = ([245])

po(t)P <[8ﬁ]> =po(t)(1 = At —o(7)).

po(t +7)

D'ou: , .
2ol 7) =00 _ (3 4 (1)) o(t) = (1) = Ao

Tenant compte de la condition initighg(0) = 1 on obtient immédiatement :

po(t) =e

Récurrence sut :

] (o [ o[22 )0 (524 m ).

D’ou .

Palt +7) = pu(t) (1 = AT = 0(7)) + ATpn_1(t) + Y pu-ir(t)o(7).
et kzz
pu(t+7) = pu(t)

= = (A+o(D)Pa(t) FAPn-1(t)+)_ pr-r(t)o(1) = P,(t) = = Apa(t)+Apni ().
k=2

T

La solution générale de I'équation homogeéne gstt) = C,,e~*!. On détermine la solution générale
de I'équation compléte par la « méthode de la variation de la constante » :

pL(t) = (C!, = XCp)e M = —AChe ™ + Ap,_1(t).
Dol : C! = Ap,_1(t)eM. Pourn = 1:

Cl = pot)eM =X = Cp =M+ Ky = pi(t) = M+ Kp)e M,
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Or, d'apres la condition initialep; (0) = 0 = K ; donc :

p1(t) = Me

o At)nt
On suppose (hypothese de récurrence vérifiee potr 1 etn = 2) : p,_1(t) = (( ) 1)'e*M.
n — .
Alors : . ) )
' \n th - At)" - At)" ¢
C,=A =) =C), = .y + K, = pp(t) = (—! —i—Kn)e :
D’aprés la condition initiale,,,(0) = 0 = K, on obtient finalement :
A"
pn(t) =P(Xy =n) = (n') e .

Le processus dedissoNest le cas le plus simple d’apparition « naturelle » de la loi desBoN



Chapitre 3

Variables aléatoires absolument
continues

Dans ce chapitre l'univer® est non dénombrable; la trikfi des événements doit étre strictement
incluse dan$?(£2). On suppose définie une probabilé&ur (2, £).

3.1 Variable et vecteur aléatoires

Définition 22. Latribu de BorREL surR™ est la plus petite tribu contenant les pavés ouverts.

Elle contient également les pavés fermés et, plus généralement, toutes les parties « usu@les » de
Ses éléments s’appellent les borélien®Rée

Définition 23. Unevariable (resp. un vecteur) aléatoser I'espace probabilisabl€2, £) est une
applicationX de{2 dansR (resp. dan®R™) qui vérifie : pour tout borélierB deR (resp. deR™) on a
X~1(B) €&.

Il suffit de vérifier que I'image réciproque de toute demi-drpiteco, x| (resp. de toute partie d&
de la forme[ [, ] — oo, z;[) estun événement.
Exemple (trivial) : toute application constante est une variable aléatoireXSoit cette variable :

_ 0 siz <k,
X7H(] = o, x[):{ Q siz> k.

3.2 Fonction de répartition. Densité

3.2.1 Variable aléatoire a une dimension

Définition 24. La fonction de répartitiomle la variable aléatoireX est I'applicationF’ définie surR
par :

F(z) = P(X*l(] — o0, x[)).

Théoreme 39.La fonction de répartition vérifie les propriétés suivantes :
1. F est croissante;
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2. F est continue a gauche en tout point;;
3. lim F(x)=0, lim F(z)=1.
T——00 T—+00

1. Supposong < y :
F(y) = P(X_l(]—oo, y[)) :P(X_l(]—oo, z|Ulz, y[))
= P(Xfl(] — o0, z[) UX([z, y[)) (propriété de I'image réciproque)

— P(X‘l(] — 00, x[)) +IP’<X‘1( [z, y[)) (événements incompatibles)

=F () >0
> F(x)
2. Soita e R : )
X_l(} — 00, a[) = lim X_l(] — 00, a—ﬁ[)

la suite étant croissante. D’aprés le théor@me

F(a) = P(Xfl(] — 00, a[)) :]P(lim Xfl(] — 00, a — l[))

n—oo n

— lim ]P’(X_l(} . a_l[)) — lim Fa— )

n—o00 n n—0o0 n

= F(a—0).
On peut montrer par ailleurs quéadmet une limite a droite en tout point. On a
X !(]—o00,a]) = lim X '(]—o0, a+ l[)
9 "6 Y n
la suite étant décroissante. D’apres le théor@me

P(X<a) = }P’(Xfl(] — 00, a])) :]P’(lim Xfl(] — 00, a—i—l[))

n—oo n

= lim IP’(X_I(] — 0, a+l[)> = lim F(a+%) = F(a+0).

n—oo n n—oo

Remarque :
PX=a)=P(X<a)-P(X<a)= lim F(z)— F(a).

z—at

Si F est continue en alorsP(X = a) = 0.

3. Lasuite d’événementéX*l(] — 0, —n[)) est décroissante :

neN
lim F(z) = lim P(X—l(] o0, —n[))
= IP’( lim X™!(] — oo, —n[)) (voir théoréme?)

= P(X7'0)) =P(0) = 0.
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La suite d’événementéX*l(] — 0, n[)) , estcroissante
ne

lim F(z) = lim P(x—l(] ~ 0, n[))

IP(Ji_}n;oX‘l(] — 00, n[)) (voir théoréme?)
= P(X'(R)) =P(Q) =1.

\

T 0 T2

La fonction de répartition représentée sur le graphe ci-dessus posséde deux points de discontinuité
d’abscisses; etzs ; nous supposerons par la suite que toute fonction de répartition est continue sur
R et qu’il existe une applicatioyi : R — R, continue sauf en un nombre fini de points, telle que :

vz € R, F(z) = / F(1) dt.

La variable aléatoirX est alors dite absolument continue ; la fonctjoast sadensité de probabilité

En faisant I'analogie entre une probabilité et une masse cela correspond au cas ou la masse est répartie
etou il n'y a pas de masse ponctuelle.

Onaalors:

b
P(X '[a, b]) =P(a <X < b) = F(b) — F(a) = / f(z)de.

3.2.2 \ecteurs aléatoires

Définition 25. La fonction de répartitiomlu vecteur aléatoirX = (X;, Xo,..., X, ) est I'applica-
tion £ définie surR™ par :
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On supposera qu'il existe une densité de probabflitdR™ — R, continue sauf en un nombre fini de
points, telle que :

n
F(a?l, :cg,...,xn)://... f(tl, tg,...,tn)dtldtg...dtn OUKHIH]—OO, «Tz[
Kn i=1
On a alors, pour tout borélieB deR™ :

P(X~!(B)) =P(X € B) :///B f(ty, to,..., tp)dty dts ... dt,.

Si I'on connait la densité d'un vecteur aléatoire on peut en déduire la densité de ses composantes; on
donne le résultat dans le cas le plus simple :

Théoréeme 40.SoitV = (X, Y) un couple aléatoire ayant pour densité ; les densités de probabilité
des variables marginales etY sont données par :

fx(@) = /OO flx, y)dy,  fv(y) :/Oo [z, y) da.
Ona:
Fx(z) =P(X<z)=P(X<z)n(Y €R)) = / i f(t,y)dtdy

ouD, ={(t,y) |t <z}.Dou:

o) = [ ([ rewan)ar

En dérivant par rapportaon obtient :

Fx(z) = /_ " fay) dy.

Remarque : en général la connaissance des densitésetl® est insuffisante pour déterminer la
densité du coupléX, Y).

Définition 26. Les variables aléatoireX etY sontindépendantesi, quels que soient les boréliens
B et By, les événemenis!(B;) etY~!(By) sont indépendants.

Théoreme 41.Les propositions suivantes sont équivalentes.
e Les variables aléatoireX etY sont indépendantes.

o V(z,y) € R?, Fix v)(z,y) = Fx(z)Fy(y).

o V(z,y) € R%, fix, v)(@,y) = fx(x) fr(y)-

1. SiX etY sontindépendantes, alors, pour tausty réels, les événementX < z) et(Y < y)
sont indépendants et

Flz,y) =P(X<z)n(Y <y)) =PX <2)P(Y < y) = Fx(2)Fy(y).
En dérivant par rapport@a ety on obtient :

f(x,y) = fx@) fy(y).
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2. On supposeY(z,y) € R?, f(x,y)

P((a <X <b)

37

= fx(z) fy(y). Alors, pour tous réels, b, c etd :

N(c<Y<d) = / f(z,y)dxdy, oUK = [a,b]X]c,d],

Z/fx dw/fv ) dy

Pla < X< b)P

(e <Y <d).

On conclut queX etY sont indépendantes en remarquant que les boréliens sont obtenus a partir
des pavés par passage au complémentaire, intersections et réunions dénombrabieés) (voir

Théoreme 42.SiX etY sont deux variables aléatoires indépendantes etedis) sont deux applica-
tions deR dansR les variables aléatoireg(X) et (Y) sont indépendantes.

Pour tous borélien®; et B, on a :

P((poX) 7 (B)) N (o) (B)) = P((X' (7 (B) N (Y (w7 (B)))

= P((pox)7(B) )P((¥ oY)\ (B2)

Théoréeme 43 (Somme de deux variables)Soit un couple aléatoir® = (X, Y) de densité de
probabilité f. La variable aléatoireZ = X + Y a pour densité de probabilité la fonctiofy définie

_/_Zf(x, z—x)dx

Soit F7 la fonction de répartition de la variable aléatafre- X + Y :

par :

Fz(z):P(Z<z):P(X—|—Y<z):/A flz,y)dedy ou A, ={(x,y)|z+y<z}.

On effectue le changement de variables

{ t = =z, . { r = 1,
solt
u = xr+vy, Yy = u-—

F7(z) = //sz(t,u—t)dtdu,
[ ([ seu-na)i

Alors :

En dérivant par rapporta:

de jacobien

ouD, = {(t,u) | u < 2},

:/Zf(t,z—t)dt
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3.3 Espérance, variance, coefficient de corrélation

Définition 27. Le moment d’ordrek, k entier supérieur ou égal &, de la variable aléatoireX est
défini par :

mg(X) = /OO ¥ f(x) da

—00

ou f est la densité de probabilité dg si I'intégrale est absolument convergente.

On définit 'espérance mathématique, la variance, I'écart-type, la covariance et le coefficient de cor-
rélation comme au paragraphel (pagel?) ; les propriétés sont identiques.
L'inégalité de BENAYME-TCHEBYCHEV est encore valable.

3.4 Détermination de la densité

On peut déterminer la densité en dérivant la fonction de répartition, mais il est souvent possible, et
plus commode, d'utiliser le théoréme suivant.

Théoréme 44.SoitD;, I'algébre des fonctions de clas€&® deR* dansR & support borné. On pose,
pour toutf : R*¥ — R localement intégrable :

Vo € Dy, f*(¢) = / fo (distribution réguliére associée f).
Rk

Alors, sif etg sont localement intégrables :
f*=g* < f = g presque partout.

Remarques :

— La densité de probabilité étant essentiellement utilisée dans des intégrations on peut modifier arbi-
trairement sa valeur sur un ensemble de mesure nulle.

— Si f estla densité de probabilité d’une variable aléat¥i@n a : /*(¢) = E((X)).

Pour la démonstration on consultera un cours sur les distributionsde/8Tz ([25], [4], [28] ou,
mieux, [29)).
Exemples d’applications :

1. LoideZ = X+ Y.

Ve €D, f3(9) = E(9(2)) = BeX+Y) = [ [ ola ) focnov) dedy,

On effectue le changement de variables

t =g soit z =1 de jacobien
z = x4y, Y z—1t,

Alors :
7(p) = /RQ e(2) foxy)(t, 2 —t)dtdz = /Rso(z) (/R foxy(t 2 —t) dt) dz

= 5'0) ougle) = [ fumltz -ty
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D’apres le théorémé4 f7 est égale @ presque partout ; on peut choigiy = g, soit :

fz2(2) = /Rf(xy) (t,z —t)dt.

On a montré a nouveau le théore#te
2. Loi du couple(U,V) = (X+Y,X-Y).

Vo € Dy, fluw)(®) = E(p(U,V)) = E(p(X+Y,X=Y))

N //Rz o +y, v —y)fixy(z,y)drdy.

On effectue le changement de variables

U+ v

xr = )
= . : . D(x, 1
Y T, soit 2 de jacobien (2 y):——-
vo= z—y, u—v D(u,v) 2

y = —5

Alors :

u+v u—ov
i)

1
fowlp) = //st@(ujv)f(x,w( )5 dudv.

On peut donc choisir :
U+vuU—"uv

1
fuw(uv) = 5 foon ( )-

2 2
Théoréme 45.SoitX = ( X1 Xo ... X, )T un vecteur aléatoire de densifg ; définissons le
vecteur aléatoireY = ( Yi Yy ... Y, )T par un changement de variables affine :

Y=aX+b oua € M,(R) estinversible eb € R".

La densité de probabilité d¥é est définie par :

1

Vy € Rna fY(y) = ]deta!

fx(a™H(y —1)).

Vo € Dy, E(¢(Y)) =E(p(aX + b)) :/ e(az +b) fx(z) dzx.

n

Effectuons le changement de variable :

. . 1
y=ar+b,  x=a '(y—b), dontlejacobien estlet(a"!) = oo

D'ou : .
B(e) = [ el =) g a0

On conclut grace au théoremé.
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Exemple : connaissant la densité de probabilité du couple aléatoire (X, X2), déterminer la
densité de probabilité du coupte= (Y1, Ys) = (X1 + Xo, X1 — X2).
OnaY = aX avec

1 1 pos o1 1/2 1/2 L
a—[l _1}DOU(1 —[1/2 _1/2]etdeta— 2.

La densité de probabilité d¢ est donc définie par :

1

fova o) (Y1, y2) = §f(X1,X2)<

Y1+ 2 yl_y2>
2 2 ’

3.5 Fonction caractéristique

Définition 28. 1. Lafonction caractéristiqude la variable aléatoireX est définie par :
fx(t) = E(e™).

2. Lafonction caractéristiqudu vecteur aléatoirX = ( X1 Xo ... X, )T est définie par :
K =E@EX) ot #TX =) "1X;.
j=1

Avec les notations habituelles la fonction caractéristique d’une variable aléatoire est donnée par

— y - o
Ix(t) = ;pm)el - Ax(t) = / e fx da
€ —00

dans le cas discret, dans le cas continu.

On généralise aisément au cas d’'un vecteur aléatoire.

Dans le cas continu la fonction caractéristique est la transforméedrIER de la densité de proba-
bilité.
Exemples
1. Cas discret
SiX(2) ¢ N* on af;(t) = gx(e™) ol gx est la fonction génératrice de(voir § 2.6).
En particulier :

Loi binomiale5(n, p) Loi géométriquej(p) Loi de POISSONP (1)

- it . ‘
fx(@t) = (pe' + )", fx(t) = 1 ﬁeqeit’ fx(t) = exp(p(e” — 1)).

2. Cas continu : loi de @ucHY

. e . 1 1 . L
La variable aléatoirX de densitéfx (z) = 112 a pour fonction caractéristique
s X

—

fx(t) = e 1.
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La fonction caractéristiqufé(\ est définie par

Yy
— oo dz
t) = itx X

fX( ) /ooe 7T(1+1,‘2)
Elle est paire : on peut supposer 0.
On applique le théoréme des résidus (vejr par
exemple) en intégrant sur le lacetci-contre la r

eitz o 0 > r

On obtient lorsque tend vers l'infini :

T el ™ exp(itre)
de= [ ———-d ————ire’’ d) = 2ir Regg, i
fyg(z) z /_r ) x+/0 [ 2020 e im Regg,1)

—t

~
e =0 _ €

— fx(t) = 2in

D'ou: .
fx(t) = e 1.

Théoreme 46.La fonction caractéristique d’une variable aléatoire (resp. d’'un vecteur aléatoire) est
une fonction continue de (resp.R™) dansC et |fx| < 1.
Variable a une dimension.

1. Cas discret :

Ip(ax)e’™™| < p(ax) et > p(zy) = 1.
kel

2. Cas continu :

|fx(x)6it$| < fx(x) et / fx(z)dz = 1.
R
La démonstration est identique pour un vecteur aléatoire.

Théoreme 47.La fonction caractéristique d’'une variable (resp. d’'un vecteur) aléatXirgrifie les
propriétés suivantes :

1. fx(0) =1;
2.Vt € R, fx(—t) = fx(t);:
3. V(a,b) € R, Vt € R, foxrp(t) = e fx(at)
(resp.¥a € Mg(m,n), ¥b € R™, ¥t € R™, foxp(t) = etV fx (aT1)).

Ces propriétés résultent immédiatement de la définition.

Théoréme 48.La fonction caractéristique d’une variable (resp. d'un vecteur) aléatiitermine
sa loi.

1. Cas discret : on dévelopga\(t) sous la formez p(y)ett*.
kel
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2. Cas continu : on utilise le théoréme d’inversion deURIER (voir [4], par exemple).
1 *© ~ it
= — t)e " dt.
(o) =5 [ Tt

Démonstration identique dans le cas d’un vecteur aléatoire.

Théoreme 49. Si le moment d’'ordré: de la variable aléatoireX existe, sa fonction caractéristique
admet une dérivée d'ordre au voisinage de 0 et

(k) ‘
T (0) = FE(X).
1. Cas discret
Ona:
dk
dtk
PuisqueE(X*) existe, la série de terme généfat, |*p(x,)) est convergente et, donc, la série
de terme générdl(iz,,)"e"* p(x,)) converge uniformément siit et

(€itx"> _ (ixn)keitwn et |(an)ke’lt$n| — ‘*’En’k

?;(k) (t) = Z(imn)keimnp(xn)-
n=>0
Donc : -
70 = 3 Gza) () = FEXE).
n=0
2. Cas continu
Ona:
%(emfx(x)) = (im)e fx(z) et |(ix) e fx(x)| = || fx(z).

PuisqueE(X*) existe, I'ntégralefy, |z|* fx (z) dz est convergente :

E(k)(t) _ /R(ix)kemfx(x) da.

Donc :

(k) . .
fx (0)= /(w:)kfx(x) dr = zkE(Xk).
R
Théoreme 50. Si le vecteur aléatoirX possede une matrice de covariance on a:

() =1+ it B(X) - %tT EXXT) ¢ + o(|Jt])?).

fx(t) = E(exp(it'X)) = E(l +it? X + %(z’tT X)? + o(|yt||2))
— E(l +itT X — %tT X XTIt + o(||t\|2)) cart’ X =XTt € R,

1 S
= 14+itT BX) - 5tT EXXT)t+o(|[t|*)  par linéarité.
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Théoreme 51.Si le couple aléatoir¢X,Y) a pour fonction caractéristiqu@es fonctions caracté-
ristiques des variables marginalésetY sont données par :

o~ ~

) =ft,0) et fy(u)=F(0,u).

~

Jx(t) = B(e™) = B(4) = fir,0)

Théoréme 52.
X etY sont indépendantess V(t,u) € R?, f/(x?)(t, u) = E(t)?;(u).

Plus généralement les variables aléatoibeg, Xo, ..., X,, sont mutuellement indépendantes si et
seulement si la fonction caractéristique du vecteur aléatdire ( X1 Xo ... X, )T est égale
au produit des fonctions caractéristique d€s

On applique la définition et la formule d’inversion.

Théoreme 53. o o
V(A7/’L) € R27 vVt R, f)\X—i-,uY(t) = f(X,Y) (Ata :ut)

—

Paxw (1) = B(e" X)) = B Oy = T OIO, pit).

Ce théoréme s’étend immédiatement & une combinaison linéairealéables aléatoires.

Corollaire 1. Sion connait la fonction caractéristiqg&;y pour tous les coupleg\, 1), alors on
connait la loi du coupléX,Y).

D’apres le théoréme précédent on con@}?.

Théoreme 54.Sin variables aléatoires sont mutuellement indépendantes la fonction caractéristique
de leur somme est égale au produit de leurs fonctions caractéristiques.

On applique les deux théoremes précédents.

Théoréme 55. Soit (X )ren+ UNe suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes ayant
toutes la méme loi de probabilité qu’une varialleSoitN une variable aléatoire a valeurs dai¥',

indépendante de chagqlg..
N

La fonction caractéristique de la variable aléatoRe= > ~ X, est donnée par :
k=1

JrR=9no fX
ol gy représente la fonction génératrice tle

On admet ce théoreme.
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3.6 Lois de probabilités continues classiques

3.6.1 Loiuniforme

La densité de la loi uniform& (a, b) est définie par :

f(x)
1
b—a
0 sizgla b, | |
f@y=¢ 1 | : :
m Slx & [CL, b] E E
i ! .
a 0 b
Théoreme 56. Espérance mathématique et variance :
a+b (a — b)?

E(X) =

' Var(X) =

2

0 = [aswae= [ < L] =50

b2 3 2 2

dx 1 z°1b  a*+ab+b

EX2) = [ 22f(2)d :/ rar _ e ravTh
) /]Rx f) dw . b—a b—a[ }

et

D'ou :
a’>+ab+b"  a®+2ab+0*  (a—D)?
3 4 12

Var(X) =

Théoreme 57.Fonction caractéristique :

sin b— at
- .a+b
f(t) = exp(it 5 b—at .
2
b itz itx ith ita
~ e 1 e b et —e
) /ab—a T —alit la it(b—a)
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3.6.2 Loi exponentielle

La densité de la loi exponentieli& «) est définie par :

f(x)
«
fa) 0 siz <0,
€Tr) =
ae * siz>0.
0
Théoréme 58. Fonction caractéristique :
-~ (6]
t) = :
1) a— it
—atit
f(t) = /OO ae(—a—i—it)a? dr = o [M}OO — & .
0 —a+1t 1o o — 1t
Théoreme 59. Espérance mathématique et variance :
1 1
E(X) = —» Var(X) = —-
(X) == Var(X) = —

() = @ ial.t)g- D'ou: f(0) = é = iE(X) et doncE(X) = é
Y —2 ) 7 —2
7't = (a_j‘t)3 Dou: f'(0) = —; = —E(X*). DoncE(X?) =
* 2 1 1
Var(X) = — - (&)2 =

Théoreme 60 (Propriété caractéristique).SoitX la variable aléatoire représentant la durée de vie

d’'un systéeme €Y celle représentant la durée de survie du méme systéme :
Y = X — 7 sachant qu > 7.

1. SiX suit la loi exponentiell€ (a) alorsY suit la méme loi exponentielle.
2. SiX etY suivent la méme loi c’est une loi exponentielle.
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1. Ona:
Ry) =PY <y) =PX-7<y|X>7)=PX<y+7|X>7).
D'ou:
e Siy<0:Fy(y)=0.
e Siy>0:
R(y) = P(r<X<7+y) Fy+71)—Fx(r) (1—e W) —(1— e 7)
YW= PX>7)  1-FR(r) 1— (1 eor)
= 1—e .
2. Onavu:
F()_]P’(T§X<T—|-y)
)= P(X> 1)
Donc :
e Siy<0:Fy(y)=0.
e Siy>0:

Re(y) = Fx(ler_ T;X—(Tf;x(T )

La fonctionG définie parG(z) = 1 — Fx(x) vérifie donc :

= Fx(y) par hypothése.

Vy e Ry, Gy +71) = G(y)G(1).
D'ou G(0) =1 et

Gly+7)—G(r) _ GO(GW) =CO) _ v\ _ amer
G - ) ﬁ)G(T)—G()G(O).

On intégre immédiatement :
G(t) =e " olla = —G'(0).
D’ou, en reportant :

Fx(z)=Fy(z)=1—e *siz > 0.

Théoreme 61.Supposons que les variables aléatoXgssont mutuellement indépendantes et suivent
la méme loi exponentiellé(«) ; supposons que la variable aléatoileest indépendante de chaque
X et suit la loi géométriqué (p). Alors la variable aléatoire

R=S"Xu

bl
”MZ
o

suit la loi exponentiell&€ (ap).

La fonction génératrice de la loi géometriqigp) estgn(s) = 1 b
—gs

. D'aprés le théoremg5

8]

. . 8% pf% ap
fR(t):gN(ka<t>) :gN(a—zt) - 1—aq 1; - ap—it
a—it

qui est la fonction caractéristique de la loi exponentiéllap).
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3.6.3 Loinormale (ou loi de LAPLACE -GAUSYS)

Loi normale a une dimension

f(x)
La densité de la loi normale :
N(m, o) est définie par : E
|
2 |
f(z) = ! exp(—M) :
oV2m 202 !
7 : x
m—30 |0 m m+o m+ 30
F(x)
La fonction de répartition de la -~ T
loi normale ne peut s’exprimer
a l'aide des fonctions élémen- il
taires : il faut utiliser une table 2 I
spéciale (cf. pag@50). | .
0 m

Théoréme 62.La fonction caractéristique de la loi normal€é(m, o) est définie par :

242
~ ot
t) = itm — ——).
f() exp(z m 5 )
On cherche d’abord la fonction caractéristigoele la loi

normale réduite\V/ (0, 1) :

Y
1 o z2 N t
o(t) = — exp(——) exp(itx) dx.
20 = —= [ en(=) explite) |
22
On intégre la fonctiomy(z) = exp(—?), holomorphe sur —r 0

C, sur le lacet ci-contre. (Moir, par exempld.)
Lorsquer tend vers I'infini on obtient :

T 332 ) t 1 9
0 = / exp(—)dx—H/ exp(—=(r +1iy)?) dy
i 2 ; 2
— V2 —0
’ 1 2 [0 1 .
—/ exp(—i(—x—kzt) )daH—z/ exp(—§(—r+zy) )dy.
t

-

— 0

t2
NN exp(E) \/ﬂ@(t)
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On obtient le résultat annoncé en appliquant la derniére propriété du thébreme
Théoreme 63. Espérance mathématique et variance :
E(X) =m, Var(X) = 0.

F'(t) = (im — o*t) exp(itm — (’2;2). Dol : f/(0) = im etE(X) = m.

242 .
() = ((im — o?t)? — 02) exp (itm — UT) Dot : f"(0) = —m? — o% etE(X?) = m? + 0.

Donc :
Var(X) = (m? + 0?) — m? = o°.

Théoreme 64.Si X suit la loi normaleN (m, o) alorsY = aX + b, aveca # 0, sulit la loi normale
N(am + b, |a|o).

D’aprés la derniére propriété du théorétre

— . o2 ac)?
fy(t) = e fx(at) = exp(ith) exp(i(at)m — ?(at)Q) = exp(i(am + b)t — (2)

t?)
qui est la fonction caractéristique de la loi normaléam + b, |a|o).

Théoréme 65 (stabilité).La somme de deux variables normales indépendantes suit une loi normale.
Plus précisément 3 suit la loi normaleN (m;y, o1), siY suit la loi normaleN (mq, o) etsiX et
Y sont indépendantes, alo¥s+ Y suit la loi normaleN (my + meo, V12 + 022).

D’apreés le théorémg4 :

o 2

o~ 2
foxwy () = fx () fy (t) = exp(itmy — %tQ) exp(itmg — %tQ) = exp(it(m1+mg) —

Uf + cr% t2)
5 .

Théoreme 66. SoientXy, X,..., X, n variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la
A - . 1 - .
méme loi normaleV'(m, o) ; leur moyenne¥ = -~ > | X; suit la loi normaleN (m, ﬁ).

On montre comme pour le théoréme précédent que la safmsut la loi normaleN (nm, o/n).
PuisqueY = Z/n on applique la derniére propriété du théoréfiie

2

?\\((t) = E(%) = exp(itm — ;—ntQ).
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Vecteur gaussien

Définition 29. Un vecteur aléatoireX = (Xq, Xo,..., X,) est ditgaussier(non dégénéré) si sa
densité est de la forme :

(@) = aexp (5~ m)Ta(e —m)

ouxz € R"™ etm € R” sont représentés par des matrices colonneg et M,,(R) est symétrique,
définie, positive.

Cas particulier important :
Définition 30. Un couple aléatoirdX, Y) est dit

gaussien(non dégénéré) si sa densité est de la
forme :

0
i
Q
j

=
<A
%2571
:,;;’
'
o
"'
&

{7

DR

",",'
LN
""

o

25

02
s

f(, y) = aexp(~ Q. v))

-,
0
'."i'

0‘&&”@5:::::5
LA TSI

ouQ(z, y) = A(x —a)®> + 2B(z — a)(y — b) + LA
C(y —b)? est une forme quadratique définie positive
en(z—a)et(y—b):A>0,C>0etB?—~AC < 0.

Théoréme 67.SoitX un vecteur gaussien :

det q

R EX)=m et  Var(X)=q '

On notera\ (m, c) laloi de X olic = ¢! est la matrice de covariance et dont la densité est donc :

1 1 _
m exp(—i(x —m)Te Ha - m))

Remarque : la notation utilisée pour la loi normale n’est pas exactement la méme dans le cas d'une
variable aléatoire ou dans celui d'un vecteur (écart-type remplacé par matrice de covariance).

fz) =

D’aprés le théorémé5 la densité du vecteur aléatoive= X — m est :

1

Fry) = fxly+m) = anp(—inqy)-

Par raison de symétrie onExY) = 0 et doncE(X) = E(Y) +m = m.

Puisque; est symétrique, définie et positive, il existe une matrice orthogantdiie que
d=utqu=1u"qu

est diagonale avec des éléements diagonaux (valeurs progresjctement positifs.
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SoitZ = u’'X; d’apres le théorémés la densité d& = (Z1, Zo,..., Z,) est:

f2(2) = ‘delwfx(W) = aexp(— (02)q(u2) = aexp(—5=" (u qw)2)

=d
=1

1 n n 1 n
= aexp(—Qj;)\jz?) = oz]l;[lexp(—2)\jz]2) = jl;[lfzj(zj).

Les variables aléatoires; sont indépendantes et suivent les lois normalgs, o;) avech; = 2 :

o2 "
J
17! 5 L L¢ Z?)
fz(2) = ]1;[1 P~ exp( 20?.) = @ exp< 5 ; o)
Donc
1 - 1 -~ det ¢
— =000, et o= Aj = .
«@ ]1_[1 J (2m)m ]1_11 T (2n)n
Enfin :

Var(X) = E(XXT) = E((uZ)(uZ)T) = uB(ZZ")u! = ud et = ¢t

Corollaire 2. Sile couplgX, Y) est gaussien les variables marginakgtY sont gaussiennes.
Dans ce cas X suit la loi V' (mq, o1) etY laloi N (ms, o2) et sileur coefficient de corrélation est
égal ap la densité du coupléX, Y) est :

exp g ()7 el =]
flz, y) = P?) 01 0102 o9 '
2#0102ﬂ
Ona:
vt (2l 857~ (B 57)
D'ou:
detq™' =ofo3(1-p%), et gq= % ( 3 ~po10: ) .
oio3(1—p?) \ —poio2 of
Enfin :
1 1
o \/(2@%%05(1 ) 2ma100/1— 2
et

Qlz,y) = (:E—ml y_mz)q<95—m1>

Yy —ma

(e
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Théoréme 68.Si le couple(X, Y) est gaussien et gi(X, Y) = 0 les deux variables sont indépen-
dantes.

En reportanp = 0 dans I'expression de la densité du couple on voit fiue y) = fx(x) fy(y).

Attention :il se peut queX etY soient gaussiennes sans que le coyiley) soit gaussien, auquel
cas on ne peut conclure a l'indépendance lorsgXe Y) = 0.

Exemple

Considérons le couple aléatoire (non gaussien...) de densité

1 22 — 2rzy + 42 2 + 2rzy + 42 N
_ _L eIy —= =% T ))ou -1 1.
f(2,y) 4ﬂm(eXp( TR R A G Toprey ) srs
Les variables marginalesetY suivent la loi normale réduite. En effet :
1 o0 (y —rz)? 22 o0 (y +rx)? 22
= —— - — —)d - — —)d
fx(@) A1 2 {/_OOGXP( 20 2) y+/_ooeXp( 2(1—12) 5 ) dy
V2 z? /°° 9 ytrx
= —exp(—— exp(—u~) du en posanty = ———:
—exp(—7) | exp(-) P )
1 o ( 1,2)
= X —_——
V2 P

Elles ne sont pas indépendantes gat,y) # fx(z)fy(y) bien queCov(X,Y) = E(XY) =0a
cause de la parité dgx, y) par rapport & et par rapport &.

Fonction caractéristique

Théoréme 69.Le vecteuX = (X1, Xo,..., X,,) estgaussien de IgV/(m, c), ouc est la matrice de
covariance, si et seulement si la fonction caractéristiquX @est définie par :

— 1
vVt e R", fx(t) = exp(itTm - EtT ct).

1. Supposonsn = 0. Pour tout\ deR"™ on a, d’aprées le théoreni2 :
EVN'X)=0 et o*=VarA' X)=XTcA

La fonction caractéristique d¢’’ X est donc, d’aprés le théorérfa:

f//\a(u) = exp(—%02u2) = exp(—%)\Tc)\uz)

En appliquant le corollairé :

—

fx(uX) = f/)\;(u) = exp(—%(u)\)T c (uA))

En posant = u\ on obtient :

E(t) = exp(—%tT ct).
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2. Lorsquem # 0 on remarque que :

—

Trom(t) = E(exp(itT(X n m>)) — exp(itTm) fx(t).

La réciproque résulte du théorem@

Corollaire 3. SoitX = (X1, Xo,..., X;) un vecteur gaussien de Ioi (m,c) : Y = aX + b, ou
a € Mg(m,n) etb € R™, est un vecteur gaussien de Jgi(am + b,aca’).

D’apres la derniére propriété du théorefveon a :
?\\((t) = exp(ith)]/”;((aTt) = exp(it’b+i(a’t)'m — %(aTt)Tc(aTt))
= exp(it’ (am +b) — %tT(acaT)t).
On retrouve (voir théoreme?) :

E(Y)=aE(X)+b et  Var(Y) =aVar(X)a’.

Calculs numériques

On dispose de tables numériques donnant les valeurs de la deesite la fonction de répartitioh
de la loi normale réduitd/ (0, 1) (voir pagel50); les valeurs de la fonction de répartitidix et de
la densitéfx d’une variableX suivant la loi normalé\V(m, o) s’en déduisent :

B -a(5"). - o5

(o (o
D’apres le théoreme4 si X suit la loi normaleV (m o) alorsX* = X ; m, variable réduite associée,
suit la loi normale réduite.
Fy(w) = (X <2) = B(X" < =) = &(~——)
En dérivant : L e m
fx($) = ;SO( o )

3.6.4 Loigamma
Définition 31. La variable aléatoireX suit laloi v(a) si sa densité est définie par :

1 a—1_—x
fx(@) =4 T(a)

247 e sixz >0,
0 sinon,

ol a est un paramétre réel strictement positif.
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La fonction eulérienne de deuxiéme espEast définie a la page4s.

0,51 4 I<a<2

0 2 4 6 8 10

Théoréme 70.La fonction caractéristique de la loj(a) est :

53

— 1
fx(t) = =it
La fonction caractéristique est définie par
T * 1 1 (1—it) ’
_ a— —x(1—1
fx(t) —/0 F(a)x e dz. - . ,
0 V2
On applique le théoréme des résidus en intégrant
sur le lacety ci-contre la fonction o
_ 1 a—1_—=z
g( ) F(a) < €

On obtient lorsque tend vers I'infini ete tend vers zéro :

T (1 — )@ . € 1
/ a-ae 2@ e (0= g 4 (2)d> +/ —— 2% le ™ dy +/ f(z)dz=0.
€ 71 r 72

I'(a) I'(a)

—(1—it)a fx(t) —0 —-1 —0

-~

D’ou :
1

() = =i

Théoreme 71.Espérance mathématique et variance :
E(X) = Var(X) = a.

Ce résultat est immédiat
— soit a partir de la définition ;
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— soit en utilisant le théorenv.

Théoréme 72 (stabilité). Si les variables aléatoireX et Y suivent les loisy(a) et v(b) et sont
indépendantes leur somrde= X + Y suit la loi y(a + b).

D’apres le théorémb4

1 1 1

F2(t) = fx(®) v (t) = (1 —it)a (1—it) - (1 — it)att

On peut généraliser la définition.

Définition 32. Soient\ (facteur d’échelle) et (facteur de forme) deux parametres réels strictement
positifs. La variable aléatoird suit laloi v(a, A) si sa densité est définie par :

Fet) = F()\a)()\t)“_le_)‘t sit >0,

0 sinon.

Remarques
1. Laloiy(a, 1) estlaloivy(a).
2. Laloiy(1, A) estla loi exponentiell€(\).

Théoréme 73.Soita > 0.
T suitlaloiy(a, \) <= U = aT suitlaloiv(a, i).
(6

En particulier :T suit la loiy(a, \) <= X = AT suit la loiy(a).

1. Supposons qué suit la loiy(a, \). La fonction de répartition dg = aT est :

Fy(u) =P(U <) =B(T < =) = Fr(=).

On obtient la densité de probabilité en dérivant :

/\/Oé A a—1 _2y
o = Le(®) = | T Q0T s>
0 sinon.

DoncU suit laloivy(a, 2).
2. Supposons que suit la loiv(a, g). On a, pour tout € Dy :

Be(M) = B(o(o)) = [ e(2)folwdu

— 00

= / o(t) fulat) adt, en posant, = at.

— 00

Donc, d'apres le théorémtt :

fr(t) = afy(at) = (M) Le M sit > 0.

A
I'(a)
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Remarque : nous avons utilisé deux méthodes différentes a titre d’exemple et de comparaison.

Théoréme 74.SiT suitlaloiy(a, \)ona:

a a
La variable aléatoirX = AT suit la loiv(a) ; donc :
X 1 a X 1 a
E(T) = E(X) = XE(X) =5 e Var(T) = Var(X) = FE(X) =z

Théoréme 75 (stabilité). Si les variables aléatoire$ etU suivent les loigy(a, A) ety(b, A) et sont
indépendantes leur somme suit latdiz + b, ).

On poseX = AT etY = AU et on applique le théorem@.

Théoréme 76.La fonction caractéristique de la loj(a, ) est:

~ 1
IO ==
Si T suitlaloiy(a, M) alorsX = AT suit la loiv(a) ; on applique le théorémér :
—~ — — ¢ 1
fr(t) = fxa(t) = fx(x) =iy

s . . . . G .
Théoréeme 77.SiX suit la loi normale réduite alory = 5 suit la loi v(3).

On applique le théorém&d. Pour toute fonctiorp appartenant ®; :

Bev) = B(o(3)) = [ elh)mew(-) dr

D'ou ;

DoncV suit la loi(3).

Théoreme 78.Si X1, Xo,..., X, suivent la loi normale réduite et sont indépendantes alors
1 n
_ § : 2
W — 5 £ Xk

suitla loi y(%).

. . X2 s . , R .
Les variables aléatoireg, = 7’“ sont indépendantes et suivent toutes Iayl@) ; d'apres le théo-

reme72W = >, V. suitlaloiy(5).
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3.6.5 Loibéta

Théoréeme 79. SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes suivant les-¢ig et ~(b)

. . . X . - " R
respectivement. La variable aléatoife= Y, suitla loi 3(a, b) (loi béta de deuxiéeme espéce) dont la
densité est définie par :

1 Za—l

fz(z) =1 B(a, b) (z + 1)atb
0 sinon.

Siz >0,

La fonction eulérienne de premiere espétest définie a la pag4s.

La fonction de répartition de la variable aléatafrest nulle suiR ™~ ; surR* on a:
X
F7(z) = P(V <z)= . fx, vz, y)dzdy

ouD, = {(z, y) € (RT)? |z < zy} et, les variables aléatoirésetY étant indépendantes,

xa—le—x b—le— )
foenta v) = @) o) = (F) (Gg) - sl e &2

On effectue le changement de variables défini par :

On obtient )
# Pt e 1 suNd-l L w
Fy(2) = - (2) e t—du)d
2(2) /O (/0 T(a) F(b)(v) © R “) v

puis la densité de probabilité deen dérivant par rapporta

1 o0
fz(z) = F(a)F(b)zbJrl/o u P exp(—(1 + %)u) du.
Onposet=(1+ %)u.
a—1 00
_ < a+b—1 _—
22) = Famme e /0 e dt
2471 (a +b) 1 2071

T(a)D(B)(z + 1)*  B(a,b) (z + 1)atd’

Théoreme 80. Espérance mathématique et variance.

ala+b—1)

—(b— 20— 2) (b>2).

E(Z):L1 (b>1) et Var(Z)=
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i, 1 00 Za-l—r—l 2
E(Z") = B(a,b)/o N dz. On pose u = Py
_ 1 ! (ﬁ)a—’—?ﬂ_l du _ 1 ! a+r—1 b—r—1
B B(aab)/o () (1=u)? " Bla,b) /0 e
=B(a+rb—r)
= W sir < b.
D’ou
_ Bla+1,b—-1) T(@+1I'(b-1) a .
B2 = —Bun = Twre  s=1 Stb
_ Bla+2,b—2) T@+2T(b-2)  ala+1) .
BZ) = = Ban = Tere  —o-ne-y S
B ala+1) a \2  ala+b-1) .
Var(Z) = GThp-9) - (b— D) = G-120—2 7%

3.6.6 Loi du khi-deux

Définition 33. SoientX;, Xs,..., X,, des variables normales réduites indépendantedoLdu y? &
n degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire

n
X2 = Z X2
k=1

On sait (cf. théorémé@s) queW = 3 ZXkQ suit la loi y(%)- D'apres le théoremé3 la variable
k=1
aléatoirex? = 2 W suit donc la loiy(%, 3)-

La densité de la loi diy? an degrés de liberté est donc définie par

n

1 (u)rl “2 siu>0
— e U ,
fre(w) =4 2T(3) \2

0 sinon,

et sa fonction caractéristique par

1

fX%(w = (1 _ 2,L't)n/2.
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fz (w)
yn=1
1
|
|
\
\
\
\
1\
\
\
\
0.5 \
\
\
\
\ n:2
\
' 3
. _
/)’L_
~
N ~ n=4
’ N —
/ \\ \ -,
Se e T S e — '
0,1 R T L
- S~o - — —_— — S
=" T==a = =
-/ __________________ = = u
0 2 4 0

D’apreés le théoréme4, on obtient
E(x%)=n et  Var(x?) = 2n.

Théoreme 81 (Stabilité).SiX etY sont indépendantes et suivent respectivement les lois du khi-deux
an; etny degrés de liberté aloréX + Y) suit la loi du khi-deux n; + n2) degrés de liberté.

La loi du khi-deux étant une loi gamma il suffit d’appliquer le théoréfteOn peut également re-
marquer qug¢X+Y) est la somme des carrés @a +n») variables normales réduites indépendantes.

Théoreme 82. Soit X un vecteur gaussien de dimensiorde loi N'(m, ¢); la variable aléatoire
Y = (X —m)T ¢! (X —m) suit la loi du khi-deux & degrés de liberté.

On peut supposer, sans restreindre la généralitépgue0.

La matricec™! est symétrique, définie positive : il existe une matrice orthogonatdle qued =
T —
u- c

14 soit diagonale, les éléments diagonaux étant strictement positifs. On a :
V=Xt X=XTudu? X=(u X)T d(u? X).
D’apreés le corollaire3 Z = «” X est un vecteur gaussien d’espérance nulle et dont la matrice de
covariance est’ ¢ u = d~'. Donc
Y = —t
; Var(Z;)
suit la loi du khi-deux & degrés de liberté.

Approximations pour n grand

2 _
Théoreme 83.La variable aléatoir Xn — 1

ei

o converge en loi vers une variable normale réduite.
n
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La convergence en loi est définie au paragraphe

Il suffit d’appliquer le théorém@5 avecX,, = Y2 ou Y, suit la loi normale réduite ; on trouve
immédiatementn = 1 eto = /2. Onay2 =S,,; d’ol le résultat.

Théoréme 84 (RSHER). La variable aléatoire,/2 x2 — v/2n — 1 converge en loi vers une variable
normale réduite.

Déterminons la densité de probabilité de-= /2 x2 — /2n — 1. Pour toute fonctiop appartenant
é.Dl :

B(e@) = Blelvaxd—van-1) = [ o(VEi- VT g (3) et du

_ /jm@(z)@(;mm))”— exp(_z(z+m)2> .

ol 'on a posé » = v/2u — /2n — 1. Donc
' Siz< —2n—1,
fz(z) = F(13> (%(z - M)y*le;(p(—i(z i \/271——1)2) Y

Soitz € R fixé ; pourn assez grand ona> —+/2n — 1 etdonc:

In(f2(2)) = ~n(C(3)) + (1 = (In(z + VB — 1) ~n2) ~ 1z + VI~ 17

B
A C
Or:
A= -1 +n12+n+11 112 11(2)+(1) (STIRLING)
= 211’1’L 211 2 211’1’L 211 211 T 0] y
1 1 z 1 22 1
B o= -n(-tmeeluas 2o L2y
(n=1(—g2+gmn+ - = 20—+l
22 1 n =z
= - 4-___Z V2n — 1.
¢ 1T g v

En regroupant et en simplifiant :

2’ n / 42
In(fz(2)) = —% In(27) — 5 + z\/g(l —\/1-= %) +0(1) — —%ln(Qw) -5

Donc:

Théoreme 85 (WLSON-HILFERTY ). La variable aléatoire

V- 0-5)

converge en loi vers une variable normale réduite.
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2= 5 -0-5)

Par la méme méthode que ci-dessus on obtient pauand, lorsque est fixé :
1 2 2

fz(z)_r(g)(;l) g (2 97n+1_97n> ’ exp(—g(z 9%4-1—9%)3).

On développe comme ci-desdusfz(z) lorsquen tend vers I'infini; on obtient :

On pose :

n_q

22
zZ) — e 2.
2 )nﬂoo\/%

Ces approximations donnent des résultats numériquement satisfaisants desstjsapérieur a 30,
I'approximation de WLSON-HILFERTY étant un peu meilleure que celle dssHER.
3.6.7 Loide SUDENT

Définition 34. SoientX etY deux variables aléatoires indépendantésuivant la loi normale réduite
etY laloi du x? a n degrés de liberté. La variable aléatoire

X
Y/n

suit laloi de STUDENT an degrés de liberté.

Théoréeme 86.La densité de probabilité de la loi d&TUDENT an degrés de liberté est définie par :

1

fT(t>: 2 L“rl.

VAB(5 5 1+ )"

2 2

Ona:Z:T—:X /2.

n Y/2

Or, d'aprés le théoréme7 (pages5), X2 /2 suit la Ioiy(%) et, d'apres le théoremés, Y /2 suit la loi
v(5); d’autre part ces variables sont indépendantes. D’apres le thegi@revariable aléatoire
suit la loi B(3, 2).

Par ailleurs

Fr(—=t) = P(T<—-t)=P(X< —t\/Y/n)
= P(X>t\/Y/n), carX suit la loi normale réduite,
= P(T>t)=1-Fr(t);
donc la densité de probabilifg est paire et, pour > 0 :

P(—t<T<t) = Fr(t)— Fr(—t) =2F(t) — 1
= P(T? <t?) =P(Z < t*/n) = Fz(t*/n).
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En dérivant on obtient : )
t
2fr(t) = = f2(/n)

et la densité de probabilité de:

t (t?/n)~1/2 1

1
t) = — —
fT( ) %’ %) (1 +t2/n)(”+1)/2 \/ﬁB(%, %)(1 +t2/n)(n+1)/2

n B(

—6

L'espérance mathématique est définiesi> 1; elle est nulle puisque la densité de probabilité est
paire. La variance est définie pour> 2 :

1/2 n

Var(T) = E(T?) = E(nZ) = oy B X

Théoreme 87.La loi de STUDENT converge en loi vers une loi normale réduite.

La convergence en loi est définie au paragraphie

Ona
Lny_ TG)T(E) V2m(5) e a(_m \M2n\Y2 o fom
532 = T ”ﬁ\mn;)n/z V) G T
et
2\ (n+1)/2 2\ 2\ 1/2 22
(o) =y ) (e ) e
Donc::
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3.6.8 Loide HSHER-SNEDECOR
Définition 35. SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes suivant des lojgdum et n
degrés de liberté respectivement. La variable aléatoire
7_ X/m
Y/n
suit laloi de HSHER-SNEDECORa m et n degrés de liberté, notégm, n).
Théoréme 88.La densité de probabilité de la I¢F (m, n) est définie par :

(mm# 2%

fmn(z) = B(m/2, n/2) (%z N 1)m;n
0 sinon.

Siz >0,

Xsuit la loiy(m/2, 1/2), donc, d’aprés le théoréna, X/2 suit la loiy(m/2) ; de mémeY /2 suit
laloi vy(n/2).

: L X X/2 . . .
D’aprés le théorém@9 la variable aléatoir®) = v = Y?Q suit la loi 5(m/2, n/2) dont la densité
est définie par :
1 uz ! . 0
— Slu >0,
fulw)={ B(m/2, n/2) (4 1+ 1%
0 sinon.
X/m n : P
Or:Z= = —U. La fonction de répartition dé est donc :
Y/n m

Fran(2) =P(Z < 2) = P(U < %z) - FU(%@.

D’ou la densité de probabilité cherchée :

(m/n)% 23 Siz>0
m m m+n z '
fmn(2) = Efu(gz) =4 B(m/2, n/2) (Mz41) > -
0 sinon.
n=2~8
________ m =
m=4
—_— — m=3~8
———— .. m = 20
—enmem————
5
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L'espérance mathématique et de la variance se déduisent immédiatement de celles de la loi béta :

n n m/2 n
Bl = BV = 1 = g P> 2

2 n*m/2 ((m+n)/2-1)  2n*(m+n—2)

Var(U) = s =122 =2) ~ m(n—2)%(n — 4)

Var(Z) = (%) pourn > 4.

. . : 1 . .
Théoreme 89.SiZ suit la loi F(m,n) alors 7 suit la loi F(n, m) ; donc :

1
Fon(t) = 1= Fun(5).

En échangeant les roles HeetY on échangen etn. Alors :

Fun(t) =B(5 <) =BZ > 1) =1 Fua(}).

Théoreme 90. Le carré d’'une variable d&STUDENT a n degrés de liberté suit la loi dEISHER-
SNEDECORF(1,n).

Si T suitla loi de SUDENT an degrés de liberté on peut poser= ——— ou X suit la loi normale

VY/n

: : , . . . . Xz : ,
réduite ety la loi du khi-deux & degrés de liberté. On a aloZs= T2 = W ou X2 suit la loi du
n
khi-deux a un degré de liberté ; la conclusion découle de la définition de |a losdER SNEDECOR



64

Chapitre 3 — Variables aléatoires absolument continues



Chapitre 4

Convergences stochastiques

4.1 Différents types de convergence

4.1.1 Convergence en loi

Définition 36. Soit (€2, £, P) un espace probabilisé ; soiK,,),>1 une suite de variables aléatoires
définies sur I'espace probabilisahbl€, £) et soitX une variable aléatoire définie sur le méme espace.
La suite(X,,),,>1 convergeen loiversX si la suite des valeur$x  (z) des fonctions de répartition
converge verg'x (x) en tout pointc ou Fx est continue.

c
On note :X,, = X.
Le théoréme suivant, que nous admettons, est souvent utilisé pour démontrer la convergence en loi.

Théoréeme 91 (Paul LEVY).

1. Soit (X,) une suite de variables aléatoires qui converge en loi vers la variable aléaXoire
La suite des fonctions caractéristiqugs,, ) converge vers la fonction caractéristique ¥ela
convergence étant uniforme sur tout intervalle borné.

2. Sila suite des fonctions caractéristique,, ) converge simplement vers une fonctipononti-
nue a l'origine, alors :

(@) ¢ est une fonction caractéristique ;

(b) la suite(X,,) converge en loi vers une variable aléatoXeayant, pour fonction carac-
téristique.

4.1.2 Convergence en probabilité

Définition 37. Soit (2, £, P) un espace probabilise ; sofX,,),>1 une suite de variables aléatoires
définies sur I'espace probabilisahbl®, £) et soitX une variable aléatoire définie sur le méme espace.
La suite(X,,),,>1 convergeen probabilitéversX si

Ve >0, P(|X, — X| > &) —— 0.

On note :X,, & X.

Théoreme 92.La convergence en probabilité entraine la convergence en loi.
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Démontrons d’abord le lemme suivant.
Lemme 1. Soit(X, Y) un couple aléatoire. On a, pour togt> 0 :
|Fx(x) = Fy(z)] < Fx(z 4+ 1) — Fx(x —n) + P(X = Y[ > 7).
De
Y<z)=((Y<z)n(X<z+n))U((Y<z)N(X>z+n) CX<z+n)U(X=Y]>n)

on déduit
Fy(l’) < Fx(fL‘ + ’f]) + P(|X — Y| > ’I’}).

De méme, de
X<z—n)=(X<z-nnY<z)u(X<z-nnY>z)cY<z)U(X=Y]>n)

on déduit
F(z —n) < Fy(z) + P(X = Y| >n).

D'ou :
Fx(z—n) —P(X=Y|>n) < Fy(z) < Fx(z +n) +P(X=Y|>n).
Par ailleurs, puisquéx est croissante :
Fx(z —n) < Fx(z) < Fx(z +n).
Le lemme s’en déduit par soustraction membre a membre.

Montrons le théoréme.
Remplacant parX,, dans le lemme nous obtenons :

Vn>1, V>0, |Fx(z) — Fx, (2)| < Fx(z+n) — Fx(z —n) + P(|X = X,| > n).

Soite > 0.
— Supposons quéy est continue en :

Ja>0,0<n<a= Fx(z+n)— Fx(z—n) <

O ™

On choisit une valeur, den vérifiant cette inégalité :

Fx(z +mn9) — Fx(z —no) <

| ™

— Supposons queX,,),>1 converge en probabilité vers: IP’(|Xn —X| > 770) — 0.
Donc:

IN €N, n> N = P(IX = X,| > ) <

| M

On en déduit
n> N = |Fx(z) — Fx, (z)| < Fx(z 4+ no) — Fx(z — o) + P(|X = Xy | > o) < ¢,

<e/2 <e/2

c'est-a-dire Fx, (r) —— Fx(x); la suite(X,,),>1 converge en loi verX.

n—oo

Il existe d’autres types de convergence stochastique : en moyenne quadratique, presque sdre...

pourra consulter a ce sujei][ou [16] par exemple.

On
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4.2 Loifaible des grands nombres

Théoréme 93. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires deux a deux non corrélées et suivant

A , ’ o ) 1
la méme loi d’espérance mathématiqueet d’'écart-types. La moyenneX,, = — Zxk converge
n
k=1
en probabilité versn, c’est-a-dire que 'on a :

Ve > 0, P(|X,, —m| >¢e) —— 0.

n—oo

2
On a immédiatement E(X,,) = m et Var(X,) = % On applique l'inégalité de BENAYME-

TCHEBYCHEV (théoreme24) :

Var(X,, o2
< M - 0.
g2 ne? n—oo

P(Xp —m| = &) = P(X, = E(Xy)| > ¢)

Théoreme 94 (Jacques BRNOULLI ).
La fréquence d'apparition d’'un événement dans un grand nombre d’épreuves indépendantes converge
en probabilité vers la probabilité de cet événement lorsque le nombre d'épreuves tend vers l'infini.

On considére les variables aléatoikgsdéfinies par :

1 sil’événement est réalisé akaiéme épreuve,

Xk = 0 sinon.

n
La fréquence d’apparition de I'événementiegpreuves esX,, = — Z Xi.Ona
n
k=1

EX,)=p et Var(X,)=p(l—p)

oup représente la probabilité de I'événement.
On applique le théoréme précédent : la fréqueXiceonverge en probabilité vers la probabilitéle
I'événement.

4.3 Théoreme central limit

Théoréme 95 (LNDEBERG-LEVY).
Soitune suitéX,,),,>1 de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, possédant une espérance
n

, . . — S , .
mathématiquen et une variancer?. On pose S,, = Zxk etX,, = == la suite des variables
n
k=1
réduites _
g _ S, — E(S,) _ S, —nm _ X, —m
" a(Sp) ov/n a/v/n

converge en loi vers une variable normale réduite.
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D’apres le théorémé9 la fonction caractéristique de X, — m s’écrit :
02
o(t)=1-— 7t? + o(t?).

B EZ’zl(sz —m)
:@- O'\/ﬁ .

En appliquant les théorémég et54 on obtient la fonction caractéristique 8§

= (e(=20)" = (1- L4 0(5)) — exp(-5)

Le théoréme1 permet de conclure.

4.4 Application : approximations de la loi binomiale

Lorsquen est grand le calcul de la probabilték, n, p) = (Z)pkqn_k est délicat ; on peut en donner
deux approximations correspondant a deux domaines de validité.

4.4.1 Approximation normale
Théoréme 96 (MOIVRE -L APLACE).
Soit une suite de variables aléatoir8g suivant la loi binomialeB(n, p); la suite des variables

g S, —n , . g
réduitesS; = P converge en loi vers une variable normale réduite :

Pla <S; <b) —— &(b) — D(a).

n—oo

Il suffit d’appliquer le théorem®5 en prenant pour loi d¥,, la loi de BERNOULLI B(1, p).

1 k—mnp
Une valeur approchée @ék, n, p) lorsquen est « grand » est- gp( )
_ o VPG N\ \/1pg
En pratique les approximations sont convenables
1. lorsquep est voisin de 0.5 et > 10,

2. lorsquen > 50.

4.4.2 Approximation de POISSON

Théoreme 97.Supposons que, pour tout la variable aléatoireX,, suit la loi binomialeB(n, p,)
avecn p, —— u; la suite (X, ),en+ converge en loi vers une variable @ei1ssonde [0i P (u) :
n—oo

k
W\ k1 . yn—k -u kP
<k>p”(1 O

On pose u,, = np, ; par hypothésew,, —— u
T

1— 00

n n! Un, Un \n—
<k>pﬁ(1 —pn)" = I:'(n—k‘)'(n)k(l - ;) g

Or:
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n! kk_l i A
oyt § (G et

< ()~ ()

o ln((l - %)n_k> =(mn—k)n(l - %) —
Donc :

k
W\ E(q _ o yn—k k.
</<:)p"(l ) e
Remarque : puisque p,, tend vers une limite finiep,, tend vers zéro lorsque tend vers I'infini;
I'approximation de BissoNdeb(k, n, p) est valable pour les « petites » valeurspd&n pratique
elle donne des résultats convenables lorggue0.2 et 10 < np < 50. Sinon il vaut mieux utiliser
I'approximation normale.

0,3
1 Loi binomiale
:i ------- Approximation de Poisson
E. — - —  Approximation normale
0,2 :I
I n = 40
: ! p=0,05
0,1; I |
! | !
:| i | .
) i { m .
0 10
0,3
Loi binomiale
| ------- Approximation de Poisson
' — - —  Approximation normale
0,2 |
: 1 p=0.4
0,1 il h |
T I 1
: | i | ;
oo | Pl
! : 1 I i : I ih I !
1
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Chapitre 5

Chaines de MARKOV

5.1 Introduction

Définition 38. Un processus aléatoirest une application d'un ensembtleinclus dansR dans un
ensemble de variables aléatoires prenant leurs valeurs dans un ensemble

teT — (X4 :Q— E)

On peut distinguer différents cas :

— T estdiscret : le processus est dit discret. On peut avoir :
— T estfini: T = {to, t1,..., tn} ou, plus simplemen = {0, 1,..., n},
— 7 estdénombrableZ = {to, t1,..., tp,...} ou7 =N.

— 7T est continu : le processus est dit permanent. En géféest un intervalle d®, par exemple
7 = [0, ool.

— L'ensembleFE des états (espace d’états) peut étre fini, dénombrable ou continu.

Exemple 5.1.1.Lancers successifs d'un dé : on choifit= N* et £ = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. C'est un
processus discret a espace d'états fini.

VkeT,VickE, P(Xk:z‘):é.

Exemple 5.1.2.Cheminement aléatoire dans le plan : aux instants 0, 1,...un mobile, initialement en
O, se déplace d’une unité parallélement a I'un des axes. On chbisit N et £ = Z2. C’est un
processus discret & espace d’'états dénombrable.

Exemple 5.1.3.Processus d®oISSON: 7 = [0, co| et E = N avec

Ly (An)E
P(X;=k) =e 0

C’est un processus permanent a espace d’'états dénombrable.

5.2 Définition

Définition 39. Unechaine de MRKOV est un processus aléatoire discretdi= N,
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— E = N sil'espace d'états est dénombrable,

- FE={1,2,..., r}silespace d'états est fini,
tel que
YneN,Vm <n,VO< j1 < jo < ...<jJm<mn, Vi, i1, 02,...,19nm € E,

P(Xn=1i| (X, =ik)) = P(Xn =i | X}, = im).
k=1

En d’autres termes I'état présent résume toute l'information utile pour connaitre le comportement
futur. On a:

P(Xni1 = 3) = P[0 = ) 0 Ksr = )]) = 30 P = 8) Psy = j | X = ).
el i€l

Si 'espaceF des états egini on pose :
a;'{z} = P(Xn+1 =7 | Xn = Z) Pin = P(Xn = Z)
et on introduit les matrices :

A, = (al{g}) 1<ir II, = [ Pin P2;n .-+ Prm ] .

<j<r
Onaalors:
T
\V/j € {17 2a B T}a Pjn+1 = sz,n a’z{g}
i=1
ce qui s’écrit matriciellement :
Hn+l == Hn An

D’ou, par récurrence :
I, =Ty Ag Ay ... A1 (5.1)

Le processus est dibmogénédans le temps) si la probabili@é’;} ne dépend pas de; la probabilité
de transition en une étape est alaygelle que soit I'étape

am- = P(Xn+1 :j ‘ Xn = ’L)

Si I'espace d'état est fini on définit lamatrice (des probabilités) de transition

ai1 ar2 - Qlp

a1 az2 --- a2y
A= . .

GQr1 QT,Q T ar,'r

Nous nous limiterons par la suite aux chaines homogénes a espace d’états fini.
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Exemple 5.2.1.Promenade avec barriéres réfléchissantes.

Un point peut occuper positions sur une droite. Il se déplace d’'une unité a chaque transition ; il est
réfléchi aux extrémités. On aura par exemple (avec 4) : 7 = NetE = {1, 2, 3, 4} avec pour
matrice de transition

0O 1 0 0

A | P2 @ T2 0 avec {p2+qQ+T2 =1
0 p3 g3 73 ps+aqs+ry = 1
0O 0 1 0

gui peut se représenter par le graphe :

q2 g3

. () ()
T~ T T

O O,

1 T2 3

®

Exemple 5.2.2.Promenade avec barriéres absorbantes.

Un point peut occuper positions sur une droite. Il se déplace d’une unité a chaque transition ; il est
absorbé aux extrémités. On aura par exemple (avee5) : 7 = NetE = {1, 2, 3, 4, 5} avec
pour matrice de transition

®

1 0 0 0 O

p2 g2 ™ 0 0 p2t+ga+ry = 1
A= 0 pP3 Q3 T3 0 avec p3+q3+r3 = 1
0 O ps qu 14 pa+qi+ry = 1

0o 0 0 0 1
gui peut se représenter par le graphe :
1 a2 as 44 1
O =)0 -0 0
e e T
® ® O, ® @

T2 T3 T4

Exemple 5.2.3.Cheminement aléatoire dénombrable.
T = NetE = Z avec les probabilités de transition :

p Sij=1i+1,
Qi = qg Sij=1i—1,
0 sinon,

oul'onaposég =1 —p.
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5.3 Méthodes algébriques

5.3.1 Relation fondamentale

On rappelle :
DPin = P(Xn = 71) Hn = [ Pin P2n --- DPrn ] .

Théoréme 98.
I, = I, A®

C’est un cas patrticulier de la formulg.() du paragraph®&.2.
La matrice (des probabilités) de transitionsestapes est dond” = (a (”)) 1Sicr
<j<r

7]
Le processus étant homogéne on a:
vmeN, ") = P(Xpin = j | Xom = 0).

Une chaine de MRKoV est donc déterminée par la donnéeAlet delly.

5.3.2 Matrices stochastiques

Définition 40. Unematrice stochastiquest une matricéa; J) 1<i<» telle que:

<j<r
Vie{l,2,...,r},Vie{l,2,...,7},a;; >0
et

.
Vie{l,2,...,r} ) ai;=1.
j=1

Théoreme 99. Toute matrice de transition est une matrice stochastique.

T

Vie{l,2,...,r}, Za”—ZP Xnt1 =7 | Xn=1) = (U n+1—1) L.

J=1

Q

Théoreme 100.Le produit de deux matrices stochastigues est une matrice stochastique.

Supposons que les matricdset B sont stochastiques et posaiis= AB. On a

)
V(i j) € {1, 202 cig = > @iy 20

et
r r r T T r
Vie{l,2,...,r} ch—zzazkbkj Zai,kzbk,jzzai,kzl'
j=1 k=1 k=1 j=1 k=1
=1,Vk

La matriceA™ de transition em étapes est donc stochastique.
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Théoreme 101.Soit A une matrice stochastique.
A admet 1 pour valeur propre (simple ou multiple).
Les autres valeurs propres deont un module inférieur ou égal a 1.

Il résulte directement de la définition des matrices stochastiques que 1 est valeur propre associée aux
vecteurs propres ayant toutes leurs coordonnées égales.

Soit A une valeur propre différente de 1t [ 4 To ... Iy ]T un vecteur propre associé; il
résulte de la définition

Vi € {1, 2,..., r}, Zai,j Tj = ()\ — am‘) Xi.
j=1
i

Soitk un indice tel querj € {1, 2,..., r}, |z;| <|zg|. Onaalors:

T T
N = aril okl <D arg o] < Jaoel D an; = |kl (1 — apr).
= i
D’ou, puisquery, # 0 : |A — ap k| <1 — ag, etdongA| < 1.

Les éléments d’'une matrice stochastigusont tous positifs, un au moins par ligne étant non nul. Si
aucun élément n’est nul nous noterohss> 0.

Théoreme 102.Si A est une matrice stochastique les valeurs propres de module égal a 1 sont racines
de l'unité.

Soit A une valeur propre dd telle que|\| = 1 et XA # 1 : il existe un vecteur propre non nul tel que
Ax = Av.D'ou:

T
Vi € {1, 2,..., T}, Az = Zaid‘l‘j.
j=1
T
Soit un indice tel que, pour touf on ait|a;| < |a| : Azg = Y _ ax; ;.
j=1
Puisquel\| = 1 on a|\xi| = |zk| : 'image de\z; se trouve sur le cercle de centieet de rayon
|z |; mais Az, est le barycentre, avec des coefficients positifs,adedont les images sont sur ou
dans ce méme cercle. Dom;? est I'un desr;, par exempler;,. On a:xj, = Axy, # xj, car # 1.
On recommence le méme raisonnement. On a :

T
M| = el = leel, (%0, J2il < Joj,]) ethey, =) a2
j=1

DoncAzj, estl'un dese;, par exemplerj, : zj, = Azj, = A%z Distinguons deux cas :
1. soitz;, = x, et A2 = 1: \ est une racine de 'unité;
2. soitxz;, # xj, et on itére le procéde. Le nombre de coordonnées éant fini on finira par
obtenirz;, = APz = x;, etdoncA” = 1: X estracine de l'unité.

Théoréme 103.Si A > 0 la seule valeur propre de module égal & 1 est 1 (elle est simple ou multiple).

Théoréme admis.
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5.3.3 Comportement asymptotique

Théoréme 104.Si A > 0 alors A™ possede une limitd ., lorsquen tend vers I'infini;
— A, est stochastique,

- A >0,

— A, atoutes ses lignes identiques.

Si A> 0il existes > 0tel quev(i,j) € {1, 2,..., r}%, a
De A"t = A A™ on déduit

.
V(i,j) € {1, 2,..., r}% q (”+1 Zalk“ky avec Vie{l,2,..., 7} Y aip=1,

c’est-a-dire queL(”Jr ) estle barycentre de(&g‘]?)KkQ

Supposong fixé.

affectés des poids; ;, > 0.

Pour touti appartenant &1, 2,..., r}, az(7;+1) appartient a I'intervalle qui contient Iéa,(:})KKT.
Soienty:, vo,. .., y, les éléments de lgiéme colonne del” en supposar < y; < yp < --- <
<1 (n) (n)
yr < 1:{y1, y2,..., y,,«}—{alj, Ay jy-evs Qpjte
L, =y, — 11 est 'amplitude de l'intervalle qui contient tous Ieg’]‘.).
De méme notons;, z,..., 2, les éléments de Igiéme colonne ded”*! en supposart < z; <
1 1 1)
2o <o <z < 1:{z1, 29,..., zr}—{a(ltlf ), (n+ ),..., n+ }C (Y1, Yr]-
Onal, 1 =z — 2z €t
'
V(h k‘) chp >€>0
Vhedl, 2,..., 1}, zn = Chk Yk avec T T ’
{ } Z 5 Yy 22:1 Ch,k =1
car lescy, ,, sont les éléments d’une ligne die D’ou, pour touth :
' ' T
Zh — Y1 = Zch,k Yk — Zch,k Y1 = Z Chke(Yk — Y1)
k=1 k=1 k=1
r—1
= Z%k(yk —y1)+ ey (Yr —y1) > by,
k=1 > X
>0 >e =l
De méme, pour tout :
Yr — 2n = cp1(y Zchk k) > ely.
e ly
On en deduit : B .
Y1 Yr
€n+1 < fn(l — 28). ' ' Z"l 2"2 Z'T
—> +—> +—>
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Or/; <1 — 2e car le plus petit terme de toute colonneAlest supérieur ou égalget le plus grand
terme est inférieur ou égal@ — ¢) puisque la somme des termes de sa ligne, tous supérieurs ou
égaux &, est égale a 1 (il est méme inférieu(B— (r — 1)e)...).

Donc : 4, < (1 —2¢)" — 0; tous les éléments de Jaieme colonne del™ appartiennent & un
intervalle,, dont la Iongueur tend vers zéro : ils ont une limite commane

On ade plus

L
¥n > 1, (0, 5) € {1, 2,..., )2, [af") —a;| < (1-2¢)" . Ly .
k [ | |
I I I I
car les intervalleg,, sont embofités ; donc : Lo I, \ \
I I —» I I
0 I I I I I I I
Vie{l,2,..., r}, a; > 0. e —
Enfin :
- - (n) ~ ()
>a; =Y (lim aff)) = lim (Y af7)) =1
J=1 J=1 Jj=1

Dans ce cas, en passant a la limite dHps= IIy A™, on voit quell,, a une limitell, = TIy A
(vecteur d’état permanent) lorsquetend vers l'infini; cette limite est indépendante Idg puisque
les lignes ded, sont égales (ergodicité).

En passant a la limite da,; = II,, A on obtientll, = II, A, c’est-a-dire que le vecteur d’état
permanenil,, est un vecteur propre a gauche deassocié a la valeur propre 1; le vecteur d'état
permanent correspond a une distribution stationnaire.

Attention : une chaine de MrRKOV peut avoir une distribution stationnaif&, qui ne soit pas un
vecteur d’état permanent. Par exemple :

A:H H Mo=[1/4 3/4] IL.=[1/2 1/2].

Théoreme 105.Soit A une matrice stochastique.
dm € N, A™ > 0 <= (A" tend vers une matrice stochastiqde, dont les lignes sont égales et
Aso > 0).

Une conditionsuffisantepour que ce théoréme s’applique gst j| < 1 = a;; > 0.

1. Supposons3m € N, A™ > 0. D'aprés le théoréme précédeént”)? a une limiteB lorsque
q tend vers l'infini ouB est stochastiqud? > 0 et B a toutes ses lignes égales.
Or, pour toutn, on a:n = mq + s avecd < s < m;dou: A" = A%(A™)4.
Par ailleursA®* B = B puisqueA? est stochastique et quga toutes ses lignes égales.
DoncA” —— B.

n—oo

2. Supposons :

ay az ... Qp
n ar az ... Qp R o 9 (n)
A" —— A= . . , ouv(i,j) € {1, 2,..., r}*, aj = lim a; ./ > 0.

n—o0 . . . . nooo b

a az ... Qp



78 Chapitre 5 — Chaines dl ARKOV

Soite > Otelquevj € {1, 2,..., r}, aj >e.0Ona

V(i,5) € {1, 2,..., 7%, 3N(i,j) tel quen > N(i,j) = [} — | <
et donc
. 2 () €
V(i,7) €{1, 2,..., 1}, a; 7 > 5
Soitm = r(na§<N(i,j) conav(i,j) € {1, 2,..., r}?, ag?) > % et doncA™ > 0.
] ’

5.4 Classification des états

5.4.1 Définitions

L'état j est accessible a partir de I'étiad’il existe un entiern tel quea; ; () 0; on note; — j.
Les étatg et j communiquent si chacun est accessible a partir de I autre:j etj — i; on note
1= 7.

Théoréme 106.La relation= est une relation d’équivalence.
La réflexivité est immédiate en posant (puisgife= 1) :

1 sii=j,
0 sinon.

o

i =0ij =

La symétrie résulte de la définition.
Pour la transitivité de
(In, a( S 0) et (Im, ayz) > 0)

on déduit :

n+m n) (m)
Zal alk >0, Qg > 0.

Définition 41. Une chaine edtréductiblesi elle possede une seule classe d’équivalence.

Définition 42. Une classe dont on peut sortir est udlasse de passagen ne peut y entrer a nou-
veau...); sinon c’est ungasse finale

Exemple 5.4.1.Promenade avec barrieres réfléchissantes (voir exefmalé) : la chaine est irré-
ductible.

Exemple 5.4.2.Promenade avec barriéres absorbantes (voir exee). Il y a trois classes :
C, =11} Cy =12, 3, 4} Cs3 = {5}.

Cs est une classe de passagk, et Cs des classes finales.
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5.4.2 Périodicité

Définition 43. La périoded(i) de I'étati est le PGCD des entiers > 1 tels queagz) > 0.
Si agz) est nul pour tout > 1 on noted(i) = 0 par convention.

Si tous les états ont pour période 1 la chaine est apériodique.

Théoreme 107.Vi € {1, 2,...,r}, IN €N, n > N = o\""@ > 0.

Attention : on n'a pas en génér@(ﬁ(i)) > 0. Dans I'exemples.2.11'état 4 a une période égale a 1 si
g3 # 0, mais on ne peut y revenir en une transition.

Théoreme 108.Tous les états d’'une méme classe ont la méme période : c’est la période de la classe.

Soienti etj deux états d’'une méme classémn > 1, az(?) >0etdn > 1, a%) > 0.

Soits > 1 tel queagi.) > 0 (s = m + n convient, par exemple). On a:

T T T

(n+m+s) (n+s) (m) _ (n) (s) (m) (n) (s) (m)

aj j =Y a0 Ve =) Y e e > a o ) > 0.
k=1 k=1 l=1

Doncd(yj) divisen + m + s. Par ailleurs :

ce qui entraine qué(j) divise également + m + 2s; doncd(j) divises.
Puisqued(j) divise tous less tels queaZ(Z) > 0 il divise leur PGCDd(i) ; de la méme fagow(7)
divised(j) et, finalementd(i) = d(j).

Exemple 5.4.3.Promenade avec barrieres réfléchissantes (exemflé) : la chaine est apériodique,
sauf sigs = g3 = 0 auquel cas la période est égale a 2.

Exemple 5.4.4.Promenade avec barrieres absorbantes (exerBfe) : les classes finales ont une
période égale a 1, la classe de passagea une période égale a 1 si I'un dgsest non nul et a 2 si

42 =q3 =q4 = 0.
5.4.3 Récurrence

Définition 44. La probabilité de premier retown: enn étapes est :

n—1

15 = P((a =004 # )] (X0 =13)).

j=1

NotantT; ; le temps de premier passage gpartant de; on afi(y?) = P(T;; =n).
On pose par conventionf,i(g) = 0.

Théoréme 109.

> 1,0 =3 f® P,
k=0
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n = k—ll:1
- ZP(X0=i)<(Xn i) N (X =14) N [m (X; #1 })
k=1 I=1
n k—1
- ZP(Xo:w <(Xk =1i)N [ﬂ(xz a i)DP(Xn =i | X =1)
k=1 1=1

=3 Zf“ a{" ")
k=1

Cette relation permet de calculer be@ de proche en proche. On peut également utiliser les fonctions
génératrices ; on pose :

Zf“ z *Z k) 2* et  Ai(z)= iai) F 1—|—Zak) 2~

k=0

Théoréme 110.

Fii(2) Aii(z) = (i fi’;) zk> (i agi) zk> = i cn 2"
k=0 k=0 n=0

aveccy = 0 car fi(’?) =0et

d’'apres le théorém#09. D’ou le résultat en reportant.

Définition 45. L'état : est ditrécurrentsi

fz*z = ifz(:b) =1
n=1

Le temps de récurrence moyen est alors :

pii = E(Ti;) = Z n (n) = F};(1).

n=1

[o.¢]
Un état qui n'est pas récurrent est diansitoire: ) fl.(;) < 1.

n=1



5.4 — Classification des états 81

oo
Théoreme 111.L'état i est récurrent= » az(”;) = oo (la série diverge).

n=1

On rappelle le théoréme :
Soit une série entiére dont le rayon de convergence est ggabala série converge pour= R sa
somme est continue sur l'intervallé, R).

o
1. Supposons que I'étatest récurrent Zfi(,?) = 1. La série entiere) ;(z) = > f 2"
n=1 n—=

converge pout = 1; sa somme; ; est donc continue sur l'intervallé, 1] : F; ;(z) —— 1.

z—1—

—_

o0
Donc A4;;(z) —— +oo et Za = +oo car sinon la sériez a@)z” converge pour

z—1—

z = 1 etla fonctionA4; ;, contlnue suf0, 1], a une limite finie Iorsque tend vers 1 par valeur
inférieure.

2. Sila serleZa diverge on a4, ;(z) —— +oo, doncF; ;(z) —— 1 et finalement

=0 z—1— z—1—
')
f(n) —
Qi
n=1

Théoreme 112.Les états d’'une méme classe sont

— ou bien tous récurrents : la classe est dite récurrente (les classes récurrentes sont les classes
finales : si ony arrive on n’en sort plus) ;

— ou bien tous transitoires : la classe est dite transitoire.

Les étatg etj sont dans la méme classe-=£ j) si et seulement si

I(m,n) € (N*)? a; (n) >0 eta(m) > 0.

Supposons que I'étatest recurrentZa(S) +00. Alors :
s=1

LRI 30 ST CEIE 30 $) B4

s=1 s=1 k=1 s=1k=11=1

Do oy = o o) Za(,

v

(0.0
Donc ag“j) = +oo : I'état j est récurrent.

Théoreme 113.Le nombre de classes récurrentes est égal a la multiplicité de 1 comme valeur propre
de A.

Voir [10], page 84.
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Probabilités d’absorption par une classe récurrente

Soit C une classe récurrente Etl'ensemble des états transitoires. Soi 7'; on note;cg")(C) la
probabilité d’étre absorbé par la clagseenn transitions a partir de I'état transitoife

2 C) = Z a; j; et (nH Za” z;

keC JeT

La probabilité d’absorption par la clas€ea partir de I'état est :

oo [e’) 00
n(0) = Y a(0) =)+ "(0) =N (C)+ 32" (0)
n=1 n=2 el
- Z @ik + Z Z Qi xgn)(c) = Z a;x + Z a;.j Z l‘gn)

keC n=1jeT keC JeT  n=1
=z;(C)
= Y aip+ Y ai;zi(C)
keC jeT

Notantr;(C) = >, i la probabilité d’absorption par la claséeen une transition a partir de

I'état transitoirei, on a :
=) aiz;(C) = ri(C).
jer
Quitte a renuméroter les états si besoin on fdodte {1, 2,..., v} et on introduit les matrices :

Q=1[aij Jicije X(CO)=[21(C) -+ w(C)]" etRIC)=[n(C) -+ n(C)]".

Ona:

X(C) = (I-Q)'R(0).

Exemple 5.4.5.Barriéres absorbantes

1 0 0 0 0
On reprend I'exempl&.2.2en fixant des va- 23 0 1/3 0 0
leurs numériques pour les probabilités de A= 0 2/3 0 1/3 0
transition : o 0 2/3 0 1/3

0 0 0 0 1

Le spectre ded est{0,—2/3,2/3,1}, la valeur proprel étant double : il y a donc deux classes
récurrentes (théorémel3), les classe€’; = {1} etCy = {5} ; 'ensemble des états transitoires est
T = {2, 3, 4}. On peut vérifier ces résultats en appliquant le théoréme le calcul deA™, aisé,
guoique fastidieux (mais on peut utiliser Mathematica), donne

I
i) = Left =

o) = o3 =1, ol

| =
—
Wl o
SN—

A+ (=1)").
D’ou ;

oo
Z al") = Z ag") = +o0 : les états 1 et 5 sont récurrents ;
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o0

e, ¢]
2. E an g an
n=1 n=1

Calculons les probabilités d’absorption par les classes récurrentes. On a

7

[ee]
Z ay (n) ‘ les états 2, 3 et 4 sont transitoires.

l\.')\r—t

0 1/3 0 TAER
Q=1 2/3 o 1/3 ], d'ou (I—Q)—l:5 6 9 3
0 2/3 0 4 6 7

Par ailleurs :
R(C)=[2/3 0 0] et RGC)=[0 0 1/3]"

On en déduit immédiatement en appliquant la formule ci-dessus :

X(Cl):%[lzl 12 8]" et X(CQ):%[I 3 71"

1 0 0 0 0
On peut en déduire (mais ce résultat peut éga- 14/15 0 0 0 1/15
lement étre obtenu en passant a la limite dans A= | 12/15 0 0 0 3/15
Am) 8/15 0 0 0 7/15
0 0 0O 1

Calculons les probabilités de premier retour.
On applique le théorémel0.

1. Etats L et5:
- 1
Apa(s _1+Za113 —1+Z:s”:E pour  |s| < 1.

D'ou :
A11(s) - £
F _7 s"
1,1(s) All( z:: 1,1

Donc
f1(,11) =1 etfl(ﬁ) = 0 pourn > 2,
ce qui est assez évident. ..

fii= >y fl(fll) = 1, ce qui confirme, d’aprés la définitiotb, que I'état 1 est récurrent. Le
temps de récurrence moyen est (évidemmeng..; )= 1.
On a un résultat identique pour I'état 5.

2. Etats2et4:

1,2
Arals) =1+ 5(3)"s% = ——%  pour |s| <.
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D'ou :
25° 2\ k ok
F2,2(3) = 0_ 9242 = Z_:(§) s“",
Donc -
2k (2k—1) .
f2(,2):(§) etf22 —OpourkeN .

f30 =20ty 2(’;) = % ce qui confirme que I'état 2 est transitoire.
On a un résultat identique pour I'état 4.

3. Etat3:
2k Qk 1 3
As (s _1+Z 7 pour s| <3
9
D'ou: ,
4s
F33(s) = o
Donc

4 n
f§23) = — etf§,3) = 0 pourn # 2,

ce qui est assez évident. ..
fia=2me 3(’;) = 3, ce qui confirme que I'état 3 est transitoire.

Temps total de séjour dans chaque état transitoire

SoitN; ; le temps total de s€jour dans I'état transitgiren partant de I'état transitoige Posons :

r(k)_PNi.:k, m; ; = E(N; et M = (mij)i<ij<v-
i J J SRARSHVES

,J )

On a, en notank I'ensemble des états récurrentdetelui des états transitoires :

e Sii#£7j:
k k
T(]) - Z i, Tg,j)'
seT
Donc :
[o.¢]
mig = 3k =3k Sl = S S kel = oy
k=0 = seT seT seT
e Sii=7:
7“1(2) = 0,
1 0
TZ(,i) = Z aivs + Z aivs Ti,??’

sER S€T
- Zazsrm pourk > 2.

1,0
seT



5.4 — Classification des états

Donc:

D DI SYIED SRS SIS Iy
k=0 seER seT k=2 seT
D ais+ D e+ i Zkr
SER seT seT
, () , 1+1) 79
Z Qj,s + Z Qj,s Tsﬂ‘ + Z Qs Z( + )Ts,i
SER seT seT =1
(k
PITIED SUNCLED DY I RS S Zkr )
SER seT SET k=1 seT
h,_/
=Ms 4
=2 ais Z r
seT
=1
Z Qj,s + Z Qj,s + Z Q.5 Ms g
sER seT seT
=1
1+ Z Qs Mg, j-
seT
Ces résultats peuvent s’écrire matriciellemé&ht= I + Q M, ce qui donne :
M=(1-Q)"
Exemple 5.4.6.Barriéres absorbantes
1 7 31
On a vu dans I'exemplg.4.5 : M=(I-Q) "= =693
4 6 7

D'ou, par exemple E(N; ) = -

85
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Chapitre 6

Estimation

6.1 Introduction

Soit X une variable aléatoire dont la densité de probabjfiité, #) dépend d’'un parametfeapparte-

nant aR*.

Au vu d’'un échantillon deX il s’agit de déterminer au mieux la « vraie » valégrde 6. On peut

utiliser deux méthodes : R

— Estimation ponctuelle : on calcule une valeur vraisemblélued,.

— Estimation par intervalle : on cherche un intervalle dans lefgsk trouve avec une probabilité
élevée.

6.2 Estimation ponctuelle

6.2.1 Définitions
Soit X une variable aléatoire de densftér, 0), § appartenant a un intervalledeR.

Définition 46. Un n-échantillonde X est unn-uplet(Xi, Xa, ..., X, ) tel que lesX; ont la méme loi
queX et sont indépendantes.

Définition 47. Une réalisation de I'échantillorest un n-uplet(x;, zo,...,z,) ou lesz; sont des
nombres réels, résultats d’expériences.

Définition 48. Unestatistiquede I'échantillon est une variable aléatoiggX;, X, ..., X,) oUup est
une application d&R™ dansR.

Définition 49. Un estimateuiT de# est une statistique a valeurs dahs

1 : ] N
Exemple T,, = — E X} est un estimateur de I'espérance mathématique. de
n
k=1

Définition 50. Le biaisde I'estimateur estE(T) — 6p). S'il est nulT est unestimateur sans biais

Définition 51. L'estimateur eshsymptotiguement sans biais

lim E(Tn) = 90.

n—oo
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Définition 52. L’estimateur estonvergensi la suite(T,,) converge en probabilité ver, :

Ve > 0,B(| T — o > ¢) —— 0
n—oo

Théoreme 114.Un estimateur convergent est asymptotiquement sans biais. Pour qu’un estimateur
asymptotiguement sans biais soit convergent il suffit\Gae(T,,) —— 0.

n—oo

Définition 53. SoientT; et Ty deux estimateurs d& On dira queT; est plusefficaceque T si
E((T1 —60)%) < E((T2 — 6p)?).

SiT; etT, sont des estimateurs sans biais cette condition s'éWkitr(T;) < Var(Ts).

Définition 54. Une estimationest la valeur de I'estimateur correspondant a une réalisation de
I'échantillon.

6.2.2 Exemples fondamentaux

Soit X une variable aléatoire telle qi&X) = m et Var(X) = o2.

Estimation dem

= L 1 — . .
Théoreme 115.La moyenne empirique,, = — E X} est un estimateur sans biais et convergent
n

k=1
dem.
Ona
= 1 & _ 1 & o2
E(X,) = — E(Xg) = Xn) = — Xg) = — .
(Xn) - (Xi) =m et  Var(X,) - ZVar( k) i 0
k=1 k=1
Estimation de o en supposantm connu
Théoreme 116.Lorsquem est connu
o2 _ L - 2
k=1
est un estimateur sans biais et convergenttle
1. C’est un estimateur sans biais @:
9 1 n n 1
3 2 2 2 2 2
E(Sy) = nE(;Xk - 2mkz_:1xk +nm ) = ﬁ(n(a +m?) — 2m(nm) + nm?)

= 0'2.
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2. Par ailleurs, les variablgX; — m)? étant indépendantes :

Var(S) = o > Var((X - m)?) = (B(X—m)*) - B((X ~ m)*)?)
k=1

= Lu-m?) ot =E(X—EX)").

n
-2 .
DoncS”” est un estimateur convergent.
n

Estimation de o2 (i supposé inconnu)

En pratiquem est rarement connu exactement; on le remplace par un estimateur et on introduit la
variance empirique

n

_ 1 _
S, = = > (X = Xn)?

k=1

Théoréeme 117.La variance empiriquéTn2 est un estimateur biaisé d¢, asymptotiquement sans
biais ; il est convergent.

1. 5,2 est un estimateur biaisé d@ :

—9 1 i 7 = A2 1 - X
st = (; X2 — 2X,, ; Xy, + n(xn)Q) = kZ_l Xi.2 = (X,)?

EGH) = LY B - B((R02) = (n(m? + o) — (m?+ T
k=1
_ n — 102 2 2

2. On montre (c'est fastidieux.. .) :

— 1
Var(S,”) (114 — p2?) —— 0.

2 1
= —(pa = p27) = 5 (pa = 2027) + —5(na = 3p2") ~ —

=2 .
DoncS,,” est un estimateur convergent.

Théoréme 118.Un estimateur sans biais et convergentxdeest lavariance empirique corrigée

__ o 1 < _
Sh = — D (Xi = Xn)?
k=1

Puisqués’> = — 5 % ona:
n—1

E(S,") = ——EG,) = o 2

n—1

et Var(QQ) =( 1)2Var(§2) — 0.

n — n—oo

Remarque : on ne saurait déduire de ce théorémé&gest un estimateur sans biaissle
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Cas particulier de la loi normale

On suppose dans ce paragraphe Xjseit la loi normale\ (m, o).

. < 1 . . . .
On sait queX,, = — Zxk suit la loi normaleN (m, i) ; c'est donc un estimateur sans biais et
n

= vn
convergent den.
Les résultats obtenus au paragraphe précédent pour I'estimatiohstat encore valables ; on peut
préciser en outre :

=2 2(n—1
Var(Sn ) = (72),[,L22.
n
1. Calcul depy.
2
. ) exp(_(xfn;) )
= E((X=—m)F :/ r—mkF— 200 gy
pe = B(X=m)) = [ (o)t
9] D) k
= / (U\f;)e“Q (ov/2 du) en posant: = m + uc/2
-0 O s
= 0 sik estimpair.
Si k est pair :
2 +1 2
H2p = 2o /OO uPe " du = 2o /OO u?e™ du
ﬁ —00 ﬁ 0
2P 2P /OO 1
= vP72e7" dv en posant. = /v,
VT Jo
2P 2P 1 (2p)!
= 7]:‘ — = p.
et =50
2. LorsqueX suit la loi normaleN (m, o) on apus = o2 ety = 30* = 322, En reportant :
=2 1 o 2 o 1 o 2(n—1)
Var(Sn) = —(pa = p2”) = —5(pa = 2027) + 5 (pa = 3p2%) = —5—p2”.
Théoréme 119.Soit (X1, Xa, ..., X,) un échantillon d’'une variable normale réduite(X,,)? suit

une loi duy? a un degré de liberté.
X1+ Xa + -+ Xy

— 2
Ona:n(X,)? = ( ) . Or lesX,, suivent la loi normale réduite et sont indépen-

vn
, 1 < , : o
dantes ; donc leur somme suit la J8i(0, /n) et 7 Z X} suit la loi normale réduite.
n
k=1
Théoréme 120 (FSHER). Soit(Xi, Xs,. .., X,) un échantillon d’'une variable normale réduite ; les

variables aléatoires
n
N N =2 =2
VX, et Y (X =X,)?=nS," = (n-1)S
k=1



6.2 — Estimation ponctuelle 91

sont indépendantes et suivent respectivement la loi normale réduite et la{dia@gn — 1) degrés
de liberté.

1. Montrons quex,, ety 7_, (Xx — X,,)? sontindépendantes.

Ona
1 1 1
— - - _ _ n n n
Xn X1 n-1 1 1
- n n n
X1 — X, Xo
=a ou: a= 1 n-d
_1
Xn - Xn L Xn . n
- - _1 _1 n=1
n n n
Le vecteur aléatoirg X; X Xn ]T est gaussien de |9V (0, ) ; d’aprés le corollairé
levecteur] X, X;—X, ... X, =X, ]T est également gaussien, deAd(0, a a™). Or :
L0 o ... 0
—1 1 1
0 =% —-a “u
aa” =] 0 -1
_1
n
1 1 —1
0 -5 “n n
La variable aléatoir¥,, estindépendante du vecteur aléatdig; — X,, Xo — X, ... X, —X, |

elle est donc indépendante B&l,_, (X — X;,)2.

2. On sait queX,, suit la loi normaleN (0, 1/1/n). Donc+/n X,, suit la loi normale réduite.

3. Montrons que:S,” = w1 (Xi, — X,,)? suitla loi dux? a(n — 1) degrés de liberté.
[ X=Xy Xo=Xp oo Xo=X, |T=0[ X1 %o ... X, ]"
=Y =X

ou b est la matrice obtenue en supprimant la premiére ligne de

b est symétrique : il existe une matrice orthogonalkelle queb = v du” ol d est la matrice

diagonale des valeurs propresid®©r celles-ci sont :

e la valeur propre simple égalefadont le sous-espace propre associé a pour équation
Ty =+ =1Tn;

e la valeur propre d’ordrén — 1) égale al dont le sous-espace propre a pour équatiph-

En ordonnant convenablement la base de vecteurs propres on peut choisir :

1 0 ... 0
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Ona:Y =bX=udu’ Xet
S Xk =X)? =YY =XTud y’ ydu” X = (u" X)"d(u”X).
k=1 =7

Or le vecteur aléatoirg = u” X est gaussien de I8V (0, u” I ). Donc
N——
=I

n

n—1
> Xn=Xp)?=2"dz=> 7}
=1

k=1

suit la loi du khi-deux dn — 1) degrés de liberté.

On en déduit immédiatement que(Xi, X», . . ., X,,) est un échantillon d’'une variable normale de loi
N (m, o) la variable aléatoire

(n—1)S°

1 < — A
3> = Xp)? =
k=1

g

suit la loi dux? a(n — 1) degrés de liberté.
—m

On pose Yy, = - Les variablesr;, sont indépendantes et suivent la loi normale réduite. De

O- E— E—
X = oYy, + m on déduit immédiatemerq,, = oY,, + m; donc

1 n o n o
2D (= X)? =D (Vi = Ya)?
k=1 k=1

suit la loi du khi-deux &n — 1) degrés de liberté.

6.2.3 Maximum de vraisemblance

La méthode dunaximum de vraisemblan@®nsiste a choisir comme estimateurs des paramétres
inconnus les valeurs qui rendent maximum la probabilité d’avoir obtenu I'échantillon XSaite

variable aléatoire dont la densiféz, #) dépend d’un paraméte = (6;, 6,..., 0;) € © C RF
et soit(xy, x9,..., z,) une réalisation de I'échantilldX;, Xo,..., X,); lavraisemblancest la
fonction

Dans le cas d’une loi discrete c’est la fonction
0 — L(0) = p(x1,0)p(x2,0) - - p(wp,0)

oup(x,d) =P(X = x). R
Un estimateur du maximum de vraisemblafogrifie donc

Vo €O, £(0) < L£(B).
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Remarques
1. Un estimateur du maximum de vraisemblance, s’il existe, n’est pas nécessairement unique.
2. Un estimateur du maximum de vraisemblance peut étre biaisé.

Lorsquef > 0 il est équivalent, et généralement plus facile, de chercher le maximdn(ﬂ@?)).

Si £ n’est pas différentiable la recherche du maximum peut étre délicate ; cependant il est fréquent
gue I'on puisse appliquer le théoréme suivant.

af o

Théoréeme 121.Sif > O et si 20 et 202 sont continues I'estimateur du maximum de vraisem-
blance vérifie

1. leséquations de vraisemblance

Vie{l,2,..., k), Zo2

PInLl ~

90, 00, (9) est

2. la condition suffisante de maximum : la matrice hessiennka de ( ) r
1<i,j<

définie négative.
Dans le cas ou le parametteest scalaire les conditions s’écrivent simplement

dn L) ~ P(InL) ~
do (6) =0, W(e)

< 0.

6.3 Estimation par intervalle

6.3.1 Définitions

Définition 55. SoitX une variable aléatoire dont la loi dépend d’'un paramétre

T, et T, étant deux statistiques définies surnséchantillon dex on dit que l'intervalle[T;, To] est
unintervalle de confiancau niveaux pour 6 si :

P(Tl S 9 S T2> = .

La probabilité d’erreur, c’'est-a-dire quene se trouve pas dans l'intervall&;, To], est égale a
(1—a).

I . 1-— : _
Définition 56. SiP(# < T1) =P(6 > Tq) = 5 < on dit que lintervalle[Ty, T2] estsymétrique

en probabilité
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6.3.2 Exemples fondamentaux

Estimation de m pour la loi normale N (m,c) aveco connu

Théoreme 122.Lorsques est connu un intervalle p(x)
de confiance au niveaw dem est
- g g
Xn — U2%1 XTL — u1ﬁ :|
«
oUwu; etuy verifient®(uz) — ®(u1) = « (voir table
a la pagel50). o 5 +

Un estimateur ponctuel de estX,, qui suit la loi normaleN (m, \if)' On cherche l'intervalle de
n

confiance sous la formeX,, — a, X,, + b |. On veut obtenir :

a = PX,—a<m<X,+b)=P(-b<X,-m<a)
P —b\/ﬁgxn—mga\/ﬁ):
o o/v/n o o o

ou @ représente la fonction de répartition de la loi normale réduite. On chgisitus tels que

O (ug) — @(u1) =

De
= Uy et _b\/ﬁ =

ag (o2
on déduit un intervalle de confiance au niveau

Ul

— g

— g
Xn — u2ﬁ’ Xn — ulﬁ

Notonsz, le fractile d'ordrea de la loi normale réduite, c’est-a-dire le nombre qui vérifie :
D(z) = .
L'intervalle de confiance symétrique en probabilité au nivealem est :

JE— o —
Exemple : puisquey 975 = 1.96 l'intervalle de confiance de: au niveau 95%, symétrique en proba-
bilité, est

[xﬁ- 1.96-. %, + 1.96% ]

vn vn
ce qui signifie que sur un grand nombre d’expériences cet intervalle contiendra effective tens
95% des cas en moyenne.
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Estimation de m pour la loi normale N (m, o) aveco inconnu

Théoréme 123.Lorsques estinconnu un intervalle fr(t)
de confiance au niveau dem est

— S S

X, — us 2oy Xy }
ouuy etug vérifientP(u; < T < ug) = «, T SUI- o
vant la loi deSTUDENT a (n — 1) degrés de liberté ¢
(voir table a la pagel54). ur U2

. = =2 N

On estimer parS/, tel queS,,” = —— Z (X1, — X,,)2. On veut obtenir :

a—wxn—agmsxnm—P(—bsm—mm)—m‘m<X"‘m<“f‘)

N S, T SL/vm T

“Gom Ve S Y
S/ a/f 2 n-1

Alors, d’apres le théorem&20 (page90), U = = Z X;, — X,,)? suit la loi duy? & (n — 1) degrés

Posons

k=
de liberté. DoncT suit la loi de SUDENT a(n — 1) degres de liberté (voir 8.6.7, page60).

On détermine dans la table (paf®4) les valeurs de:; etus telles que P(u; < T < wg) = a.
L'intervalle de confiance est alors :
S, v S,

Xy — Ug—20 X, — ug —=
Y2 “m

Notonst,_ . le fractile d’'ordrea de la loi de SUDENT a (n — 1) degrés de liberté, c’'est-a-dire le
nombre qui vérifie
FT(tnfl,a) = Q,

ou T suit la loi de SUDENT a(n — 1) degrés de liberté.
L'intervalle de confiance symétrique en probabilité au nivealem est :

- Sy v Sy
[X”_tn 1 1+a%’xn+tn71,l%"‘ﬁ}'

Exemple : poum = 10, avec un niveau de confiance de 95% et un intervalle symétrique on obtient

I'intervalle
S S
[x 226\F,X +226\F]

Remarque : l'intervalle de confiance est plus grand que celui obtenu lorsqu’on cennait
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Estimation de o2 pour la loi normale N (m, o) avecm connu

Théoréme 124.Lorsquem est connu un intervalle frz (u)
de confiance au niveaudeo? est

n

[ ui i(xk —m)* u11 > (X —m)? ]

2

k=1 k=1
ou u; etug VérifientP(u; < X% < ug) = a, X% a

suivant la loi du khi-deux @& degrés de liberté (voir u
table a la pagel52). 0 uy U2

. - Xp — N o (X —m?
Si Xy, suitlaloi normaleV (m, o) alors £~ suitla loi normale réduite etdong = E < K m)
g g
k=1
suit la loi dux? an degrés de liberté. On cherche dans les tables (pagdes valeurs de:; etus
telles que

P(u; < X% < ug) = a.

De

on déduit I'intervalle de confiance au niveapouros? :

n

[ ;Z(Xk —m)* ui > (X —m)? }

k=1 k=1

En pratique on choisira généralement un intervalle symétrique en probabilité c’est-a-dire tel que

l—«o

2

l—«o

et P(x2 >up) = 5

P(X% <uy) =

En notantu,, ,, le fractile d’ordrecx de la loi du khi-deux & degrés de liberté, c’est-a-dire le nombre
qui vérifie

E

X2 (un,a) =,
I'intervalle de confiance symétrique en probabilité au niveale o est :
n n

[ull Z(Xk—m)g’ul Z(Xk_m)Q]'

1—
n5 k=1 n5E k=1
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Estimation de o2 pour la loi normale A (m, o) avecm inconnu

Théoreme 125.Lorsquem est inconnu un inter-
valle de confiance au niveaudeo? est

n n

1 Y \2 1 Y \2
k=1 k=1
oUu; etuy vérifientP(u; < Xifl <wug) = «q, X%fl
suivant la loi du khi-deux & — 1) degrés de liberté
(voir table a la pagel52).

frz (u)

0 Uy U2

n o\ 2
. - R L : . X — Xy .
On estimem parX,,. D’apres le théorem&20 (page90) la variable aIeatowi (’“) suit
g

la loi du khi-deux &n — 1) degrés de liberté.

k=1

Par le méme raisonnement qu'au paragraphe précédent on obtient l'intervalle de confiance au niveau

a poura?.

L'intervalle de confiance au niveaudeo? symétrique en probabilité est :

n

By

n_17T k=1

(X~ K S~ %) | = | ,
n=L5% k=1

=2
7
S }
l—«
» T2

(n— 1S, (n—1)

u

n—1

n_171-92—a Uu

Remarque : un intervalle de confiance pour I'écart-typest obtenu a partir de celui de la variance

en prenant les racines carrées des bornes.

6.4 Estimation d’une proportion

Dans la population étudiée la proportion d’individus ayant une certaine propriété est pgaiaiX
le nombre d’individus d’un échantillon de tailleayant la propriété.

6.4.1 Estimation ponctuelle

Théoreme 126.Un estimateur sans biais et convergentpdest :

X

T="2.

n

Le nombreX d’individus de I'échantillon ayant la propriété suit la loi binomi#én, p). On a:

6.4.2 Estimation par intervalle

1
et Var(T)= — Var(X) =
n

p(1—p) 0.

n n—00

On ne sait pas déterminer exactement un intervalle de confiance. On utilise des solutions approchées.
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Echantillon de grande taille

Lorsquen est grand ep voisin de0, 5 on peut approcher la loi binomiale par une loi normale (voir le
théoremed6).

Théoreme 127.Un intervalle de confiancepprochésymétrique en probabilité, deau niveaur est

1— _
T_ZHM/IL4ILT+ZHM/194I2}
2 n 2 n

(On rappelle que,, représente le fractile d'ordre de la loi normale réduite.)

X—np
Vnp(1—p) /P 1p

[ T—a, T+b] estunintervalle de confiance fleau niveauy si

< \/Tp \/ p(1—p) \/ alnp))
(=)o)

n n

En choisissant un intervalle symétrique en probabilité on détermteeque2®(u) — 1 = «, c’est-
a-direu = z1+. ; Oon doit avoir
2

suit approximativement la loi normale réduitg0, 1).

a = P(T—a<p<T+b) =

p(l—p)

n

a=b=u

Puisquep est inconnu on n'a pasetb. ..
On obtient un intervalle de confianegprochéen remplacanp par I'estimateurT :

T—zmﬂua-r—i-zmﬂu}.
2 n 2 n

Théoreme 128.Un intervalle de confiancepprochésymétrique en probabilité, deau niveaur est

2 2 2

1 u u u2 1 U U i
- (r+ oY ra-T —),7<T M Ta-T 7)
[14.33( o vn ( )+4n 1+% +2n+\/ﬁ ( )+4n }

oy = Zita.
2

Cette approximation de I'intervalle de confiance est meilleure que celle fournie par le théoréeme pré-
cédent.
Ona:

T-— 1—
u<— 2 cu s (T—p)2<u2u
p(1—p) n

n
2 u? 2
& p(1+;)—2p(T—|—2 )+ T2 <0.

p doit donc étre compris entre les racines du trinéme du second degré. On vérifie aisément que ce
trinbme a deux racines réelles appartenant a I'intery@llé]. D’ou I'intervalle de confiance indiqué.
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Echantillon de petite taille

Lorsquen est faible la solution analytique est délicate : on utilise des abaques. .. ou un logiciel spé-
cialisé.

6.5 Comparaison de moyennes et de variances

Soient(Xy, Xa,..., X,,) un échantillon d’'une population suivant la loi normal§m;, o) et

(Y1, Ya,..., Yy,) un échantillon d’'une population suivant la loi normal&ms, o) ; ces deux
échantillons sont supposés indépendants. Nous souhaitons comparer les moyeraies;, et les
variancesg? eto,?, a l'aide de ces échantillons. Pour cela nous allons construire des intervalles de
confiance poum; — ms et poura;?/a92.

6.5.1 Intervalle de confiance de la différence de deux moyennes

Posons :

o 1 _ 1 _
X=—>3"X, Y==3'Y, e D=X-VY.

Théoréme 129.D est un estimateur sans biais ¢&; — ms).

X suit la loi normaleN (my, o1/,/n7) ety suit la loi normaleN (ma, o2/\/n2); elles sontindépen-
dantes. D’apreés les théorénteset 65 D suit donc la loi normaléV'(my —ma, \/o12/n1 + 092 /n2).

Théoréme 130.Si o; et oo sont connusin inter- p(x)
valle de confiance den; — mg) au niveaux est

2 2 2 2
{D—uz 2—}-02,D—u1 g_'_&} o
niy ny ni no
oUu; etug vérifient®(ug) — ®(uy) = a. z
U1 U2
Un intervalle de confiance den, — ms) au niveauxest| D —a, D+b | si:
a = PD—a<mi—me<D+b)=P(-b<D-—(m —msg) <a)
—b a
= P <D< ") = B(up) — D(w)
ag (o} ag (o}
T TS
ou I'on a posé
a —-b
W2 = = et = 2 7
a (e} a g
o e

On en déduit I'intervalle de confiance annoncé.
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On choisit généralement un intervalle symétrique en probabilité :

2 2 2 2
01 02 01 02
D—zitay/— + 1D+ 2140 74-7}
2 ni n2 2 ni na

Théoréme 131.Si o1 et o9 sont inconnus mais
égauxun intervalle de confiance den; — m9) au
niveauo est Fr(t)

1 1
D*UQS ,D—uls — + —
2 ny

ouuy etug vérifientP(u; < T < ug) = o, T SUI-
vant la loi deSTUDENT & (n; + ng — 2) degrés de

liberté (voir table a la pagd 54) et @ .
1 n1 5 n9 5 u1 0 U2
© oL (S x-X 3 V).
(0 o 6)

L'hypothése d'égalité des variances peut étre vérifiée en appliquant le thébg&me
On pourrait remplacer; etos par les estimateurs, etS, définis par :

ni

1 _
512=n1_12(xi—x)2 et _n2_1z

i=1 =1

Mais il est préférable d’utiliser un estimateur basé sur la réunion des deux échantillons. D’apreés le

MoX.
théoréme de BHER (th. 120page90) U, = E ( :
o1

i=1

X) suit la loi du khi-deux dn; — 1) degrés

ng L N7 2
de liberté ety = Z(YJ Y) suit la loi du khi-deux gnge — 1) degrés de liberté ; de plus ces

j=1
deux variables sont indépendantes : d'aprés le théoBme = U; + U, suit la loi du khi-deux a
(n1 + ny — 2) degrés de liberté. En posant = o5 = o on obtient :

02

ni

B(U) = m+m - 2= 5B(3 (6 - %)+ 3 (¥, - V)?).

i=1 j=1

Un estimateur sans biais @€ est donc :

1 = A2 2 (n1 — 1)S1% + (ng — 1)S5?
2o X; — X Y, -Y)) =
> n1+n2—2(z( ) Z( )) ny +no — 2
On remplace I'écart-type de, 01/ ,parS —+—
a=PD—-a<m;—me<D+b)= ( _(ml_mQ)g ¢ )
L L 7_|_L S L_FL
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On pose :

T_D—(ml—mg)_D—(ml—mg)/ [s2
o 1 T 1 1 o2
Sv/ar T g O\ T g

. D—(my—m . . L 3 . S2 U
Le numérateur (m 2) suit la loi normale réduite. Au denommateuron—?: _—
o ny +no — 2

1 1

Oy~ + —

ni no

ou U suit la loi du khi-deux &n; + na — 2) degrés de liberté ; donc, par définitiohsuit la loi de
STUDENT a(n; + ns — 2) degrés de liberté.

En choisissant;; etus tels queP(u; < T < ug) = « on obtient I'intervalle de confiance annoncé.

On choisit généralement un intervalle symétrique en probabilité :

1 1 1 1
14aSy/ — 4+ — D+ ¢ 1+a S —+—].
2 2

[D—t
ny no ni n2

ni+ngz—2, ni+n2—2,

Lorsqueo; et oy sont inconnus, non nécessairement égaux, on utilise I'une desndé&tinodes ap-
prochéesuivantes.

Théoréme 132.Si les échantillons ont des tailles im-
portantes et égales{ = n2 = n > 30) un intervalle
de confiancepprochéle (m; — ms2) au niveaux est

[0~ 2257520 2 /557 o

oUu; etug Vérifient®(uy) — ®(u;) = a etou

1 & “
2 _ 2
Si _nl_l;(xl X)
= (VA1 U
et
2 1 .- va
S, :m_l;(vj—v).

D — (mp —mg)

Il suffit de remarquer que la variable aléato suit sensiblement la loi normale
15512 +S22/\/n
réduite.

Lintervalle de confiancepproche symétrique en probabilité, dex; — m2) au niveau est

[D—Zlga\/lﬁ\/ S12 4+ 552 D+Z1§¢1\/15\/512+S22]
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Théoréme 133 (Méthode de VELCH). Un intervalle
de confiancepprochéle (m; — ms2) au niveaux est

2 fr(t)
1 2
R + R
ny
oUwu; etuy VérifientP(u; < T < ug) = «, la variable
aléatoireT suivant la loi deSTUDENT avec un nombre
v de degrés de liberté estimé a partir des échantillons :
[0
512 522 2 t
(7 + 7) ur  Q Uz
_ n n2 .
T Syt

+
ni(n —1)  nj(nz —1)

Ce résultat est admis.

Lintervalle de confiancapproché symétrique en probabilité, de»; — mo) au niveaux fourni par
la méthode de WLCH est :

S Sy? S S
[D_t,,m i-i- 1D+tl,1+7a i—i-i}
> 2 ny n9 ’2 ny n9g

6.5.2 Intervalle de confiance du rapport de deux variances

Théoréme 134.Un intervalle de confiance au ni- Fry—1my—1(2)
veaua deo;? /092 est

[ 1 51 1 Sl ]
L) 52 Ul Sg
ol uy et uy sont donnés par la loi dd-ISHER-
SNEDECORF(n; — 1, ng — 1) :

Froi—1me—1(u2) — Fpy—1ng—1(u1) = a.

(Voir les tables pagé55et suivantes.) 0 w1 U2

On a vu au paragraphe précédent gue= Z( X) etUs = Z(Y — Y>2 suivent les lois

02

du khi-deux &n; — 1) et(ny — 1) degrés de Ilberte respectivement et sont indépendantes.
On pose :

ni

Uy n1—1 QZX —X)?

nl—l

S _ B 512/522.
N U2 N "2 N 0'12/0'22

ng—l n2_1 ZZ
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Par définition (voir §3.6.8 Z suit la loi de FSHER-SNEDECORF(n; — 1, ny — 1). On cherche: et
b tels que :

[\

g
o = P(a S 0_7;2 S b) - ]P)('U/l S YA S UQ) - FrLl—l,’rLg—l(uQ) - Frn—l,ng—l(“l)

ou I'on a posé

S$12/Sy? S$12/Sy?

_S17/Ss et uy— 2L /52
b a

L'intervalle de confiance indiqué s’en déduit immédiatement.

U1

On notef;, .« le fractile d’ordrex de la loi de FSHER-SNEDECORF (n, m). On obtient un intervalle
symétrique en probabilité en choisissant= foncimy1ze U2 = £, e

1 S,2 1 S,2 }

[— c 2’ c 2
fn1—1,n2—1,1+T”‘ 52 fnl—l,nz—l,lfT‘x 52

6.6 Meéthode du « Bootstrap »

A partir d'un échantillonX = (X, Xo,..., X,) on détermine un estimateur ponctu€K) d’'un
parametred. Sauf dans quelques cas particulieréX) = X,, par exemple) le calcul de la variance
n'est pas aisé, ce qui rend problématique la détermination d’intervalles de confianée pour

En 1979 ERON [13] a développé une méthode s’appuyant sur des concepts simples permettant, a

partir d’'une réalisatioiz, xo, ..., x,) de 'échantillon, d’'obtenir une estimation de la variance de
s(X) et un intervalle de confiance potr

On considére que laréalisation de I'échantilien, xo, ..., z,) estreprésentative de la population et
on tire parmi lescy,, au hasard etvec remisgun échantillon « bootstrapé$ = (X7, X3,..., X¥);

en pratique on tires nombres au hasard entre 1reét on associe au nombre tikda valeurz;,. Sur
cet échantillon « bootstrapé » on peut calculer un estimatedit) par le méme algorithme que celui
qui donnes(X).

On répeéte le tirage un « grand » nombre de f8isce qui donne une population de valeurss(e*)

82{81, 82y .0 uy SB}

gue I'on peut représenter par un histogramme. Sur cette population on peut calculer une estimation
de la moyenne et de I'écart-type :

B

1 1 2
S:B;Sk, ﬁZ(Sk—S).

k=1

La populationS peut étre triée par valeurs croissantes ce qui permet de déterminer un intervalle de
confiance en gardant une certaine proportion des valeurs « centrales ». Par exdinglel 800 et
si les valeurs triées d€ sonta; < as < az < --- < ajggo, I'intervalle de confiance a 95% est

[ aas, agrs .
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Chapitre 7

Tests

7.1 Introduction

Un test d’hypothése a pour but d’effectuer un choix entre deux hypothéses statistiques portant sur les
caractéristiques d’'une population. Ces caractéristiques peuvent dépendre, ou non, de parametres :

— tests paramétriques : comparaison de moyennes. . .

— tests non paramétriques : tests d’adéquatidrpéar exemple). ...

Les deux hypothéses ne jouent pas des roles symétriques. L'une des deux est supposeioraie
et est soumise au test : c’est I'hypothése « nulle », nHigd’hypothése alternative est notég . Le
test pourra conduire a rejetéfy ou a ne pas la rejeter; il ne peut pas permettre de conclurélgue
est vraie, mais seulement d’affirmer gu’il n'y a pas de raison de la rejeter.

Exemple : test d'un lot de pieces recues d’un fournisseur. L'hypothéseykst de considérer que
le lot est bon; le rejet a tort d, est plus grave que celui dé,.

Il existe deux types d’erreurs de décision :

— rejet a tort de I'hypotheése nulléP(rejeterH, | Hp) est le risque de premiére espéce,

— acceptation a tort de I'hypothése null®(rejeterH, | H;) est le risque de deuxieme espece.

L'idéal serait de réduire ces deux risques au minimum (et méme de les annuler...); ce n'est pas
possible car, pour diminuer le risque de premiére espéce, il faut éviter de féjetms qui augmente

le risque de deuxieme espece. Le risque de premiere espece est considéré comme le plus important :
on va le limiter a un seuil et on va alors tenter de minimiser le risque de deuxiéme espéce.

La puissance du tesst1 — P(rejeterH; | Hy) = P(rejeterHy | Hy).

7.2 Tests paramétriques

La variable aléatoir¥X a pour densité de probabilifgz, ) ou le paramétré appartient & une partte
deR. Le test est basé sur une statistique disé@chantillon deX ; on acceptdd si p(X1, Xa, ..., Xy)
appartient & une partid deR et on la rejette sinon A est larégion d’acceptatiordu test efR \ A
est larégion critiqueourégion de rejetLa définition du test consiste a choisir la région de rejet.

Nous allons développer quelques exemples.
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7.2.1 Test de la moyenne pour une loi normales(connu)

Supposons quX suit la loi normale\V (6, o) ou o est connu.

Hypothéses simples

Nous choisisson® = {6y, 6, } avech, < 6, et:
Hy: 0 =0, Hy:0=04.

Or § est I'espérance mathématiqueXe on peut I'estimer paX,, = %2221 Xi. Puisquedy < 6
on choisit comme région de rejet +oo[, c’est-a-dire que la région d’acceptation dst=| — oo, .
Représentons la densité de probabilitéXdg qui suit la loi normaleN (0, o/+/n) sous les deux
hypothésedi, et H;.

0 Qy‘ c !
Risque de deuxiéme espece Risque de premiere espece

Déterminons:; on limite le risque de premiéere espéce au seuil

PX,>c|0=10) <a
et on cherche a minimiser le risque de deuxiéme espéce
P(X, <cl|f=0).

On cherche donctel que

szcw:eo):l—cb(z/‘jg)ga

Yo(c)
et

~ C — 91 ..
PX,<cl|O0=20 :<I>< )estmlnlmum.
( n C‘ 1) o \/ﬁ
N———
Y1(c)
La fonctione; étant croissante, on choisite plus petit possible vérifiant I'inégalité.
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Or la fonctiony, est décroissante ; donc on choisit ()
tel quel <I>(C_ 90) soit
— = q, :
a o/\/n
g
c=10 2]lq—m—"
Le risque de deuxiéme espéce est alors : Z - ad
11—«

P(X, <c|0=06)= @(Z?\f%) - CD(zl_a - 6;/_\/%)).

La puissance du test est d’autant plus grande que ce risque est plus petit et donc

— qued, — g est grand (valeurs testées nettement distinctes),
— quen est grand (échantillon de taille importante).

Application numériquety = 1,6, = 2,0 = 1,n = 20, a = 0, 05.
Onaz_, = 1,645 etc =1,368; la puissance du test est égale & 0,998.
Si on choisit un seuilv = 0,01 on obtientc = 1, 52 et la puissance du test est égale a 0,984.

Dans cet exemple les hypothéses simiples c’est-a-dire correspondent a une seule valeur du para-
meétre ; sinon I'’hypothése esbmposite

Une hypothése composite

Onremarque que la valeur d&rouvée ci-dessus ne dépend padden peut donc choisi® = [0y, +oo],
prendre pour hypothéses

Hy: 0 =0, Hy:60> 0 (test unilatéral)

et décider de rejetdil si X,, > colc = 0y + P

Vn
Le risque de premiére espéBeX,, > c | Hy) est encore égal a.
Le risque de deuxieme espece est une fonctiof:de

P(X, < c|Hy) = @(5/_\/9 = @(zl,a - Z/_\/eg)

La courbe d’efficacité du test est le graphe de la fonction

L(9) = P(ne pas rejetef] | 0 fix¢) = P(X,, < c | 0 fixé) = @(C?/Q)
o n
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n=2
n=4
n=

n =16
n =32
n =64

0o O+ o0

Deux hypothéses composites
On choisit® = R, on prend pour hypothéses

Hy: 6 <0, Hy:60> 0 (test unilatéral)
et on décide de rejetdi, si X,, > c. Déterminons:..

Le risque de premiere espéce doit étre inférieur au segilel que soit) inférieur ou égal & :

. _ c—0
< > = > < =1— — ) < a.
V0 < 0o, P(X, > ¢ | Ho) = P(X, > ¢ | 0 < ) = 1 @(U/\/ﬁ)_a
—_———
0(0)

La fonctiond — (@) étant croissante il faut et il suffit que I'inégalité soit vérifiée lorsque 0 ;
doncc doit vérifier

() <o
)

Le risque de deuxiéme espéce

P(><n<cye>90):<1><;_\/%)

est une fonction croissante deil est minimum lorsque est minimum.
Puisquer — 1 (c) est une fonction décroissante, on chaigi¢l quey(c) = a ce qui donne encore :

g
c=00+z1—a—=

vn

Onaalors: g

c—
o/\/n

00—9)'

L(Q):P(Tn<c\9fixé):®< T

) - (I)(zl_a +

D’ou la courbe d’efficacité :
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L(#)
1 ——w e N =2
11—« Sy _
e — - ned
\‘\\.,\\ \\\\ ........ n—
\\ “‘.\ \\\ _
W b N S~ we n=16
NN L — - n=32
\ vt AN RSN n = 64
L\ N .
\ AN S
\ N
Y AN
\ N -
\\ \\\ . T~
‘\_ \\\ .......... ~ _ __ 0
0 0o 0o+ o

On constate que le test est d’autant plus efficacengest grand. .. ce qui n’est pas surprenant.

7.2.2 Test de la moyenne pour une loi normales(inconnu)

Lorsquec est inconnu on le remplace par I'estimat&(jr La statistique de te

5)2"1/7\;;, qui suivait

_ _ . Xp—0 : . .
la loi normale réduite, est alors remplacée Eﬁv qui suit la loi de SUDENT & (n — 1) degrés
n
n

de liberté (voir la démonstration du théoréfri&).

Par les mémes raisonnements que ceux du para-
graphe7.2.1on décide de rejeter I'hnypothése nulle
Hg si

— S
Xn Z (90 + tn—l,l—ai

NG

OUt,—1,1—o estle fractile d'ordrg1 — «) de la loi

fr(t)

de STUDENT a(n — 1) degrés de liberté.

7.2.3 Test de 'écart-type pour une loi normale {» inconnue)

Supposons quX suit la loi normale\ (m, #) oum est inconnue.

Test bilatéral (une hypothése composite)

Nous choisisson® = R et

Hy: 60 =0, Hy:0+#06.

La statistique de test esTf, estimateur sans biais de la variance.

(n—1)S°

tn—l,l—a

/
SousH) la variable aléatoire————"— suit la loi du khi-deux §n — 1) degrés de liberté (voir

0%
théoremel 20).
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T2 <2

On rejetteHy Si QLQ < l; < 1ousi 9—”2 > [y > 1. En partageant équitablement le risque de

" . 0 0
premiere espece entre les deux cas on aura

1@(5'”2 < zl) - IP’(W <(n— 1)51) - % doily = s,

9(2] 0(2) n—1
et ) )
Sy (n—1)S,, a . Up—1,1-2
P(L>z):1@(7n> —1z):f, dotily = 2.
98 2 9(2) (n ) 2 9 2 n—1
. . f)(?l_l (u)
On rejette dondd si
S—,z Up—1,2 9(2)
" n—1
ou 2 2
S/ 2 n—1,1-% 90
n
n—1 u
0 Un-1,¢% Un-1,1-¢
Test unilatéral (deux hypothéses composites)
Nous choisisson® = R et S, (W)
Hy: 6 <0, Hq: 0> 0.
Par le méme raisonnement que ci-dessus on rejette
Hy si @
STQ Un—1,1-« 6(2) )
n n—1 u
0 unfl,lfa

7.2.4 Comparaison de proportions

Les populations A et B contiennent des proportipaset p, d’éléments d'un certain type (piéces
défectueuses par exemple). On tire de A et B des échantillons de taili&t3s:, respectivement : on
obtientX (resp.Y) éléments de type cherché dans A (resp. B). On veut savpiretip, peuvent étre
considérées comme égales ; on choisit donc :

Hy : p1=po et Hy : p1 # pa.

Les variablesX et Y suivent respectivement les lois binomialBén,p;) et B(na, p2). On sup-
pose quen; etns sont assez grands pour que I'on puisse approcher les lois binomiales par des lois
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normales; alor¥X/n; etY /nsy suivent respectivement les lois normal€s$p;, /p1(1 — p1)/n1) et

N (p2, v/p2(1 — p2)/n2).

La statistique de test

-X_Y
ni no

suit alors la loi normaleV (py — pa, v/p1(1 — p1)/n1 + p2(1 — p2)/n2).
SousHy, en notanp = p; = po, T suit la loi normaleN (0, /p(1 — p)(1/n1 + 1/n2)).

On estimep parP = (X+Y)/(n1+n2) eton rejette (@)
Hy Si

|| > 21_3\/]3(1 — P)(i + i)

ni na

[N]ls)
(S}

ouz;_q estle fractile d'ordreg1 — ) de la loi nor-
male réduite. —21 g Z1—

w2

7.2.5 Comparaison de deux moyennes (observations appariées)

SoientX; etY; les résultats de deux mesures sur une méme urdtd1, 2,..., n} (ou sur deux
unités appariées); par exempfe et Y; sont les notes obtenues par un méme étudiant dans deux
matieres. On suppose que les variablegresp.Y;) suivent la méme loi normal&/(m1, 01) (resp.

N (ms, 02)) et que ces variables sont indépendantes.

On choisit :

Hy : m1 = mgy et Hy : m #mg.

SousH les variableD; = X; —Y; suivent la loi normaleV (0, \/o? + 03) et sont indépendantes.
On pose :

n

= 1 =2 1 =9
D=- D; et re = D, — D)=

- D : : X ] G . .
La statistique de tessivi suit laloi de SUDENT a(n— 1) degrés de liberté (voir la démonstration
n
du théoremée 23).

n

Avec un risque égal & on rejette dond si fr®)
_ S/

D[ > tn—l,l—%%

ou tn—1,1-2 représente le fractile d'ordre— £ de

[N}
[N]]e)

la loi de STUDENT & (n — 1) degrés de liberté.
—tn-11-¢ 0 tp-11-2
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7.2.6 Comparaison de plusieurs moyennes (observations non appariées) — analyse de
variance pour un facteur

On préleve indépendamment desechantillons dang populations ; on not&;; la j-ieme valeur
obtenue { € {1, 2,..., n}) dans la population®i (i € {1, 2,..., k}). Ces données peuvent étre
regroupées dans un tableau :

I [ ]2]...]5]...] n [ ™oyenne|
X1 | Xi2 | ... le v | Xin Xil
2| Xop | Xog | ... ng coe | Xop Xig
IR I NE S
Bl Xk [ Xeo | oo [ X | oo [ X || Xa

On suppose que, pour toitles variables aléatoires;; suivent, pour toutj, la méme loi normale
N (m;, o). On désire tester I'hypothése nulle :

H() LM = Mmoo = - = M.

On rejettera cette hypothése si la variance des moyennes des échantillons est grande par rapport a la
variance dans les échantillons.
On pose :

><H
w\ —

1 n k
EZ:: et Z::

SousH, et en notantn la valeur commune des.;, la variable aléatoiré; suit, pour touti, la loi
normaleN (m,o/\/n); donc, d'apres le théoréme desRER (voir th. 120, page90), la variable

aléatoire
k

1
o 0 = S R
suit la loi du khi-deux &k — 1) degrés de liberté. En posant

k

vl 5\ 2 " A A H n

SCg =n E (Xi — X) sommes des carrés entre échantillons
=1

la variable aléatoirél /o) SC suit la loi du khi-deux &k — 1) degrés de liberté.

n

D’aprés le méme théoréme desRERles variables aléatoirgs /o) > e (Xij —Z-)Q suivent, pour
tout ¢, la loi du khi-deux a(n — 1) degrés de liberté; elles sont indépendantes. Donc la variable

aléatoire
k n

(5 o = X)) = s

i=1 j=1
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en posant

kK n
SCr=> Y (X - X;)” (“somme des carrés a l'intérieur des échantillons"),
i=1 j=1

suit la loi du khi-deux dk(n — 1)) degrés de liberté.
Le rapport des variances

SCg
po_k=1 _ b
SCr s?
k(n—1)

suit donc la loi de SHER-SNEDECORaA (k — 1, k(n — 1)) degrés de liberté (voir page).
Onrejetter, au risquex sila réalisation dé” pour les échantillons depasse le fracfile | 1(,—1),1-«
d’ordre(1 — «) de cette loi.

Généralisation

Le test s'applique encore lorsque les effectifs des échantillons ne sont pas égauix |astaille du
i-ieme échantillon. Les formules sont alors :

i — kX
Xi = lE:Xz‘j, X = 72121 n’XZ,
ni o D i1 Mi
k k n
v v - N a SCE/k? —1
SCr =S n;(X —X)*,  SCr= Xii — %)%, F= :
g = gg( =% SC1/ Sk (i — 1)

La statistique de tedft suit la loi de FSHER-SNEDECORa (k — 1, Zle(ni — 1)) degrés de liberté.
Les résultats sont résumés dans le tableau d’analyse de variance qui se présente ainsi :

Source de varia; Degrés de Somme des Moyenne | F Probabilité
tion liberté carrés des carrés critique
82
Entre les échant k — 1 SCg 5%, = De
tillons °1
k
A l'intérieur des Z(ni —1) | SCt s
échantillons i=1
k
Total doni—1 | SCr =
i=1 SCg+SCy

7.2.7 Probabilité critique

Soitt la réalisation de la statistique de tdsbbtenue a partir d'un échantillon. lpgiobabilité critique
pe €st la probabilité d’obtenir ou une valeur plus éloignée églorsqueH, est vraie.
— Test bilatéral

On rejetteH, si [T| > ¢; la probabilité critique est

pe(t) =P(|TI >t |6 =6p).
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— Test unilatéral
On rejetteH, si T > /; la probabilité critique est

pe(t) =P(T >1]6=06).

Lorsque la probabilité critique est faible la contradiction est forte eHiyest les valeurs obtenues
dans I'échantillon : si le risque de premiére espéce est égaradécide de rejetdil Sip. < a.

Les logiciels de statistique fournissent généralement la probabilité critiqpevfdue »), laissant
I'utilisateur conclure en fonction du risque de premiére espéce choisi.

7.3 Test du khi-deux

Une épreuve peut fournin résultats différentsly, As,..., A,,. On désire tester I'hypothése suivante
(« hypothese nulle ») :
Hy:Vj€{1,2,...,m}, P(4;) = p

m
ot les probabilités; sont fixées aved ~p; = 1.

j=1
On réalisen épreuves indépendantes ; S9jtle nombre de réalisations dg. Si I'hypothéseH, est
vérifiée on a (voir la loi multinomiale au&7.2 page25) :

n!

m
IP’( N-:n'>:—"1"2...”m.
Qf” i) nilng! . n 1 P1 P2 P

s (N — npj)? : : . X .
Théoréme 135.La variable E (N; = npy)” converge en loi vers la loi du khi-deuX#& —1) degrés
— npj
7j=1

de liberté lorsquer tend vers I'infini.

Remarque : la loi limite est indépendante des probabitijés

On reprend les notations du287.2

Pourtoutj € {1, 2,..., m}ettoutk € {1, 2,..., n} soitxg.k) le nombre (égal & ou1) d’élément
de typej tiré auk-iéme tirage. Pouy fixé les Variab|e$X§'k)>1§k§n sont indépendantes et, pour tout
kPXY = 1) = p;.

Nous introduisons alors, podére {1, 2,..., n}, les vecteurs aléatoires
(k)
v (22
np; 1<j<m

et le vecteur aléatoire

n n xk) _ o R
2= 3= (U)o~ () e
— np; /1<j<m np; /1<i<m

k=1

Les vecteursy,, étant indépendants et de méme loi la fonction caractéristique, aest définie par
(voir théorémesb4) : - -
vt € R™, fz,(t) = (fv, ()"
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Par définition

—~ m X(l) - pj

Sy, (t :E<eXp iy ti—Ll—= )

Orle vecteut(X( Xg ), .. X(l)) prend, pour tou§, la valeur(0,..., 0, 1,0,...,0) oulel esta
la j-ieme place avec la probablllpgi. Donc::

R = Do e ) = Smen({- 2 B )

j=1
m
. tk\/]Tk . tj
= exp(—z E > E pjexp(t .
k=1 \/ﬁ j:1 J ( \/@)

T
I

D'ou:
—_ m o t
log fz,(t) = nlongl _WLZ k\\//;j»k—i-nlogzpjexp p')
V J
= —sztk\ﬁ—i-nlog{l—l—Zp]( tnjp-)_1>}
J
u t; t5 1
N _Z\thk\ﬁJrnlog{lJrzpj (Z JD;  2np; +O(ﬁ))}
= —zfztk\FJrnlog(H ZnZt VB =5 2t +o(2))
3:1 j=1
1 & 1/ 1, & 2 1
- n{_m;t3_2<_n(;tﬂ/@) ) +o()}
1 & 1
= 326 +50_tive) (1)
j=1 j=1
Donc
— 1 1. 1
fz,(t) —— exp(—§ >+ §(th\/17j)2) = exp(—§tT ct)
j=1 j=1
ou

c=T-vv' aveco! =[ /p1 b2 - /Pm |

D’apres le théoremé&L1 le vecteur aléatoire,, converge en loi vers un vecteur gaussikude loi
N(0, ¢).
La matricec est symétrique : il existe une matrice orthogonatelle qued = u” ¢ u soit la matrice
diagonale des valeurs propresd®r celles-ci sont :
e la valeur propre simple égaledaont le sous-espace propre associé est engendté par

m

e lavaleur propre d’ordrém—1) égale a dont le sous-espace propre a pour équaEr\/gzjj =0.
j=1
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En ordonnant convenablement la base de vecteurs propres on peut choisir :

1 0 ... 0
d= 0

: .1 0

0O ... 0 0

D’aprés le corollairé le vecteur aléatoiré/ = u’ Z est gaussien de I8¢ (0, d). La variable aléatoire

f: (Nj —npj)* _ 777,
=1 P
converge en loi vers
m m—1
Z"Z = (uW)" (uW) =W uT u W =WTW=> Wi =) "W,
j=1 j=1

puisqueWw,, est presque sirement nulle car elle a une espérance mathématique et une variance nulles.
Pourj € {1, 2,..., m — 1} la variable aléatoir&V; suit la loi normale réduite et ces variables sont
indépendantes ; par définiti@i Z suit la loi du khi-deux m — 1) degrés de liberté.

—np;)? . . . :
————— suit donc sensiblement la loi du khi-deux

m
: L N;
Lorsquen est grand la variable aleato@ (N;
— np;
7j=1

a(m — 1) degrés de liberté.
Soit(n1,ne, ..., n,) une réalisation de I'échantillofN;, N, ..., N,;,). On évalue la somme

=Y (nj — np;)*

m
- npj

Jj=1

fre, (@)

m—1

L'hypothese H, est rejetée st est trop
grande : on fixe un niveaa « petit » et
on ne rejette pagl; sit est inférieure au
fractile w,,—1,1—, tel que

P(Xp_ 1 = Um—1,1—a) = O

(La valeuru,,—1,1— est lue dans la table
des fractiles de la loi dy?, pagel52).

0 Um—1,1—a

L'éventualité de rejeteH, lorsqu’elle est vraie constitue le risque de premiére espéce ; on choisit une
probabilitéa « petite » afin de limiter ce risque. On ne sait rien (a priori) sur le risque d’accHpter
lorsgu’elle est fausse (risque de seconde espéce); il est supposé de moindre importance que le risque
de premiére espece.
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Remarques

1. En pratique les valeurs des produits; ne doivent pas étre trop petiteap; > 5 est raison-
nable. Si ce n'est pas le cas il faut regrouper les (données en) classes.

2. Si certains parametrgg sont inconnus et doivent étre estimes le nombre de degrés de liberté
de la loi duy? est diminué d’autant.
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Chapitre 8

Régression lineéaire

8.1 Introduction : lignes de régression

SoientX etY deux variables aléatoires; on cherche a caractériser la relation entre ces variables :
on peut, par exemple, associer a une valeux d& moyenne des valeurs correspondante¥’ .dén
obtient ainsi les lignes de régression¥enX. On peut également chercher la régressioX @a Y.

8.1.1 Cas discret
Pour(i, j) € I x J onpose p;; = P((X = z;) N (Y =y;)). Les lois deX et deY sont définies par
P = P D= Dij
j€J el
La loi conditionnelle dé& sachant quX = x; est définie par

Pij |

7.

On pose :
, pij _ 1
Viel, mi=EY|X=u1)= z:ygi = fzyjpij-
jeg P Piigy
Les points(z;, m;);c; définissent la régression deen X.

N 1 . . e
De méme, en posam; =EX|Y=y;) =— Zx, pij, la régression dX enY est definie par
J el
les points(m;, y;)je-

8.1.2 Cas continu

Le couple(X,Y) ayant une densité de probabilité,y) — f(x,y) la régression d& enX est la
courbe d'équation

1 oo
y=m(z) = (@) /_Ooyf(w,y)dy-

On définit de maniere analogue la régressioxXamY.
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Cas particulier : loi normale

La densité conditionnelle d¢ sachant quX = z est
1 exp | — 1 T—mi 2_2 (wfml)(y*mﬂ_‘_ y—ma 2
2ro12/1—p? P77 o1 P o102 o2
2
1 _1({z—my
alme’(p[ 2( o1 )]

! ! 2(9— (m2+02($_m1)))2]

exp | ————————

(02\/1—/)2)\/2# [ 2(02y/1 = p?)

La loi conditionnelle dé& sachant quX = z est donc la loi normale
(X

N(ma + Pﬁ(x —my),02V/1 = p?).

La régression d& enX est donc définie par

Nix=2)(y) =

y:m(w):E(Y|X:x):m2+p%(x—m1).

La courbe de régression dteen X est la droite d’équation

Yy —ma r — ma
:p .

092 o1
De méme la courbe de régressiondenY est la droite d'équation

T —my y —ma

o1 09

Ces deux droites sont distinctegsi # 1.
Le fait que les courbes de régression soient des droites dans le cas de la loi normale conduit naturel-
lement a s’intéresser a la régression linéaire.

8.2 Régression linéaire simple

Les valeursYy, Yo,..., Y, d'unevariable dépendantéou expliquéé¢ correspondent aux valeurs
x1, To,..., T, de lavariable indépendantéu explicativg ; on postule le modeéle linéaire

Vie{l, 2,...,n}, Yi=a+bx;+U;
ou les variables aléatoirdék, qui représentent lesyreurs résiduellesvérifient
Vie {1, 2,..., n}, E(U;) =0, Var(U;) = ¢? et, pouri # j, Cov(U;,U;) = 0.
Remarque : [e¥; sont des variables aléatoires, mais pasiegui sont fixés par I'expérimentateur.

On va estimer les paramétresh eto? en envisageant deux cas :

1. aucune hypothése n’est faite sur la loi de probabilitéldeson estimen etb par la méthode
des moindres carrés;

2. les erreurs résiduelleld; suivent une loi normale : on estimg b et o2 par la méthode du
maximum de vraisemblance.
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8.2.1 Estimation des paramétres par les moindres carrés
Détermination des estimateurs

On minimise la somme des carrés des erreurs :

n

Z U2 Z - b$7,)2

=1

Théoréme 136.Les estimateurs des moindres carrésidst b sont

==L et a=Y-b=%
> (@i — )
i=1
ou I'on a posé
1 B
=1 =1
Une condition nécessaire de minimum
dpla,b) _ dplah) _

da  Ob

conduit au systéme désjuations normales

na+b2xz ZY“
asz—i—be —sz i

Leur résolution donne immédiatement le résultat annoncé.
On montre a 'aide des équations normales :

n

p(a,b) —p(@,0) =n((a—a) + (0 —0)F)" + (b -0 (z; —7)*
=1

Donc (@, b) est bien le minimum de.

Remarque : malgré I'abandon des conventions typographiques utilisées dans ce cours et I'adoption
du « chapeau » habituel dans la littérature, il ne faut pas oublier que les estimateurs des parameétres

sont des variables aléatoires.

Propriétés des estimateurs

Théoréeme 137.Les estimateurs des moindres carrés sont sans biais :

E@=a et E(@) =0

121
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Pour touti € {1, 2,..., n}onaY; = a+ bz; + U;; on en déduit

_ _ |
Y=a+bz+U oU U:—Zui

3

puis B

On reporte dans I'expression te

/l; _ i=1 _ i=1 i=1 — b+ i=1
> (@i —m)? > (xi—m)? > (xi—7)?
=1 =1 =1
Y (wi =TV =T Y (w0 —T) > (@i — @)V,
i=1 i=1

= b+ —p+ =L (8.1)

D'ou: .
> (@i — 7)E(U;)
B() =b+ = —b,  car, pour tout, E(U;) = 0.

> (@i —7)?

=1
Par ailleurs ~ -

a=Y-bT=a+(b-bzT+U

et donc R

E@) =a+7z(b—E(®)) +EU) = a.

Définition 57. Pour toutsi on note\?i =a —I—Exi I'estimateur deY;.

Corollaire 4. On a: R
E(Y@) = E(Yl) =a+ bxl

D’aprés le théoréme précédent
D’autre part

E(Y;) =E(a+ bx; + U;) = a + bx; puisque  E(U;) =0.
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Théoreme 138.Les variances et covariance sont données par

n
>
2 i=1 ™ o? ~

Var@=2-—"=1, Var(h)=———— et Cov(a,b)

Z(w, — E)Ui

i=1
n

> (wi—z)

i=1

1. D'aprés larelatior8.1ona b — b =

D'ou:

~ ~ i—1

Var(h) = E((b—0)?) = =

123

= - 1 E(Z((wi—f)ui)2+2 Z (z; — T)(z; _f)Uin>
(Z(l‘z’ - :U)Q)2 =1 1<i<j<n
i=1
= 1 (Zn:(xz —7)?E(U) +2 Z (i —T)(z; —x)E(Uin))
(Z(xz m)2)2 =1 e 1<i<j<n ~
i=1
0’2 ;([L’Z — T)Q 02

o~

2. De larelatiorz = a — (b — b)T + U on déduit :

Var(d) = Var(d — a) = z° Var(b) + Var(U) — 2z Cov(b — b, U).

On connait

Calculons la covariance. On a, pour tout

_ 1 2
Cov(U;,U) = = 3~ Cov(U,U;) = %
J=1
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D’ou, d’apres8.1:

> (zi — T)Cov(U;, V) , Z(z, )
Cov(b—b,U) ==L :%;71 ~0
> (wi—m)? > (zi—m)?
i=1 =1
2 2

En reportant Var(a) = U—(l+ -
n

en remarquant :

n n

n n
Z(iﬁz —7)? +nz? = (Z x? — QEZ:@ —i—an) +nz? = Zw?
i=1 i=1 i=1 i—1

=nT

3. De larelatiord — a = — (b — b)Z + U on déduit

~ ~ o~ o~ A~

Cov(d,b) =E((@@—a)(b—b)) = -z B((b— b)?) + E((b— b)U) = - Var(b)

carE((b — b)U) = Cov(b — b,U) = 0 comme on I'a vu ci-dessus. D'oU le résultat.

Qualité de I'estimation — Analyse de variance

y Xr\f& .
Théoréme 139.So0itU; = Y; — Y, le résiduen )
z;. On ala relation danalyse de la variance . “5 °
1 n Y
—\ 2 . o .
E Z (Y’L — Y) . ',o‘ %°
i—1 y 094 Dt
. > :“
variance « totale » I g
1 n o 1 n . °® .
A~ 3\ 2 ~ ~\ 2 . °®
= > (Yi=Y)"+=>» (Ui-U [ <o
n Z( i=Y) n Z( i=Y) Yi .
=1 =1
variance :expliquée » variance « résiduelle » p
X

T

8|

Remarque : les notations, y; ety sont utilisées dans le graphique pour souligner que ce sont des
réalisations des variables aléatoivgsY; etY.

1. Le résidu enc; peut s'écrire

<]
|
S
—
3
|
3
—~
o
QD
=
Q)
Il
_<
|
S
&
~

GZ‘ =Y,; — (a+3x,) =Y,; —
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et on a par ailleurs

?:% Vi=a+bz=Y
=1
et
ﬁ:lﬁéazlﬁiw—lﬁiizv—izo
n i=1 n i=1 n i=1
D’ou
SO -0)+ Y (V- )
1=1 =1
S SN o AN
=1 =1

2. On peut donner une autre démonstration, de nature géométrique.

La méthode des moindres carrés consiste a minimi-
ser la distance d¥ au plan engendré par les vecteurs

e =11 1 ... 1]" eta; ¥ est donc la projection
orthogonale d¢& sur ce plan.

125

<

La projection orthogonale d€ sur la droite engendrée
pare estY ; de méme la projection orthogonaledsur

cette méme droite e§£ D’apres le théoréme des trois
perpendiculairdson a¥ =Y.

T

Le triangle(Y, \7, Y) est rectangle (eﬁ) ; d’apres le théoréme derPHAGORE

~ =~

Y=Y?2=(-Y?+(-VY)?

ce qui donne I'équation d’analyse de la variance.

1Si dans un tétraéd@ BC'D les anglesABC, ABD et BC'D sont droits, alors 'anglelC'D est également droit.

—_— — —_— = — _— = —
AC-CD = (AB+ BC)-CD = AB - (BD — BC) = 0.
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Définition 58. Le coefficient de déterminatiosst le rapport de la variance expliquée a la variance
totale :

D’aprés le théoréme précédent
0<R*<1.

Le coefficient de détermination donne une bonne indication sur la qualité de I'ajustement : plus il est
grand, plus la variance résiduelle est faible.

8.2.2 Estimation des paramétres par le maximum de vraisemblance

On suppose que le vecteur aléatdire= (U, Us, ..., U,) est gaussien de IaV'(0, o%1,,), c’est-a-
dire que les variables aléatoirgs sont normales, centrées et indépendantes, d'écartstype

Détermination des estimateurs

Théoréme 140.Les estimateurs du maximum de vraisemblance, det o2 sont

et

La vraisemblance de I'échantilldiYy, Ys,..., Y,) est
L(a,b,0%) = (ov2r)™" exp( Z — bx;) >
On pose pour simplifies = o2 et

Y(a,b,v) =In(L(a,b,v)) = —g In(27v) — % Z(YL —a — bxy)?.
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Les équations de vraisemblance s’écrivent :

oY(a,b,v) _

T oa *Z a—bzi) =0,
Oy(a,bv) fZ

T - —a—bxlml—o
o(a,b,v)

o %QZ i—a=bni)* =0

Les deux premiéres donnent les équations normales de la méthode des moindres carrés ; la derniére
fournit I'estimateur de = o2.
On peut vérifier que la matrice hessienne est définie négative.

Propriétés des estimateurs

Les estimateurs du maximum de vraisemblance @b sont les estimateurs des moindres carrés
(voir th. 136), ce qui n’était pas évidet priori : ils sont donc sans biais (voir th37).

Théoréme 141.L’estimateur du maximum de vraisemblancesdest biaisé :

E(o?) =

D’aprés le théorem#39:

? a+A1‘i v Y, =a+bx; +U; T _ _
VP }:Y,—Y—b(x T) et Y—atbz+U }:>YZ—Y—b(:UZ—x)+(UZ—U).

D’ou, en reportant :

Zu2_b22 T — 7) +ZU—U +sz - ~0) - > (zi — )%

=1 i=1

Or

et
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D’ou enfin :
E(i 0y = bQi(%-f>2+<n—1>02—E<62> y (2; — 7)?
=1 ; Zzl N 2 1212 2 ) -
= (n—2)o%

Le théoreme s’en déduit immédiatement.

Théoréme 142.Un estimateur sans biais de est :
— 1 n
2 _ 2
ot = Z; U;.
1=

Remarque : pour calculer une estimatiorodeon utilise la relation d’analyse de la variance

n n n n

iﬂf = Z(YZ - V)Z — Z(?Z —7)2 = Z(YZ — 7)2 —?)\2 Z(J}Z —f)z.
=1

i=1 i=1 i=1 i=1

Lois des estimateurs

~

Théoreme 143.Le couple(a, b) des estimateurs deetb est gaussien de oV (m, ¢) ou

1 n
2 2
m = ¢ et c= A n Zm’ —
b i=1 :
> (zi—7)° -7 1

Le couple(a, b) s’exprime linéairement en fonction d&s, qui sont gaussiennes; d’aprés le corol-

laire 3 il est donc gaussien. Le calcul des espérances mathématiques, variances et covariance a été
effectué aux théorémeks37 et 138 sans supposer que lés sont gaussiennes (mais le résultat est
encore valable. . .).

Théoréme 144.La loi de I'estimateur? est telle que

—

2
(n — 2)Z; suitla loi du khi-deux dn — 2) degrés de liberté.
g

Ce théoréme est un cas particulier du théorégie

Corollaire 5. La variance de I'estimateur? est

— 204

Var(c2) =

n—2.

o2 n_ 22
Var((n - 2)%) = Var(d ) =2(n - 2) = " 20

D’ou le résultat.
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Théoréme 145.Les estimateurg etb sont indépendants de chacun des résidys

De
Ui=Yi—Yi=(a+ba;+VU)— (@+ba;)=—(@—a) — (b— bz + U;
on déduit
E(U;) = —(E@) - a) - (E() - b)zi + E(U;) =0
et
Cov(b,U;) =E(b U;) = ~E(b(@ — a)) — zE(b(b — b)) + E(® U,).
Or:
~ ~ - ~ o’
E(E(a —a)) = Cov(a,b)+bE(@—a) = Cov(a,b) = ST~ 72 el
~ ~ ~ ~ 0'2
E(b(b—b)) = Var(b)+ bE(b —b) = Var(b) = ST TR et

Z?:1($]' - )U;
>y (wi —T)?

1
= bE(Ui) + W Z(xj - f) E(Ui Uj)

EGU;) = E((b+ )Ui) (d'apréss.1)

i=1\ L5 — = ——
o? sij =i,
0 sinon.

o%(z; — @)

> i (@ = T)? .

En reportant on obtient
Cov (b, U;) =

On procéde de méme podir on obtient

Cov(a,U;) = E(a U;) = —E(@(a@—a)) —2,E(a(b—b))+E(@ U;) = —Var(a)—z;Cov(a, b)+E(a U,).

Or
E@VU;) =E(Y -b2)U;) = E(YU;) — ZE(b U;)
et
_ n 1 1 n o2
B(YU;) = (Z a -+ bz + Uj)U;) = ;Z a b E(U) + — S EU; Uy) = T
Jj=1 j=1 j:l

En reportant on obtient
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Domaines de confiance sur les paramétres

Théoréme 146.Un intervalle de confiance symétrique en probabilité au niveale b est

~

b—t

> b+t >
_9 lta — ! _9 l4a —
"B V Z?:1($i — )2 "B vV Z?:1(33i — )2
out, , 1+« représente le fractile d'ordré% de la loi deSTUDENT a (n — 2) degrés de liberté et
» T2

00S = Vool |

—

2

: b—1b . , o . , .

On sait que — suit la loi normale réduite et que: — 2)0——2 suit la loi du khi-deux
a i—1 (i =T a

a(n — 2) degrés de liberté ; donc

b—b /\/> b b
i —T) VI (@i —7)?

suit la loi de SUDENT a(n — 2) degrés de liberté. L'intervalle de confiance s’en déduit immédiate-
ment.

Théoreme 147.Un intervalle de confiance symétrique en probabilité au niveale a est

i SYZiet S\/TLo?

va+t,
72 \/n zlxl_m)Q 72 \/n zlxl_x)Q
out, , 1+« représente le fractile d'ordré% de la loi deSTUDENT a (n — 2) degrés de liberté et
' T2

ousS = \/?

Identique a celle du théoréme précédent.
On peut donner un résultat pour le coufiebd).

Théoréme 148.Une région de confiance au niveaude (a, b) est I'ellipse dont I'équation dans le
plan (a,b) s'écrit

A

(@—a)?+2%@—a)(b— Zx b—b)? <—f2n 20
ou fa ,—2 o représente le fractile d’ordrer de la loi deFISHER-SNEDECORF (2, n — 2).
On a vu (théorem@43) que le coupléd/ = (a, Z) est gaussien de IV (m, ¢) ; d’apres le théorem@2

la variable aléatoire
W= (-m)ct(V-m)

'y a une subtilité a ce sujetéE est un estimateur sans biais de la variaméece qui n’entraine pas quesoit un
estimateur sans biais de I'écart-type ; nous évitons la notatiqui est souvent employée bien qu’elle soit trompeuse.
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suit la loi du khi-deux a deux degrés de liberté. On montre immédiatement que

1 T
= n
_02 — Z?:l‘rz
n
Donc:
~ KN
W = ;((a—a)2+2x(a—a)(b—b)+lellx’(b—b)?).

—

2
Par ailleurs (théorem®44) Z = (n — 2)0—2 suit la loi du khi-deux &n — 2) degrés de liberté. Donc
g

(définition 35) le rapport

w2 _n a—a)? = — a)(b — Z?:1%2A_ 2
Q= 70 gy = 55 (@0 + 250~ )b - ) + =56~ )

suit la loi de FSHER-SNEDECORa 2 et (n — 2) degrés de liberté=(2,n — 2). On en déduit imme-
diatement I'ellipse de confiance.

A partir des données représentées a la pyeon a
tracé sur le graphique ci-contre :

— l'ellipse de confiance du couple, b) ;

— les deux intervalles de confiance detb.

Le niveau de confiance est égal a 95 %.

Théoréme 149.Un intervalle de confiance symétrique en probabilité au niveale o2 est

(n— 2);5 , (n— 2);5

kn7271~ga kn72715a

N e . y . 1 . .
ou k:n,_Q’l_Ta. etk:n,_ZHTa représentent les fractiles d’'ordrds® et 142 de la loi du khi-deux &n —2)
degrés de liberté.

Ce résultat est une conséquence immédiate du thédréme
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Tests sur les paramétres

La connaissance des lois de probabilitéadéA), (6,3) et o2 permet, en appliqguant les méthodes
étudiées au paragraphie?, de définir des tests sur ces paraméetres.

Théoréme 150 (Test bilatéral surb). On teste I'hypothese nulle
Hy : b= contre I'’hypothése alternative H; : b # by.

Au risquex on rejetteH Si

ouS = Vo? et oUtn_m_% représente le fractile d’ordré — & de la loi deSTUDENT a (n — 2)
degrés de liberté.

Remarque : ce test est surtout utilisé akige= 0, c’est-a-dire pour savoir si la variable expliquée est
indépendante de la variable explicative.

On sait queéb suit |a loi normale\ (b, o) ol of =
b— by

op

suit la loi normale réduite. Par ailleurs (voir le théo-
remel44) o2 suit la loi du khi-deux &n — 2) de-
grés de liberté. Donc (voir la démonstration du théo-
b— by

ﬁ donc, sous I'hypothéséd,

fr(t)

R
R

reme146) le rapport suit la

dic (T —T)?
loi de STUDENT & (n — 2) degrés de liberté. La ré-
gion de rejet s’en déduit immédiatement.

—tn—21-g 0 tp_21-¢

Théoréme 151 (Test bilatéral surb (variante)). On teste I'hypothese nulle
Hy : b=1bg contre I'’hypothése alternative H; : b # by.
Au risquex on rejetteH Si

(b — bo)?
o2 /S0 (2 — T)?

ou f1n—21-o représente le fractile d’ordré — o de la loi deFISHER-SNEDECORa 1 et (n — 2)
degrés de liberté~(1,n — 2).

> fin-21-a

Il suffit d’appliquer le théorém®o.

On peut définir de méme (c’est un bon exercice...) des test unilatérauxcaurespondants aux
hypotheses nulles
Hy : b>by ou Hy : b <b.
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Théoreme 152 (Test bilatéral sura). On teste I'hypothése nulle
Hy : a=aqg contre 'hypothése alternative H;y : a # ao.

Au risquea on rejetteH si

ouS = Vo? et oUtn_m_% représente le fractile d’ordré — S de la loi deSTUDENT & (n — 2)
degrés de liberté.

La démonstration est analogue a celle du théoré&ate
Théoréme 153 (Test sufa, b)). On teste I'hypothése nulle
Hy : a=apeth=by contre I'hypothése alternative H;y : a # ag oub # by.

Au risquex on rejetteH Si

n 2
n ~ N ~ ie1 L5
Q= o ((@—a0)® + 2z(a@ — ag)(b—bo) + an(b —b0)*) > fon-21-a
g

ou f2,—21- représente le fractile d’ordré — o de la loi deFISHER-SNEDECORA 2 et (n — 2)
degrés de libertér(2,n — 2).

Ce théoreme est fréquemment utilisé pour tester I'hypothise o = b = 0.

On a vu dans la démonstration du théorémgqueQ suit la loi de FSHER-SNEDECORa2 et(n —2)

degrés de liberté~(2,n — 2) ; le résultat s’en déduit immédiatement.

Prédiction de la variable expliquée

On peut prédire la valeur de la variable expliquée pour une valgde la variable explicative par
?0 —a+0b zo.

D’aprés le modéle on a

Uo suit la loi normaleN (0, o),

Yo=a+bro+Uo oU ‘ Vie{l, 2,..., n}, E(UU;) = 0.

La différenceY, — Y = (@—a)+ (3— b)xo — Ug suit la loi normale\ (0, s) ou

s> = Var(Yo—Yo) = Var(a) + $3V&I’(b\) + 220Cov(d, b) + Var(Ug)

- 02<1+i+%).
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. 92 . , - o 1 n AQ .
La variancer?, inconnue, est estimée pat = —5 >"" | UZ; on pose

s?=o2(1+ . +Z( O(JU_)Q )2)
i=1 x

o . . Yo—Yo ... . .
Donc (voir la démonstration du théorerhé6) le rapport% suit la loi de SUDENT a(n — 2)

degrés de liberté.
Un intervalle de confiance au niveawde Y, (intervalle de prévision) est donc :

Lorsque la valeur varie, les deux extrémités de I'intervalle de prévision décrivent deux courbes
d’équations

~ U2 (xg — T)?
— a b Zl: t o z 1
y=a+0xg n—2,14e I \/ +—t = ST (@ -7
On montre sans (trop de) peine que ce sont les deux branches d’'une hyperbole.

Y

Sur le graphique ci-contre nous avons représenté
les données de la padgE24 et I'« hyperbole de o
confiance » délimitant les intervalles de confiance_ =3 -2 -1 ~p.~. ]
au niveau 95 % pour la prédiction de la variable ex- R e
pliquée.

8.3 Reégression linéaire multiple

La régression linéaire multiple généralise la régression linéaire simple : on supposevgtiabite
dépendanté’ est fonction dek variables indépendantes;, xs,..., x); on postule le modele
linéaire
k
Vie{l, 2,...,n}, Yi=) bizi;+ U
J=1
ou les variables aléatoirdél, qui représentent lesyreurs résiduellesvérifient

Vie {1, 2,..., n}, E(U;) =0, Var(U;) = ¢° et, pouri # j, Cov(U;,U;) = 0

On a notéz; ; la valeur de la variable; pour l'individu 7 ; I'ensemble de ces valeurs est regroupé
dans une matrice
1,1 12 ... L1k

Tr21 22 ... T2k
€Tr =

Tpnl Tn2 .- Tnk
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La colonnej représente les valeurs de la variablepour tous les individus. On suppose que- k&

et que la matrice est de rang.
En introduisant les vecteurs

Y1 U, b1

Yo Us by
Y = ,U=1 . etb =

e Un bk

on peut écrire le modeéle sous forme matricielle

Y=zb+U avec E(U)=0etVar(U)=o0L,

Remarque : on obtient un modele affine (ou « avec constante ») en choisigsanatl pour touti ;

on a alors
k
Vi € {1, 2,..., ’I’L}, Y; :b1+2bj :UZ'J—I—Ui
j=2
8.3.1 Estimation des paramétres par les moindres carrés

On ne fait pas d’hypothése sur la loi de probabilité des errgurs

Détermination des estimateurs

On minimise la somme des carrés des erreurs :

n n k
o0) =3 U2 =" (Yi= >, xm)2
i=1 i=1 j=1
Théoréme 154.L'estimateur des moindres carrés tlest
b= (xT:):) ! (xTY).
On a, pour tout dans{1, 2,..., k}:

dp(b) - . |
by QZ(Yi - ; b J%J) (—zi0)-

i=1

La condition nécessaire de minimum s’écrit donc

n

k n
Veed{l, 2,..., k}, ZZIBM bjxip= ZYi:L'M
] = =1

=1 j=1

Oou encore

k
VY e {1, 2,..., /{}, Z(Z T j xi7g>bj = in,gYi

=1 =1 =1
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ce qui s’écrit matriciellement

(zTx)b = 2TY.
On en déduit le résultat annoncg sf ) est inversible, ce que nous supposerons.

Ona:

?p(b) S
1, 2,... 2 7 9 i 0 Tim-
V(l,m) € {1, 2,..., k}*, 3%, b, ;:1 Tj g i,

La matrice hessienne est donc égaerdz ; b est un minimum de» si elle est définie positive, ce
gue nous supposerons.
Lavaleur ajustéaleY est

Y =ab= z(zTz) 2Ty = pY enposant p=xz(zlz) Tt
Le résidu est le vecteur
U:Y—\?:(In—p)Y:qY enposant ¢ =1, —p.

Lemme 2. p etg sont des projecteurs symétriques.
Le sous-espace propre gdresp.q) associé a la valeur propré a pour dimensiort (resp.(n — k))

1. p est un projecteur :

2. ¢ est un projecteur :
‘=, —pP=L-2p+p*=1,-p=q.

3. p etg sont symétriques :

pl = (J:(me)fla:T)T =z(zTz) 2l =p

et
¢ =, - =1 -p=q

4. Sous-espace propfe; dep associé a la valeur propte on a :
pr = (1‘($TZB)_11‘T)$ =z,

donc toutes les colonnes de la matricsont des vecteurs propres gdessociés a la valeur
proprel. La dimension du sous-espace prof#e est au moins égale & Le sous-espace
orthogonal aF;, ensemble des vecteugsgui vérifientzy = 0, est de dimensiofn — k);
c’est le noyau de. La dimension dé&-; est égale &. Donc

Méme démonstration poyt
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Propriétés des estimateurs

Théoréme 155.) est un estimateur sans biais tlet

Var(b) = o2 (2"z) .

Ona:
b= (T2)1a?Y = (@Tz) 2T (xb+ U) = b+ (2T z) 2T U.
Donc: R
E(b)=b+ (27z) '2TBU) =b
Par ailleurs :

A~

Var(h) = E((b-b)0-b)") = E((z"2)2TuuTz(zT2)7?)
= (2T2) LT BUUT) z(2Tz) ™!
N——

=021,

Remarque : le théorénig38est un cas particulier de ce résultat.

Théoréme 156.0n a:

o~

Cov (b, U) = 0.

Par définition :

o~

Cov(b,0) = E((@— b)(0 - E(G))T).

~

U=¢qY =q(xb+ U) =qU, carge = (I, — p)x =z — pz = 0.

Cov(b,U) = E((b-bUT) = (2"z) 2T EUUT) "
N——

=021,
= o*(aTa) 2l (1, — p") = o*((2T2) 12T — (2T @) 2T x(aT2) 2T

= 0.

Théoréme 157.0n a:

~

EU)=0 et Var(U)=c*(I, — z(z"z)" 12"

L'espérance a été calculée au cours de la démonstration précédente.
Par ailleurs :

Var(U) = E(GGT) = E(qUUT¢T) = g E(UUT) ¢! = 0%¢* = 0%
———

=021,
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Qualité de I'ajustement

1. Modele affine (avec « terme constant »)
On a I'équation d’analyse de la variance :

n n

DS o A o)
=1

i=1 i=1

Comme au théoréme39Y est la projection orthogonale &é sur le sous-espace engendré
par les vecteurs, xs, 13,. ..,z ; 'équation d'analyse de la variance résulte du théoréeme de
PYTHAGORE.

Le coefficient de détermination est le rapport de la « variance expliquée » a la « variance
totale » :

Il est compris entre O et 1.

Ona: R
R2—1_ i1 U?f 1
Z?:1(Yi - Y)2 B

Ce coefficient de détermination croit averon « corrige » cette croissance (sans signification
statistique) en introduisant tmefficient de détermination ajusté

= Y Uk
YY)

Ona:

B> < R2.

1 1
noly kRl Cpyc

2
n—k:) n—=k

R -R*=(1-R»(1-

2. Modeéle linéaire (sans « terme constant »)
On n'a plus I'équation d'analyse de la variance, ni I’éga‘ﬁté Y.
Y est la projection orthogonale desur le sous-espace engendré par les vectaurs,,. . .,z
donte ne fait pas partie ; le théoréme des trois perpendiculaires ne s’applique plus.

Le coefficient de détermination, que I'on peut calculer par la formule habituelle, n'est pas
toujours compris entre 0 et 1, ce qui lui enléve beaucoup d’intérét.

Ona:
n n N n N
IRESNED TS
i=1 =1 =1

Le triangle(O, Y, \7) est rectangle ; on applique le théoréme d@PAGORE.
Comme indicateur de la qualité de I'ajustement on peut utiliser le rapport :

2 i Y} > i1 Ug‘

cos‘"a=="————1=1—=—2
2im Yi i Yi
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8.3.2 Estimation des paramétres par le maximum de vraisemblance

On suppose que le vecteur aléatdire= (U, Us, ..., U,) est gaussien de IoV'(0, 0%1,,), c’est-a-
dire que les variables aléatoirgs sont normales, centrées et indépendantes, d’écartstype
Détermination des estimateurs

Théoréme 158.Les estimateurs du maximum de vraisemblandeete? sont

~ 1l
b= (zTx) 2Ty et v=-— Z Uz,
n
i=1

La vraisemblance de I'échantilldiYy, Ya,..., Y,,) est, en posant = o2,
1 n k )
L(b,v) = (2mv)” 2 exp(—% Z(Yl - in’jbj) )
=1 7=1
On pose
n k

Y(b,v) =In(L(b,v)) = —g In(27v) — % Z(Yz — me.bj)?.
j=1

=1

Les équations de vraisemblance s’écrivent :

o (b, 1 & k
veed{l, 2,..., k}, 1%(6;}) = 5 (Yi— E afi,jbj)ﬂfi,z =0,
i=1 j=1

0Y(b,v) n 1 < - 2
=1 7=1

Les premiéres équations donnent les équations normales de la méthode des moindres carrés; on en
déduit donc I'estimateur des moindres carrésé de

b= (zTz) LTy,

La derniere équation fournit I'estimateur du maximum de vraisemblance de

n k n
I\ ED SEEDEEE) ST
j=1 i=1

i=1

Théoréme 159.Un estimateur sans biais de est

— 1 n

5 ~o

o =7 ElUi.
1=
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Ona: . o

07 =0"U0=(qU)"(qU) = UTq"qU = UTqU = > " 4;,;UiU;.

i=1 i=1 j=1
D'ou :

E(Z Gf) = Z Zq"’j E(U;U;) = o’ qu =o’tr(q) = (n — k)o>.
i=1 i=1 j=1 — i=1
o? sij=i,
| 0 sinon.
Donc : L
n —
E(0) = 2,
@ =""0

L'estimateur sans biais d€* déduit de I'estimateur du maximum de vraisemblance est

n
o oo 02
g n—k' n—k‘; v

Lois des estimateurs

Théoréme 160.L'estimateurs deb est gaussien de 1oV (b, 0%(z7z)1).

b est linéaire ery, donc enU qui est gaussien : d’apres le corollairé est gaussien. Nous avons déja
calculé son espérance mathématique et sa matrice de covariance (voir théd8me

—

—~ 2
Théoréme 161.L’estimateuro? deo? est tel quegn — k)a—2 suit la loi du khi-deux §n — k) degrés
g

de liberté.

Nous avons montré (démonstration du théor&s@ que>." , U2 = UTqU. Or ¢, symétrique, est
diagonalisable et ses valeurs propres dodtordre(n — k), et0, d’ordrek. Il existe donc une matrice
orthogonalev telle que

ou la diagonale contierit» — k) fois 1 etk fois 0. Alors :
n n—k
Y U=Vlwd"U=2%dz=Y"7} ou Z=uw'U.
=1 =1
D’aprés le corollaire Z est gaussien, de 18V (0, o 1,,). Donc, pour tout, le rapportZ; /o suit la loi
normale réduite et

(;_5 1 n ) n—k Zz )
=z =2 W=2 ()

suit la loi du khi-deux dn — k) degrés de liberté.
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Tests sur les paramétres

Théoreme 162 (Test bilatéral sur un paramétre).Pour une valeur dg comprise entre 1 et on
teste I'hypothése nulle

Hy : bj=0b)  contre 'hypothése alternative H; : b; # b).

On rejetteH, avec un risquey Si

|b; — b »

ou
1.S=V ;5;
2. v; est lej-ieme terme de la diagonale de la matrice z) ! ;

3. tp—y,1-2 estle fractile d'ordre(1 — 3) de la loi deSTUDENT a (n — k) degrés de liberté.

b; — 0
On sait (théoremd 60) que, sousH,, le rapport! suit la loi normale réduite. Par ailleurs
[ /’Uj

o~ ~ 0

P o2 . . . N . . . b; — bj . .
(théorémel61) (n — k)ﬁ suit la loi du khi-deux &n — k) degrés de liberté. Dom‘éW suit la loi

de STUDENT a(n — k) degrés de liberté. La régle de décision s’en déduit immédiatement.

Pourb? = 0 on teste si la présence dgest significative dans le modele.
Théoreme 163 (Test sur 'ensemble des paramétresPn teste I'’hypothése nulle

Hy : b=0t" € R*  contre I'hypothése alternative H; : b # b°.
On rejetteH, avec un risquex Si

(b — )T (zT2) (b — b°)

ko?

> fk,n—k,l—oc

OU fr.n—k1—qo €st le fractile d'ordre(1 — «) de la loi deFISHER-SNEDECORa k et (n — k) degrés
de libertéF (k,n — k).

1. SousH, le vecteurb est gaussien, de oV (b, 0%(z7z)~!) ; donc, d'aprés le théoréng2,
A~ T A~
(b — %)L (5 — 1) suit la loi du khi-deux & degrés de liberté.
g

—

2
2. On sait (théorémé61) que(n — k)g—2 suit la loi du khi-deux &n — k) degrés de liberté.
g

3. Le vecteur(b, U) = (b + («"2)"'2TU, qU) s'exprime de fagon affine en fonction tequi est
gaussien ; donc (corollaif® il est gaussien. D’apres le théore B puisqueCov@, U) =0,
b etU sont indépendantes et donc égalentestio? = 1 UTU.
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D’apreés la définitiorB5 le rapport

(b — )T (2T2)(b - 1°)/ko®  (b— )T (2Tz)(b — 1)

;3/02 ko?

suit la loi de FSHER-SNEDECORak et (n — k) degrés de liberté~(k,n — k). La régle de décision
s’en déduit.

Lorsqueb’ = 0 on teste si la présence dest significative dans le modéle.



Annexe A

Déenombrements

Quelques technigues de dénombrement élémentaires sont indispensables dans les calculs de probabi-
lités discretes.

A.1 Suites. Arrangements sans répétition

Théoreme 164.Soient4,, A,,..., A, des ensembles ayant respectivemgntis,. ..,n, éléments;
le nombre de suite@iy, ao,. .., ay) telles que, pour tout, I'élémenta; appartient aA; est égal a

k
Hni:nlng... ng.
=1

Récurrence suk.
Ces suites sont les éléments, appelés aduapiets, de 'ensemble produit; x As x ... x Ayg.

Corollaire 6. Soit A un ensemble ayant éléments ; le nombre de suites/éléments del est égal
5k
an®.

C’est le cardinal de 'ensemble produit'.
C’est aussi le nombre d’applications d’'un ensemblé éé&ments dans un ensemblerdéléments.

Corollaire 7. Soit A un ensemble ayant éléments ; le nombre de suites kéléments distincts de
Aestégala
n!

n(n—l)(n—Z)---(n—kJrl):m

que I'on note(n);, ou bienA~,

Une telle suite est uarrangement sans répétitiaie & éléments pris parmi.

(n), est le nombre d’applications injectives d'un ensemblg:ddéments dans un ensemblede
éléments.

Lorsquen = k on obtient le nombre de bijections entre deux ensembles ayatéments (ou de
permutations d’'un ensemble ayanéléments) (n),, = n!.
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A.2 Combinaisons sans répétition

Théoréme 165.Le nombre de sous-ensembles ayamiéments d’un ensemble deéléments est
égal a
n!
k' (n— k)!
que I'on note(Z) ou bienCk.

Pour chacun de ces sous-ensembles on obtient en permutdnélémentsk! arrangements sans

N

répétition : le nombre de sous-ensembles cherché est donc gé%!-a
Par conventior(}) = 0sik ¢ {0, 1,..., n}.

Théoreme 166.Quelques propriétés élémentaires des coefficients du binbme :
= () = (%)

= (1) = %)+ G

—0<k<n= ()= (D) = 22 () = 2 ()

= (a+b)" =35y (1) ak o F,

A.3 Arrangements avec répétition

Théoréme 167.Soit A un ensemble ayant éléments et soifrq, r2,..., rx) une suite d’entiers
positifs ou nuls dont la somme est égale de nombre de partitions dd enk sous-ensembles,,
As,..., A tels que, pour tout, A; ar; éléments est
n!

rilrgl oy
Récurrence suk.
Définition 59. SoitA = {ay, ag, ..., ar} et soit(ry, ra, ..., ri) une suite d’entiers positifs ou nuls
dont la somme est égaled un arrangement avec répétitioiesa; associé aux facteurs de répétition
r; est une suite d'éléments deou I'on trouver; fois a;.

L'ordre des éléments est important : les suitesa, ¢, a, ¢, ¢) et(a, b, ¢, ¢, a, ¢) sont différentes
bien gu’elles soient formées des mémes éléments.

Théoréme 168.Le nombre d’arrangements avec répétition associés a la suiters, ..., ry) est
égal a
(r1+mr2+---+ryp)!
7“1!?”2! -~-’I“k! '
Soit (z1, z2,..., x,) un tel arrangement avec répétition. En posasat A; < x; = a; on définit
une bijection de I'ensemble des arrangements avec répétition associés a(asuite. . ., ;) dans
'ensemble des partitions dd, 2,..., n} enk sous-ensembled;, A,,..., Ay ayantry, ra,..., 7

éléments. On est ramené au théoréme précédent.
Il'y a, par exemplg%ig! = 60 suites contenant deux fais une foisb et trois foisc.



Annexe B

Fonctions eulériennes

Les fonctions eulériennes interviennent dans des domaines nombreux et variés ; elles sont trés utiles,
et méme indispensables, dans I'étude de certaines lois de probabilité.

Définition 60.
— Lafonction eulérienne de premiere espéce

1
B(x,y):/o 1 (1= L gy

est définie pour ety réels strictement positifs.
— Lafonction eulérienne de deuxiéme espéce

est définie pour: strictement positif.

Théoréeme 169.
Ve >0,I'(z+1) =z(x).

Théoreme 170.
Vn € N*, T'(n) = (n — 1)!

Théoréme 171.

B(z,y) =2 /2 cos?® 719 sin®~1 9 do.
0
On effectue le changement de variable définifar arccos v/%.
Théoréme 172.
L'(z)T'(y)

B(z,y) = m

En effectuant le changement de variable définipar v/t dans la définition on obtient

> 2
I(z) =2 / e w1 du
0
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et de la méme facon

I'(y) =2 / R )
0
2 .
PosantA = (R**) etD =]0,7/2[xR™* on obtient
P@E) = 4 [[ ettt
= // e " (T’COSG)2$ L(rsin0)2Y~Lr dr do
D

en passant en coordonnées polaires; d'ou :

/2 .
['(z)(y) = 4/0 COSZx_lﬁsinQy_lﬁdH/o e P2ty =1 g

3T (z+y)
= B(z,y)l'(z +y)

Théoreme 173 (Intégrales de @GUSS).
/ e~ dz = /7, / gy = \g?

Ona:

Ll 3
B(;;):W:(r(l)f:g/o do = .

Donc :T'(1/2) = /=. On en déduit le théoréeme en effectuant le changement de variables défini par

z =1

Terminons par quelgues formules données sans démonstration.
— Formule des compléments

Vx €]0, 1], T'(z)I'(1 — ) =

sinmx
— Formule de SIRLING
Au voisinage de l'infini
[(x) ~ V2ra® e e
Plus précisément :

1 1 -
In(I(z)) =zlnz -z — anx—i- 5111(277) +kzl 2

bog 1
2k — 1) z2k-1 +

ou lesbyy, sont les nombres deERNOULLI définis par

r > ! z"
1= 2
n=0




— Formule de @Quss

V>0, I'(z) = lim

— Formule de VBIERSTRASS

Vo >0, T(z) = — [] —

n®n!

nﬂoo:r(:c+1)-~~(x+n).

T 1+

n=1

38

n

N P . 1
ou~, constante d’'HLER, est définie paty = lim ( E i In n)
n—oo

— Formule de IEGENDREGAUSS

Vze C—7Z", Vpe N¥,

k=1

z+1 z+p—1
) T(————
p p

(p)T(

— Considérons la dérivée logarithmiquelde

d(ln(F(a:)) I(z)

Vo € RT™, ¢(z) = =

On a les propriétés suivantes :

dx I(z)

- ‘Z (z 4+ n)k (k22).

n:O

= _7+/011 (1—t)" dt, (GAuss).

1
= z(lnz—-1)+ 3 In(27), (RAABE).

) = (2m) "7 p2 T (2).

147
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Annexe C

Tables numériques

Ces tables ont été établies a I'aide du logidildthematica
Loi normale

Loi du khi-deux

Loi de STUDENT

Loi de HSHER-SNEDECOR
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C.1 Loi normale

: S : g I t?
Fonction de répartition de la loi normale réduite : ®(z) = \/?/ exp(—§> dt
T J—00

X 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0. || 0.5 0.50399| 0.50798| 0.51197| 0.51595| 0.51994| 0.52392| 0.52790| 0.53188| 0.53586
0.1|| 0.53983| 0.54380| 0.54776| 0.55172| 0.55567| 0.55962| 0.56356| 0.56749| 0.57142| 0.57535
0.2 || 0.57926| 0.58317| 0.58706| 0.59095| 0.59483| 0.59871| 0.60257| 0.60642| 0.61026| 0.61409
0.3 || 0.61791| 0.62172| 0.62552| 0.62930| 0.63307| 0.63683| 0.64058| 0.64431| 0.64803| 0.65173
0.4 || 0.65542| 0.65910| 0.66276| 0.66640| 0.67003| 0.67364| 0.67724| 0.68082| 0.68439| 0.68793
0.5 0.69146| 0.69497| 0.69847| 0.70194| 0.70540| 0.70884| 0.71226| 0.71566| 0.71904| 0.72240
0.6 || 0.72575| 0.72907| 0.73237| 0.73565| 0.73891| 0.74215| 0.74537| 0.74857| 0.75175| 0.75490
0.7 || 0.75804| 0.76115| 0.76424| 0.76730| 0.77035| 0.77337| 0.77637| 0.77935| 0.78230| 0.78524
0.8 || 0.78814| 0.79103| 0.79389| 0.79673| 0.79955| 0.80234| 0.80511| 0.80785| 0.81057| 0.81327
0.9|| 0.81594| 0.81859| 0.82121| 0.82381| 0.82639| 0.82894| 0.83147| 0.83398| 0.83646| 0.83891

1. || 0.84134| 0.84375| 0.84614| 0.84849| 0.85083| 0.85314| 0.85543| 0.85769| 0.85993| 0.86214
1.1 0.86433| 0.86650| 0.86864| 0.87076| 0.87286| 0.87493| 0.87698| 0.87900| 0.88100| 0.88298
1.2 || 0.88493| 0.88686| 0.88877| 0.89065| 0.89251| 0.89435| 0.89617| 0.89796| 0.89973| 0.90147
1.3 || 0.90320| 0.90490| 0.90658| 0.90824| 0.90988| 0.91149| 0.91309| 0.91466| 0.91621| 0.91774
1.4 || 0.91924| 0.92073| 0.92220| 0.92364| 0.92507| 0.92647| 0.92785| 0.92922| 0.93056| 0.93189
1.5 0.93319| 0.93448| 0.93574| 0.93699| 0.93822| 0.93943| 0.94062| 0.94179| 0.94295| 0.94408
1.6 || 0.94520| 0.94630| 0.94738| 0.94845| 0.94950| 0.95053| 0.95154| 0.95254| 0.95352| 0.95449
1.7 || 0.95543| 0.95637| 0.95728| 0.95818| 0.95907| 0.95994| 0.96080| 0.96164| 0.96246| 0.96327
1.8 || 0.96407| 0.96485| 0.96562| 0.96638| 0.96712| 0.96784| 0.96856| 0.96926| 0.96995| 0.97062
1.9 0.97128| 0.97193| 0.97257| 0.97320| 0.97381| 0.97441| 0.97500| 0.97558| 0.97615| 0.97670

2. || 0.97725| 0.97778| 0.97831| 0.97882| 0.97932| 0.97982| 0.98030| 0.98077| 0.98124| 0.98169
2.1 0.98214| 0.98257| 0.98300| 0.98341| 0.98382| 0.98422| 0.98461| 0.98500( 0.98537| 0.98574
2.21]| 0.98610| 0.98645| 0.98679| 0.98713| 0.98745| 0.98778| 0.98809| 0.98840| 0.98870| 0.98899
2.3 || 0.98928| 0.98956| 0.98983| 0.99010| 0.99036| 0.99061| 0.99086| 0.99111| 0.99134| 0.99158
2.4 0.99180| 0.99202| 0.99224| 0.99245| 0.99266| 0.99286| 0.99305| 0.99324| 0.99343| 0.99361
2.5 0.99379| 0.99396| 0.99413| 0.99430| 0.99446| 0.99461| 0.99477| 0.99492| 0.99506| 0.99520
2.6 || 0.99534| 0.99547| 0.99560| 0.99573| 0.99585| 0.99598| 0.99609| 0.99621| 0.99632| 0.99643
2.7 || 0.99653| 0.99664| 0.99674| 0.99683| 0.99693| 0.99702| 0.99711| 0.99720| 0.99728| 0.99736
2.8 || 0.99744| 0.99752| 0.99760| 0.99767| 0.99774| 0.99781| 0.99788| 0.99795| 0.99801| 0.99807
2.9 0.99813| 0.99819| 0.99825| 0.99831| 0.99836| 0.99841| 0.99846| 0.99851| 0.99856| 0.99861

Table del — ®(z) pour les grandes valeurs de
0. 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
J|[{1.35 ;3}|{9.68 ;4}|{6.87 ; 4}|{4.83 ; 4}|{3.37 ; 4}|{2.33 ; 4} |{1.59 ; 4} |{1.08 ; 4}|{7.23 ;5}|{4.81 ;5}
|[{3.17 ; 5}|{2.07 ; 5}|{1.33 ; 5}|{8.54 ; 6}|{5.41 ; 6}|{3.40 ; 6} |{2.11 ; 6} |{1.30 ; 6}|{7.93 ; 7}|{4.79 ; 7}
|[{2.87 ; 7}|{1.70 ; 7}|{9.96 ; 8}|{5.79 ; 8} |{3.33 ; 8}|{1.90 ; 8} |{1.07 ; 8}|{5.99 ; 9}|{3.32 ; 9}|{1.82 ; 9}

g b~ WX

N.B. La notation {m ;k} signifiem 107,
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Densité de la loi normale réduite : p(z) =
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0.

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

11
1.2
13
1.4
15
1.6
1.7
1.8
1.9

21
2.2
2.3
2.4
25
2.6
2.7
2.8
2.9

0.39894
0.39695
0.39104
0.38139
0.36827
0.35207
0.33322
0.31225
0.28969
0.26609

0.24197
0.21785
0.19419
0.17137
0.14973
0.12952
0.11092
0.09405
0.07895
0.06562

0.05399
0.04398
0.03547
0.02833
0.02239
0.01753
0.01358
0.01042
0.00792
0.00595

0.39892
0.39654
0.39024
0.38023
0.36678
0.35029
0.33121
0.31006
0.28737
0.26369

0.23955
0.21546
0.19186
0.16915
0.14764
0.12758
0.10915
0.09246
0.07754
0.06438

0.05292
0.04307
0.03470
0.02768
0.02186
0.01709
0.01323
0.01014
0.00770
0.00578

0.39886
0.39608
0.38940
0.37903
0.36526
0.34849
0.32918
0.30785
0.28504
0.26129

0.23713
0.21307
0.18954
0.16694
0.14556
0.12566
0.10741
0.09089
0.07614
0.06316

0.05186
0.04217
0.03394
0.02705
0.02134
0.01667
0.01289
0.00987
0.00748
0.00562

0.39876
0.39559
0.38853
0.37780
0.36371
0.34667
0.32713
0.30563
0.28269
0.25888

0.23471
0.21069
0.18724
0.16474
0.14350
0.12376
0.10567
0.08933
0.07477
0.06195

0.05082
0.04128
0.03319
0.02643
0.02083
0.01625
0.01256
0.00961
0.00727
0.00545

0.39862| 0.39844
0.39505| 0.39448
0.38762| 0.38667
0.37654| 0.37524
0.36213| 0.36053
0.34482| 0.34294
0.32506| 0.32297
0.30339| 0.30114
0.28034| 0.27798
0.25647| 0.25406

0.23230| 0.22988
0.20831| 0.20594
0.18494| 0.18265
0.16256| 0.16038
0.14146| 0.13943
0.12188| 0.12001
0.10396| 0.10226
0.08780| 0.08628
0.07341| 0.07206
0.06077| 0.05959

0.04980| 0.04879
0.04041| 0.03955
0.03246| 0.03174
0.02582| 0.02522
0.02033| 0.01984
0.01585| 0.01545
0.01223| 0.01191
0.00935| 0.00909
0.00707| 0.00687
0.00530| 0.00514

0.39822
0.39387
0.38568
0.37391
0.35889
0.34105
0.32086
0.29887
0.27562
0.25164

0.22747
0.20357
0.18037
0.15822
0.13742
0.11816
0.10059
0.08478
0.07074
0.05844

0.04780
0.03871
0.03103
0.02463
0.01936
0.01506
0.01160
0.00885
0.00668
0.00499

0.39797
0.39322
0.38466
0.37255
0.35723
0.33912
0.31874
0.29659
0.27324
0.24923

0.22506
0.20121
0.17810
0.15608
0.13542
0.11632
0.09893
0.08329
0.06943
0.05730

0.04682
0.03788
0.03034
0.02406
0.01888
0.01468
0.01130
0.00861
0.00649
0.00485

0.39767
0.39253
0.38361
0.37115
0.35553
0.33718
0.31659
0.29431
0.27086
0.24681

0.22265
0.19886
0.17585
0.15395
0.13344
0.11450
0.09728
0.08183
0.06814
0.05618

0.04586
0.03706
0.02965
0.02349
0.01842
0.01431
0.01100
0.00837
0.00631
0.00470

0.39733
0.39181
0.38251
0.36973
0.35381
0.33521
0.31443
0.29200
0.26848
0.24439

0.22025
0.19652
0.17360
0.15183
0.13147
0.11270
0.09566
0.08038
0.06687
0.05508

0.04491
0.03626
0.02898
0.02294
0.01797
0.01394
0.01071
0.00814
0.00613
0.00457

Table dep(x) pour les grandes valeurs de

0.

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

g b~ WX

{[{4.43 ;3}
{[{1.34 ; 4}
.[[{1.49 ; 6}

{3.27 :3}
{8.93 ;5}
{8.97 ; 7}

{2.38 ;3}
{5.89 ;5}
{5.36 ; 7}

(1.72 ;3}
{3.85 ; 5}
(3.17:7}

{1.23;3}
{2.49 ;5}
{1.86 ;7}

{8.73 ; 4}
{1.60 ;5}
{1.08 ; 7}

{6.12 ; 4}
{1.01 ;5}
{6.18 ;8}

{4.25 ; 4}
{6.37 ;6}
{3.51 ;8}

2.92 ; 4}
{3.96 ; 6}
{1.98 ; 8}

{1.99 ; 4}
{2.44 ; 6}
{1.10;8}

N.B. La notation {m ;k} signifiem 10~*.
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C.2 Loi du khi-deux

Fractiles de la loi du khi-deux

v\ p || 0.0005| 0.001| 0.005 0.01| 0.025 0.05 0.1 0.5
1| 0.000f 0.000| 0.000| 0.000| 0.001| 0.004| 0.016| 0.455
2| 0.001| 0.002| 0.010, 0.020| 0.051| 0.103| 0.211| 1.386
3| 0.015| 0.024| 0.072| 0.115| 0.216| 0.352| 0.584| 2.366
4] 0.064| 0.091| 0.207| 0.297| 0.484| 0.711| 1.064| 3.357
5 0.158| 0.210| 0.412| 0.554| 0.831| 1.145| 1.610| 4.351
6| 0.299| 0.381| 0.676| 0.872| 1.237| 1.635| 2.204| 5.348
7 0.485| 0.598| 0.989| 1.239| 1.690| 2.167| 2.833| 6.346
8| 0.710| 0.857| 1.344| 1.646| 2.180| 2.733| 3.490| 7.344
9 0972 1.152| 1.735| 2.088| 2.700| 3.325| 4.168| 8.343

10| 1.265| 1.479| 2.156| 2.558| 3.247| 3.940| 4.865| 9.342

11| 1.587| 1.834| 2.603| 3.053| 3.816| 4.575| 5.578| 10.341
12| 1.934| 2.214| 3.074| 3.571| 4.404| 5.226| 6.304| 11.340
13| 2.305| 2.617| 3.565| 4.107| 5.009| 5.892| 7.042| 12.340
14| 2.697| 3.041| 4.075| 4.660| 5.629| 6.571| 7.790| 13.339
15| 3.108| 3.483| 4.601| 5.229| 6.262| 7.261| 8.547| 14.339
16| 3.536| 3.942| 5.142| 5.812| 6.908| 7.962| 9.312| 15.338
17| 3.980| 4.416| 5.697| 6.408| 7.564| 8.672| 10.085| 16.338
18| 4.439| 4.905| 6.265| 7.015| 8.231| 9.390| 10.865| 17.338
19| 4.912| 5.407| 6.844| 7.633| 8.907| 10.117| 11.651| 18.338
20| 5.398| 5.921| 7.434| 8.260| 9.591| 10.851| 12.443| 19.337

21| 5.896| 6.447| 8.034| 8.897| 10.283| 11.591| 13.240| 20.337
22| 6.404| 6.983| 8.643| 9.542| 10.982| 12.338| 14.041| 21.337
23| 6.924| 7.529| 9.260| 10.196| 11.689| 13.091| 14.848| 22.337
24| 7.453| 8.085| 9.886| 10.856| 12.401| 13.848| 15.659| 23.337
25| 7.991| 8.649| 10.520| 11.524| 13.120| 14.611| 16.473| 24.337
26| 8.538| 9.222| 11.160| 12.198| 13.844| 15.379| 17.292| 25.336
27 || 9.093| 9.803| 11.808| 12.879| 14.573| 16.151| 18.114| 26.336
28| 9.656| 10.391| 12.461| 13.565| 15.308| 16.928| 18.939| 27.336
29 || 10.227| 10.986| 13.121| 14.256| 16.047| 17.708| 19.768| 28.336
30 || 10.804| 11.588| 13.787| 14.953| 16.791| 18.493| 20.599| 29.336

Le fractilew, , est tel QUEP(x2 < u,,,) = p.

Lorsque le nombre de degrés de libenté est supérieur & 30 on peut admettre que les variables

aléatoires
9 2 2
V22 -V —1 et ,/fn({"’/ﬁ ~(1- 7))
2 n In

suivent approximativement la loi normale réduite (voir théoré&aest 85).
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Fractiles de la loi du khi-deux (suite)

X
/
i)

0.5

0.9

0.95

0.975

0.99

0.995

0.999

0.9995

WO ~NOOUITA,WDNPE

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

0.455
1.386
2.366
3.357
4.351
5.348
6.346
7.344
8.343
9.342

10.341
11.340
12.340
13.339
14.339
15.338
16.338
17.338
18.338
19.337

20.337
21.337
22.337
23.337
24.337
25.336
26.336
27.336
28.336
29.336

2.706
4.605
6.251
7.779
9.236
10.645
12.017
13.362
14.684
15.987

17.275
18.549
19.812
21.064
22.307
23.542
24.769
25.989
27.204
28.412

29.615
30.813
32.007
33.196
34.382
35.563
36.741
37.916
39.087
40.256

3.841
5.991
7.815
9.488
11.070
12.592
14.067
15.507
16.919
18.307

19.675
21.026
22.362
23.685
24.996
26.296
27.587
28.869
30.144
31.410

32.671
33.924
35.172
36.415
37.652
38.885
40.113
41.337
42.557
43.773

5.024

7.378

9.348
11.143
12.833
14.449
16.013
17.535
19.023
20.483

21.920
23.337
24.736
26.119
27.488
28.845
30.191
31.526
32.852
34.170

35.479
36.781
38.076
39.364
40.646
41.923
43.195
44.461
45.722
46.979

6.635

9.210
11.345
13.277
15.086
16.812
18.475
20.090
21.666
23.209

24.725
26.217
27.688
29.141
30.578
32.000
33.409
34.805
36.191
37.566

38.932
40.289
41.638
42.980
44.314
45.642
46.963
48.278
49.588
50.892

7.879
10.597
12.838
14.860
16.750
18.548
20.278
21.955
23.589
25.188

26.757
28.300
29.819
31.319
32.801
34.267
35.718
37.156
38.582
39.997

41.401
42.796
44,181
45.559
46.928
48.290
49.645
50.993
52.336
53.672

10.828
13.816
16.266
18.467
20.515
22.458
24.322
26.124
27.877
29.588

31.264
32.909
34.528
36.123
37.697
39.252
40.790
42.312
43.820
45.315

46.797
48.268
49.728
51.179
52.620
54.052
55.476
56.892
58.301
59.703

12.116
15.202
17.730
19.997
22.105
24.103
26.018
27.868
29.666
31.420

33.137
34.821
36.478
38.109
39.719
41.308
42.879
44.434
45.973
47.498

49.011
50.511
52.000
53.479
54.947
56.407
57.858
59.300
60.735
62.162
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154 Annexe C — Tables numériques

C.3 Loide STUDENT

Fractiles de la loi de SUDENT

p | 0.5 0.6 0.7 0.8 09| 095| 0.975 0.99 | 0.995 0.999 | 0.9995
1 0.| 0.325| 0.727 | 1.376| 3.078 | 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657 | 318.309| 636.619
2 0.| 0.289| 0.617| 1.061| 1.886| 2.920| 4.303| 6.965| 9.925| 22.327| 31.599
3 0.] 0.277| 0584 | 0.978 | 1.638 | 2.353| 3.182| 4.541| 5.841| 10.215| 12.924
4 0.] 0.271| 0569 | 0.941| 1.533 | 2.132| 2.776| 3.747| 4.604 7.173 8.610
5 0. ] 0.267| 0559 | 0.920| 1.476| 2.015| 2.571| 3.365| 4.032 5.893 6.869
6 0. ] 0.265| 0.553 | 0.906 | 1.440 | 1.943| 2.447| 3.143| 3.707 5.208 5.959
7 0.| 0.263| 0.549| 0.896 | 1.415| 1.895| 2.365| 2.998| 3.499 4.785 5.408
8 0.| 0.262| 0.546| 0.889| 1.397 | 1.860| 2.306| 2.896| 3.355 4.501 5.041
9 0.| 0.261| 0.543| 0.883| 1.383 | 1.833| 2.262| 2.821| 3.250 4.297 4,781
10 0.| 0.260| 0.542 | 0.879| 1.372| 1.812| 2.228| 2.764| 3.169 4.144 4.587
11 0.] 0.260| 0.540| 0.876 | 1.363 | 1.796 | 2.201| 2.718| 3.106 4.025 4.437
12 0.] 0.259| 0539 | 0.873| 1.356 | 1.782| 2.179| 2.681| 3.055 3.930 4.318
13 0.] 0.259| 0.538| 0.870| 1.350 | 1.771| 2.160| 2.650| 3.012 3.852 4.221
14 0.] 0.258| 0.537| 0.868 | 1.345| 1.761 | 2.145| 2.624| 2977 3.787 4.140
15 0.| 0.258 | 0.536 | 0.866 | 1.341 | 1.753| 2.131| 2.602| 2.947 3.733 4.073
16 0.| 0.258 | 0.535| 0.865| 1.337 | 1.746| 2.120| 2.583| 2.921 3.686 4.015
17 0.| 0.257| 0.534| 0.863| 1.333| 1.740| 2.110| 2.567| 2.898 3.646 3.965
18 0.| 0.257| 0.534| 0.862| 1.330 | 1.734| 2.101| 2552 | 2.878 3.610 3.922
19 0.] 0.257| 0.533| 0.861| 1.328 | 1.729 | 2.093| 2.539| 2.861 3.579 3.883
20 0.] 0.257| 0.533| 0.860| 1.325| 1.725| 2.086| 2.528| 2.845 3.552 3.850
21 0.] 0.257| 0532 | 0.859| 1.323| 1.721| 2.080| 2.518| 2.831 3.527 3.819
22 0.| 0.256| 0.532| 0.858 | 1.321 | 1.717| 2.074| 2508 | 2.819 3.505 3.792
23 0.| 0.256| 0.532| 0.858 | 1.319 | 1.714| 2.069| 2500| 2.807 3.485 3.768
24 0.| 0.256| 0.531| 0.857| 1.318 | 1.711| 2.064| 2.492| 2.797 3.467 3.745
25 0.| 0.256| 0.531| 0.856| 1.316 | 1.708 | 2.060| 2.485| 2.787 3.450 3.725
26 0.| 0.256| 0.531| 0.856| 1.315| 1.706 | 2.056| 2.479| 2.779 3.435 3.707
27 0.] 0.256| 0.531| 0.855| 1.314 | 1.703| 2.052| 2.473| 2771 3.421 3.690
28 0.] 0.256| 0.530| 0.855| 1.313| 1.701 | 2.048| 2.467| 2.763 3.408 3.674
29 0.] 0.256| 0.530| 0.854| 1.311| 1.699| 2.045| 2.462| 2.756 3.396 3.659
30 0.] 0.256| 0.530| 0.854| 1.310| 1.697| 2.042| 2.457| 2.750 3.385 3.646
40 0.| 0.255| 0.529 | 0.851| 1.303 | 1.684 | 2.021| 2.423| 2.704 3.307 3.551
60 0. | 0.254| 0.527| 0.848| 1.296 | 1.671| 2.000| 2.390| 2.660 3.232 3.460
80 0.| 0.254| 0.526 | 0.846| 1.292 | 1.664| 1.990| 2.374| 2.639 3.195 3.416
100 0.| 0.254| 0.526 | 0.845| 1.290 | 1.660| 1.984| 2.364| 2.626 3.174 3.390
200 0.] 0.254| 0.525| 0.843| 1.286| 1.653 | 1.972| 2.345| 2.601 3.131 3.340
00 0.] 0.253| 0.524 | 0.842| 1.282 | 1.645| 1.960| 2.326| 2.576 3.090 3.201

Le fractilet,, , est tel queP(T, < t,,) = p.



C.4 — Loi deFISHER-SNEDECOR

C.4 Loide FISHER-SNEDECOR

Fractiles de la loi de HSHER-SNEDECOR

p=0.95

na\ n1

7

10

12

20

40

60

100

© 00 N O O b~ 0N

O A W N NNINNDNDNDN NN NIERERR R R P B P B
O O O © ® N o O b WNP O O ® N O 0 WN R O

120

18.51
10.13
7.71
6.61
5.99
5.59
5.32
5.12
4.96
4.84
475
4.67
460
454
4.49
4.45
441
438
435
432
430
428
426
4.24
423
421
4.20
4.18
417
4.08
4.00
3.92
3.84

19.00
9.55
6.94
5.79
5.14
474
4.46
4.26
4.10
3.98
3.89
3.81
3.74
3.68
3.63
3.59
355
3.52
3.49
3.47
3.44
3.42
3.40
3.39
3.37
3.35
3.34
3.33
3.32
3.23
3.15
3.07
3.00

19.16
9.28
6.59
541
4.76
4.35
4.07
3.86
3.71
3.59
3.49
3.41
3.34
3.29
3.24
3.20
3.16
3.13
3.10
3.07
3.05
3.03
3.01
2.99
2.98
2.96
2.95
2.93
2.92
2.84
2.76
2.68
2.61

19.25
9.12
6.39
5.19
4.53
4.12
3.84
3.63
3.48
3.36
3.26
3.18
3.11
3.06
3.01
2.96
2.93
2.90
2.87
2.84
2.82
2.80
2.78
2.76
2.74
2.73
271
2.70
2.69
2.61
2.53
2.45
2.37

19.30
9.01
6.26
5.05
4.39
3.97
3.69
3.48
3.33
3.20
3.11
3.03
2.96
2.90
2.85
2.81
2.77
2.74
271
2.68
2.66
2.64
2.62
2.60
2.59
2.57
2.56
2.55
2.53
2.45
2.37
2.29
2.21

19.33
8.94
6.16
4.95
4.28
3.87
3.58
3.37
3.22
3.09
3.00
2.92
2.85
2.79
2.74
2.70
2.66
2.63
2.60
2.57
2.55
2.53
251
2.49
2.47
2.46
2.45
2.43
2.42
2.34
2.25
2.18
2.10

19.35
8.89
6.09
4.88
4.21
3.79
3.50
3.29
3.14
3.01
291
2.83
2.76
2.71
2.66
2.61
2.58
2.54
251
2.49
2.46
2.44
2.42
2.40
2.39
2.37
2.36
2.35
2.33
2.25
2.17
2.09
2.01

19.37
8.85
6.04
4.82
4.15
3.73
3.44
3.23
3.07
2.95
2.85
2.77
2.70
2.64
2.59
2.55
2.51
2.48
2.45
2.42
2.40
2.37
2.36
2.34
2.32
231
2.29
2.28
2.27
2.18
2.10
2.02
1.94

19.40
8.79
5.96
4.74
4.06
3.64
3.35
3.14
2.98
2.85
2.75
2.67
2.60
2.54
2.49
2.45
241
2.38
2.35
2.32
2.30
2.27
2.25
2.24
2.22
2.20
2.19
2.18
2.16
2.08
1.99
191
1.83

19.41
8.74
5.91
4.68
4.00
3.57
3.28
3.07
291
2.79
2.69
2.60
2.53
2.48
2.42
2.38
2.34
231
2.28
2.25
2.23
2.20
2.18
2.16
2.15
2.13
2.12
2.10
2.09

2.0
1.92
1.83
1.75

19.45
8.66
5.80
4.56
3.87
3.44
3.15
2.94
2.77
2.65
2.54
2.46
2.39
2.33
2.28
2.23
2.19
2.16
2.12
2.10
2.07
2.05
2.03
2.01
1.99
1.97
1.96
1.94
1.93
1.84
1.75
1.66
1.57

19.47
8.59
5.72
4.46
3.77
3.34
3.04
2.83
2.66
2.53
2.43
2.34
2.27
2.20
2.15
2.10
2.06
2.03
1.99
1.96
1.94
191
1.89
1.87
1.85
1.84
1.82
181
1.79
1.69
1.59
1.50
1.40

19.48
8.57
5.69
4.43
3.74
3.30
3.01
2.79
2.62
2.49
2.38
2.30
2.22
2.16
2.11
2.06
2.02
1.98
1.95
1.92
1.89
1.86
1.84
1.82
1.80
1.79
1.77
1.75
1.74
1.64
1.53
1.43
1.32

19.49
8.55
5.66
4.41
3.71
3.27
2.97
2.76
2.59
2.46
2.35
2.26
2.19
2.12
2.07
2.02
1.98
1.94
191
1.88
1.85
1.82
1.80
1.78
1.76
1.74
1.73
1.71
1.70
1.59
1.48
1.37
1.25

19.50
8.53
5.63
4.37
3.67
3.23
2.93
271
2.54
241
2.30
221
2.13
2.07
2.01
1.96
1.92
1.88
1.84
181
1.78
1.76
1.73
1.71
1.69
1.67
1.65
1.64
1.62
151
1.39
1.26
1.03

Le fractile f,,, n2p

est tel QUéP(an,nz < fnhnzap) =D
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156 Annexe C — Tables numériques

Fractiles de la loi de HSHER-SNEDECOR (suite)

p =0.975

na\ n1 1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 20 40 60| 100| oo
21/ 38.51| 39.00] 39.17| 39.25| 39.30| 39.33| 39.36| 39.37| 39.40| 39.41| 39.45| 39.47| 39.48| 39.49| 39.50
31| 17.44|16.04| 15.44| 15.10| 14.88| 14.73| 14.62| 14.54| 14.42| 14.34| 14.17| 14.04| 13.99| 13.96| 13.90
41/12.22|10.65| 9.98| 9.60| 9.36| 9.20| 9.07| 8.98| 8.84| 8.75| 8.56| 8.41| 8.36| 8.32| 8.26
51/ 10.01| 8.43| 7.76| 7.39| 7.15| 6.98| 6.85| 6.76| 6.62| 6.52| 6.33| 6.18| 6.12| 6.08| 6.02
6| 8.8l| 7.26] 6.60| 6.23| 5.99| 5.82| 5.70| 5.60| 5.46| 5.37| 5.17| 5.01| 4.96| 4.92| 4.85
7| 8.07| 6.54| 5.89| 5.52| 5.29| 5.12| 4.99| 4.90| 4.76| 4.67| 4.47| 4.31| 4.25| 4.21| 4.14
8|| 7.57| 6.06| 5.42| 5.05| 4.82| 4.65| 4.53| 4.43| 4.30| 4.20| 4.00| 3.84| 3.78| 3.74| 3.67
9| 7.21| 5.71| 5.08| 4.72| 4.48| 4.32| 4.20| 4.10| 3.96| 3.87| 3.67| 3.51| 3.45| 3.40| 3.33
10|| 6.94| 5.46| 4.83| 4.47| 4.24| 4.07| 3.95| 3.85| 3.72| 3.62| 3.42| 3.26| 3.20| 3.15| 3.08
11| 6.72| 5.26| 4.63| 4.28| 4.04| 3.88| 3.76| 3.66| 3.53| 3.43| 3.23| 3.06| 3.00| 2.96| 2.88
12|| 6.55| 5.10| 4.47| 4.12| 3.89| 3.73| 3.61| 3.51| 3.37| 3.28| 3.07| 2.91| 2.85| 2.80| 2.73
13|| 6.41| 4.97| 4.35| 4.00| 3.77| 3.60| 3.48| 3.39| 3.25| 3.15| 2.95| 2.78| 2.72| 2.67| 2.60
14|l 6.30| 4.86| 4.24| 3.89| 3.66| 3.50| 3.38| 3.29| 3.15| 3.05| 2.84| 2.67| 2.61| 2.56| 2.49
15|| 6.20| 4.77| 4.15| 3.80| 3.58| 3.41| 3.29| 3.20| 3.06| 2.96| 2.76| 2.59| 2.52| 2.47| 2.40
16|| 6.12| 4.69| 4.08| 3.73| 3.50| 3.34| 3.22| 3.12| 2.99| 2.89| 2.68| 2.51| 2.45| 2.40| 2.32
17| 6.04| 4.62| 4.01| 3.66| 3.44| 3.28| 3.16| 3.06| 2.92| 2.82| 2.62| 2.44| 2.38| 2.33| 2.25
18|| 5.98| 4.56| 3.95| 3.61| 3.38| 3.22| 3.10| 3.01| 2.87| 2.77| 2.56| 2.38| 2.32| 2.27| 2.19
19| 5.92| 4.51| 3.90| 3.56| 3.33| 3.17| 3.05| 2.96| 2.82| 2.72| 2.51| 2.33| 2.27| 2.22| 2.13
20| 5.87| 4.46| 3.86| 3.51| 3.29| 3.13| 3.01| 2.91| 2.77| 2.68| 2.46| 2.29| 2.22| 2.17| 2.09
21| 5.83| 4.42| 3.82| 3.48| 3.25| 3.09| 2.97| 2.87| 2.73| 2.64| 2.42| 2.25| 2.18| 2.13| 2.04
22| 5.79| 4.38| 3.78| 3.44| 3.22| 3.05| 2.93| 2.84| 2.70| 2.60| 2.39| 2.21| 2.14| 2.09| 2.00
23|| 5.75| 4.35| 3.75| 3.41| 3.18| 3.02| 2.90| 2.81| 2.67| 2.57| 2.36| 2.18| 2.11| 2.06| 1.97
24| 5.72| 4.32| 3.72| 3.38| 3.15| 2.99| 2.87| 2.78| 2.64| 2.54| 2.33| 2.15| 2.08| 2.02| 1.94
25|| 5.69| 4.29| 3.69| 3.35| 3.13| 2.97| 2.85| 2.75| 2.61| 2.51| 2.30| 2.12| 2.05| 2.00| 1.91
26| 5.66| 4.27| 3.67| 3.33| 3.10| 2.94| 2.82| 2.73| 2.59| 2.49| 2.28| 2.09| 2.03| 1.97| 1.88
27| 5.63| 4.24| 3.65| 3.31| 3.08| 2.92| 2.80| 2.71| 2.57| 2.47| 2.25| 2.07| 2.00| 1.94| 1.85
28| 5.61| 4.22| 3.63| 3.29| 3.06| 2.90| 2.78| 2.69| 2.55| 2.45| 2.23| 2.05| 1.98| 1.92| 1.83
29| 5.59| 4.20| 3.61| 3.27| 3.04| 2.88| 2.76| 2.67| 2.53| 2.43| 2.21| 2.03] 1.96/ 1.90| 1.81
30| 5.57| 4.18| 3.59| 3.25| 3.03| 2.87| 2.75| 2.65| 2.51| 2.41| 2.20| 2.01] 1.94| 1.88| 1.79
40|| 5.42| 4.05| 3.46| 3.13| 2.90| 2.74| 2.62| 2.53| 2.39| 2.29| 2.07| 1.88| 1.80| 1.74| 1.64
60|| 5.29| 3.93| 3.34| 3.01| 2.79| 2.63| 2.51| 2.41| 2.27| 2.17| 1.94| 1.74| 1.67| 1.60| 1.48
120|| 5.15| 3.80| 3.23| 2.89| 2.67| 2.52| 2.39| 2.30| 2.16| 2.05| 1.82| 1.61| 1.53| 1.45| 1.31
oo || 5.03| 3.69| 3.12| 2.79| 2.57| 2.41| 2.29] 2.19| 2.05| 1.95| 1.71| 1.49| 1.39| 1.30| 1.04




C.4 — Loi deFISHER-SNEDECOR

Fractiles de la loi de HSHER-SNEDECOR (suite et fin)

p=0.99

na\ n1 1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 20 40 60| 100| oo
21/ 98.50( 99.00] 99.17| 99.25| 99.30| 99.33| 99.36| 99.37| 99.40| 99.42| 99.45| 99.47| 99.48| 99.49| 99.50
31| 34.12| 30.82| 29.46| 28.71| 28.24| 27.91| 27.67| 27.49| 27.23| 27.05| 26.69| 26.41| 26.32| 26.24| 26.13
41| 21.20|18.00| 16.69| 15.98| 15.52| 15.21| 14.98| 14.80| 14.55| 14.37| 14.02| 13.75| 13.65| 13.58| 13.46
51| 16.26| 13.27| 12.06| 11.39| 10.97| 10.67| 10.46| 10.29| 10.05| 9.89| 9.55| 9.29| 9.20| 9.13| 9.02
61/ 13.75/10.92| 9.78| 9.15| 8.75| 8.47| 8.26| 8.10| 7.87| 7.72| 7.40| 7.14| 7.06| 6.99| 6.88
71|/12.25| 9.55| 8.45| 7.85| 7.46| 7.19| 6.99| 6.84| 6.62| 6.47| 6.16| 5.91| 5.82| 5.75| 5.65
8|/ 11.26| 8.65| 7.59| 7.01| 6.63| 6.37| 6.18| 6.03| 5.81| 5.67| 5.36| 5.12| 5.03| 4.96| 4.86
91/ 10.56| 8.02| 6.99| 6.42| 6.06| 5.80| 5.61| 5.47| 5.26| 5.11| 4.81| 4.57| 4.48| 4.41| 431
10|/ 10.04| 7.56| 6.55| 5.99| 5.64| 5.39| 5.20| 5.06| 4.85| 4.71| 4.41| 4.17| 4.08| 4.01| 3.91
11| 9.65| 7.21| 6.22| 5.67| 5.32| 5.07| 4.89| 4.74| 4.54| 4.40| 4.10| 3.86| 3.78| 3.71| 3.60
12|| 9.33| 6.93| 5.95| 5.41| 5.06| 4.82| 4.64| 4.50| 4.30| 4.16| 3.86| 3.62| 3.54| 3.47| 3.36
13|| 9.07| 6.70| 5.74| 5.21| 4.86| 4.62| 4.44| 4.30| 4.10| 3.96| 3.66| 3.43| 3.34| 3.27| 3.17
14|l 8.86| 6.51| 5.56| 5.04| 4.69| 4.46| 4.28| 4.14| 3.94| 3.80| 3.51| 3.27| 3.18| 3.11| 3.01
15|| 8.68| 6.36| 5.42| 4.89| 4.56| 4.32| 4.14| 4.00| 3.80| 3.67| 3.37| 3.13| 3.05| 2.98| 2.87
16|l 8.53| 6.23| 5.29| 4.77| 4.44| 4.20| 4.03| 3.89| 3.69| 3.55| 3.26| 3.02| 2.93| 2.86| 2.75
17|l 8.40| 6.11| 5.18| 4.67| 4.34| 4.10| 3.93| 3.79| 3.59| 3.46| 3.16| 2.92| 2.83| 2.76| 2.65
18| 8.29| 6.01| 5.09| 4.58| 4.25| 4.01| 3.84| 3.71| 3.51| 3.37| 3.08| 2.84| 2.75| 2.68| 2.57
19| 8.18| 5.93| 5.01| 4.50| 4.17| 3.94| 3.77| 3.63| 3.43| 3.30| 3.00{ 2.76| 2.67| 2.6| 2.49
20| 8.10| 5.85| 4.94| 4.43| 4.10| 3.87| 3.70| 3.56| 3.37| 3.23| 2.94| 2.69| 2.61| 2.54| 2.42
21| 8.02| 5.78| 4.87| 4.37| 4.04| 3.81| 3.64| 3.51| 3.31| 3.17| 2.88| 2.64| 2.55| 2.48| 2.36
22| 7.95| 5.72| 4.82| 4.31| 3.99| 3.76| 3.59| 3.45| 3.26| 3.12| 2.83| 2.58| 2.50| 2.42| 2.31
23|| 7.88| 5.66| 4.76] 4.26| 3.94| 3.71| 3.54| 3.41| 3.21| 3.07| 2.78| 2.54| 2.45| 2.37| 2.26
24| 7.82| 5.61| 4.72| 4.22| 3.90| 3.67| 3.50| 3.36| 3.17| 3.03| 2.74| 2.49| 2.40| 2.33| 2.21
25| 7.77| 5.57| 4.68| 4.18| 3.85| 3.63| 3.46| 3.32| 3.13| 2.99| 2.70| 2.45| 2.36| 2.29| 2.17
26| 7.72| 5.53| 4.64| 4.14| 3.82| 3.59| 3.42| 3.29| 3.09| 2.96| 2.66| 2.42| 2.33| 2.25| 2.13
27| 7.68| 5.49| 4.60| 4.11| 3.78| 3.56| 3.39| 3.26| 3.06| 2.93| 2.63| 2.38] 2.29| 2.22| 2.10
28| 7.64| 5.45| 4.57| 4.07| 3.75| 3.53| 3.36| 3.23| 3.03| 2.90| 2.60| 2.35| 2.26| 2.19| 2.07
29| 7.60| 5.42| 4.54| 4.04| 3.73| 3.50| 3.33| 3.20| 3.00| 2.87| 2.57| 2.33] 2.23| 2.16| 2.04
30| 7.56| 5.39| 4.51| 4.02| 3.70| 3.47| 3.30| 3.17| 2.98| 2.84| 2.55| 2.30| 2.21| 2.13| 2.01
40| 7.31] 5.18| 4.31| 3.83| 3.51| 3.29| 3.12| 2.99| 2.80| 2.66| 2.37| 2.11] 2.02| 1.94| 1.81
60|| 7.08| 4.98| 4.13| 3.65| 3.34| 3.12| 2.95| 2.82| 2.63| 2.50| 2.20| 1.94| 1.84| 1.75| 1.60
120|| 6.85| 4.79| 3.95| 3.48| 3.17| 2.96| 2.79| 2.66| 2.47| 2.34| 2.03| 1.76| 1.66| 1.56| 1.38
oo || 6.64| 4.61| 3.78| 3.32| 3.02| 2.80| 2.64| 2.51| 2.32| 2.19| 1.88| 1.59| 1.48| 1.36| 1.05
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