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[a; b]
Õ�Ê�ÜÄÊ�Ô\Òiçiãmì_ÚÄÚÛÒ�ÖGØ_à5ÙvìDÖyÔIÞ'Ò

R é Ø_Ê�ìGÙ'ÙhÒiÚÄÚÛÒ �õÏvü�(Àú 	*ú��õúâÎ_ÿ Þ'Ò
[a; b]

ÒiÓiÔ�Õ�ÊYÒHÙhì_çiÔÈÜ�Ò�èOÊhÜ�Ò�Þ�Ò
[a; b]

ÖcØ�Ê�Ô\ÒiÊ/ì_Ê/Ô
a
Ò�Ô
b
ñ ò Ü

σ
ÒGÓ�ÔHÕ�Ê�Ò�ÓGÕhálÞ�Ü4ãkÜ4ÓGÜåØ_ÊîÖcØ_Ê�Ô\Ò�Ê/ì_Ê�Ô

n + 1
ÙvØ�Ü4Ê�ÔÄÓ 


n > 1
�uØ_Ê çõì�Ê�ô'Ò�Õ�ÓGÕhÒiÚÄÚÛÒià�ÒiÊ/Ô¦ÚâÒGÓïÝ�ÚÛÝià�ÒiÊ/ÔÄÓïÞ�Ò

σ
Ùvì�çØ_çlÞ_çcÒ�Ö�çlØ_Ü+ÓGÓ�ì_Ê/Ô�Ò�Ô�Ø�ÊóÝcÖ�çGÜÈÔ

σ = {x0, x1, . . . , xn}
ì_ã_ÒlÖ

x0 = a é xn = b
Ò�Ô
xi−1 < xi

ÙvØ_Õ*ç�Ô�Ø_ÕÀÔOÜjÊYØ_Ê Ê�Õ�Úâñ
¼�½h¾À¿4Áz¿+Â$¿ÄÃ�ÁÆÅ9%$ÇÈÅvÇ��ò Ø_ÜÈÔ

σ = {x0, x1, . . . , xn}
Õ�Ê�ÒRÓiÕvácÞ_ÜÄãkÜ+ÓiÜÈØ�Ê Þ'Ò

[a; b] é Ø_ÊóìGÙDÙ�ÒiÚÄÚÛÒHÙvì_Ó�Þ�ÒRÚÛì�ÓGÕhálÞ_ÜÄãkÜ4ÓGÜåØ_Ê ÚâÒ�Ê/Ø_à�áiçcÒ
h = sup{|xi − xi−1| ; 1 6 i 6 n}
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K Ê ÚâÒ�Ê/Ø�Ô\Òiçlì�ÜÈÖ�Ü
δ(σ)

ñ
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σ
Ò�Ô
σ′
Þ'ÒiÕ98 ÓGÕhálÞ�Ü4ãkÜ4ÓGÜåØ_ÊvÓ�Þ'Ò

[a; b]
ñ K Ê�Þ�ÜÄÔ ê ÕvÒ σ′ ÒGÓ�Ô$ÙYÚ]Õ�ÓjèOÊYÒ ê ÕvÒ σ Ú
Ø�çcÓ ê ÕvÒ σ ÒGÓiÔ?ÖcØ_Ê/Ô\ÒiÊhÕhÒ�Þ'ì_ÊvÓ

σ′
ñ

� 	��I�6����� 	 � - ú σ1
Ñ�ø
σ2

�lÎ_ÿ*ø (vÑ�Ï�� �õÏvü (Àú 	*ú��õúâÎ_ÿ�� �'ÏhÑ�þâöyÎ_ÿ ��ÏhÑ��H(vÑ
[a; b] / σ = σ1 ∪ σ2

Ñ��õøZÏvÿhÑ³øõÍlÎ_ú��õú�L�÷ïÑ
�õÏvü (Àú 	�ú��lúâÎ_ÿ (vÑ

[a; b]
ÐvþÛÏ�� 
hÿhÑ���ÏhÑ

σ1
Ñ�ø
σ2 2
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[a; b]
Õ�Ê�ÜÄÊ�Ô\Òiçiãmì_ÚÄÚÛÒ�ÖGØ_à5ÙvìDÖkÔ�Þ'Ò

R é ÒyÔ f Õ*ÊYÒ�ìGÙ'Ù/Ú]ÜåÖcìDÔÈÜÈØ_ÊóÞ'Ò
[a; b]

ÞDì_ÊvÓ
E é Ø_Ê�Þ_ÜÄÔ ê ÕhÒ f ÒGÓ�ÔIÒiÊæÒGÓyÖcì_Ú<Ü�ÒiçRÓGÕ*ç

[a; b]
ÚÛØ_çGÓ ê ÕOß ÜÄÚOÒ.8_Ü4ÓiÔ\Ò�Õ*ÊYÒ�ÓGÕhálÞ_ÜÄãkÜ4ÓGÜåØ_Ê σ = {x0, x1, . . . , xn}

Þ'Ò
[a; b]

Ô\ÒiÚÄÚÛÒ ê ÕhÒ f Ó�Ø_ÜÈÔ¦ÖcØ�ÊvÓiÔ�ì_Ê/Ô\Ò�ÓGÕ*çZÖJ**ìDÖ�Õ*Ê Þ'ÒGÓÜÄÊ�Ô\Òiçiãmì_ÚÄÚÛÒGÓ
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fi
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f
ñ K Ê Ê/Ø�Ô\Òiçlì��

([a; b], E)
Úlß Ò�ÊvÓyÒià�áiÚâÒ�Þ'ÒGÓE�yØ_Ê/ÖyÔÈÜåØ_ÊvÓ�ÒiÊæÒGÓyÖcì_Ú<ÜåÒ�çcÓRÓiÕ�çRÚlß ÜÄÊ�Ô\Òiçiãmì_ÚÄÚÛÒ

[a; b]
ñ

� 	��I�6����� 	 � � �~Ñ�� 	Dù2þâÑ�ÏvÍ�� (vÑ
f
ù2Ï�� Ð�Î_úÛÿ�ø�� (vÑ�þ+ù �õÏvü (Àú 	�ú��lúâÎ_ÿ ÿ��LÎ_ÿ*ø�ù2Ïhö�ÏvÿóúÛÿ�ølý�Í ��ø)(hù2ÿ��7þ+ù ÐvÍcù2øõú���ÏhÑ / úÛþ >Ñ�ÿ ù2Ï ÐvþÛÏ��

n+ 1 / (vÎ_ÿhö f([a; b]
<HùZù2Ï ÐvþÛÏ��

2n+ 1
ý�þâý�÷ïÑ�ÿ�ø��5Ñ�øHÏvÿhÑ7ûÈÎ_ÿhö�øõúâÎ_ÿ Ñ�ÿuÑ��lökù2þÛúâÑ�ÍëÑ��õøHü�Î_ÍõÿhýyÑ 2

� 	��I�6����� 	 � � - ú σ Ñ��lø�ÏvÿhÑI�õÏvü (Àú 	*ú��õúâÎ_ÿ ù ���lÎ*ö�úâýyÑ � f / ù2þâÎ_Í���ølÎ_ÏvølÑ��õÏvü�(Àú 	*ú��õúâÎ_ÿ σ′ ÐvþÛÏ�� 
hÿhÑëÑ��lø�ù2Ï����õú/ù � �lÎ�ö�úâýyÑ�
f 2
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([a; b], E)
ÒGÓ�Ô�Õ*Ê

K
��ÒGÓ\ÙvìDÖiÒ�ã2ÒlÖyÔ�Ø�çGÜ�ÒiÚ é Ò�Ô�� ([a; b],K)

ÒiÓiÔ�Õ�ÊYÒ
K
��ì_Ú ô�íkáiçcÒkñ
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(hù2ÿ��
E
Ñ�ø
σ
ÏvÿhÑ1�lÏvü�(Àú 	*ú��õúâÎ_ÿóù ���lÎ*ö�úâýyÑ

�
f / Î_ÿsÿhÎ_ølÑ�Ícù � I(f, σ) =

n∑

k=1

(xk − xk−1)fk 2 � �LÑ��õø¦Ïvÿuý�þâý�÷ïÑ�ÿ*ø�(vÑ E 2
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f
Õ�Ê�Ò��yØ_Ê/ÖyÔÈÜåØ_ÊsÒiÊ ÒGÓyÖcì_Ú<Ü�ÒiçëÞ'Ò

[a; b]
ÞDì_ÊvÓ

E
ñ ��ÒIã2ÒcÖyÔ\ÒiÕ*ç

I(f, σ)
ÒGÓ�Ô$Ü4ÊYÞ'Ý\ÙhÒ�Ê/ÞDì_Ê�Ô�Þ'ÒIÚÛìRÓiÕvácÞ_ÜÄãkÜ+ÓiÜÈØ�Ê

σ
ì2ÓGÓ�Ø;ÖyÜåÝGÒ

	
f
ñ

¼�½h¾À¿4Áz¿+Â$¿ÄÃ�ÁÆÅ9%$ÇÈÅvÇ��ò Ø_ÜÈÔ
f
Õ*ÊYÒ5��Ø_ÊYÖyÔÈÜÈØ�Ê ÒiÊ¡ÒGÓ�ÖGì_Ú]Ü�Òiç Þ�Ò

[a; b]
ÞDì_ÊvÓ

E é Ø_Ê¡ìGÙDÙ�ÒiÚ4ÚâÒuÜ4Ê�Ô\Ý\ô_çlì_ÚâÒuÞ'Ò
f
ÓGÕ*ç

[a; b]
ÒyÔ�Úlß Ø_Ê Ê/Ø�Ô\Ò ∫ b

a
f
Ø_Õ

∫ b

a
f(x) dx

Úlß ÝiÚâÝià�ÒiÊ�ÔIÞ'Ò
E
Þ'ÝÄèOÊ�Ü�Ùhì_ç ∫ b

a
f = I(f, σ)

ÙhØ_Õ�çRÕ*ÊYÒ�ÓGÕhálÞ�Ü4ãyÓiÜÈØ�Ê
σ
Þ'Ò

[a; b]
ì2ÓGÓ�Ø;ÖyÜåÝGÒ5	

f
ñ

� 	��I�6����� 	 � � ÿ ÿhÎ_ølÑ�Ícù �'ÏhÑ6þ�� úÛÿ*ølý�Ë�Ícù2þâÑ (vÑ f ÿhÑ (vý�ÐYÑ�ÿ�( Ð�ù � (vÑ�� 	Dù2þâÑ�ÏvÍ�� (vÑ f ù2Ï��³ÐYÎ_úÛÿ*ø�� (vÑ6þ+ù;�õÏvü�(Àú 	*ú��õúâÎ_ÿö 'hÎ_ú��õúâÑ7ÐYÎ_ÏvÍI�cÎ_ÿuökù2þâö�Ïvþ 2
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f
Õ*ÊYÒ�ìiÙDÙ/Ú<ÜÈÖGì�ÔÈÜÈØ�Ê Þ'Ò

[a; b]
ÞDì�ÊvÓ

E
Ò�Ô
c
Õ*Ê�ÙvØ�Ü4Ê�Ô�Þ'Ò

]a; b[
ñ
f
ÒGÓiÔ�ÒiÊ�ÒGÓ�ÖGì_Ú]Ü�Òiç5ÓGÕ*ç

[a; b]
� ��


f
ÒGÓiÔ�Ò�Ê ÒGÓ�ÖGì_Ú<ÜåÒiç

ÓGÕ*ç
[a; c]

Ò�Ô
[c; b]

ñ K Ê�ì³ì_ÚÛØ_çcÓ ∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f
ñ

354~½�Ã6��7���	 Å9%$ÇÈÅvÇGF ���O¿ÄÁ~½ �6�$¿4Â$½,�
��ß ÜÄÊ�Ô\Ý�ô_çlì_ÚâÒ�ÒiÓiÔ¦Õ*ÊYÒ³ìGÙDÙYÚ]ÜåÖcì�ÔÈÜåØ_ÊäÚ]ÜÄÊYÝcì_Ü4çcÒ�Þ'Ò��

([a; b], E)
ÞDì_ÊvÓ

K
ñ �¦Ø_Õ�ç Ô�Ø_Õ*Ô

λ
ÞDì_ÊvÓ

K
Ò�Ô5Ô�Ø�Õ*Ô6ÖcØ_Õ;Ù/ÚâÒ

(f, g)
Þ'Ò

�yØ_Ê/ÖyÔÈÜåØ_ÊvÓ�ÒiÊ�ÒGÓ�ÖGì_Ú]Ü�Òiç � ∫ b

a
(f + g) =

∫ b

a
f +

∫ b

a
g
Ò�Ô ∫ b

a
λf = λ

∫ b

a
f
ñ

354~½�Ã6��7���	 Å9%$ÇÈÅvÇ�� ��� ����Ã6���vÂ$¿4Ã�Á6�ò Ø_ÜÈÔ
f
Þ'ì_ÊvÓ��

([a; b], E) é ‖f‖ ÒGÓiÔIÞDì_ÊhÓ�� ([a; b],R)
ì�ã2ÒlÖ � ∥∥

∥

∫ b

a
f
∥
∥
∥ 6

∫ b

a
‖f‖ ñ
 N



�7Ã��/Ã
��� ��¿M� 	 � - Î_úÛø f (hù2ÿ�� �
([a; b], E)

Ñ�ø
M

Ïvÿs÷�ù 	�Î_Ícù2ÿ*ø�(vÑ ‖f‖ �õÏvÍ
[a; b] / Î_ÿ ù � ∥∥∥∫ b

a
f
∥
∥
∥ 6 M(b− a) 2

354~½�Ã6��7���	 Å9%$ÇÈÅvÇ������ëÃ
�;¿4Â$¿ ��¿4Â$½,�ò Ø_ÜÈÔ
f
Õ*ÊYÒE��Ø�Ê/ÖyÔÈÜåØ_Ê Ê�Õ�à�ÝiçiÜ ê ÕvÒ¦ÙhØ2ÓGÜÈÔÈÜ4ã_Ò�ÒiÊ�ÒGÓyÖcì_Ú<ÜåÒ�çRÓGÕ*ç [a; b] é Ø_Êóì � ∫ b

a
f > 0

ñ
�7Ã��/Ã
��� ��¿M� 	 � - Î_úÛø f Ñ�ø g (hù2ÿ�� �

([a; b],R)
ù!	'Ñyö

f 6 g / Î_ÿ ù � ∫ b

a
f 6

∫ b

a
g 2
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hÿvúâÑ���(�� Ïvÿ úÛÿ�ølÑ�Í 	Dù2þÛþâÑ�öyÎ_÷ZÐ�ù_ö�ø

[a; b]
(vÑ

R
�

	Dù2þâÑ�ÏvÍ�� (hù2ÿ��
R 2
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f
Þ'ÝÄèOÊ�ÜåÒ�Þ'Ò

[a; b]
ÞDì_ÊvÓ

R
ÒiÓiÔ�Þ�ÜÄÔ\Ò�úÛÿ*ølý�Ë�Ícù2üvþâÑ�ÓGÕ*ç

[a; b]
ÓiÜC�

∀ε > 0 ∃(g, h) ∈ � ([a; b],R) g 6 f 6 h
Ò�Ô ∫ b

a

(h− g) 6 ε

��ß ÒiÊvÓkÒià�áiÚâÒ�Þ'ÒiÓE��Ø_ÊYÖyÔÈÜÈØ�ÊvÓ6ÜÄÊ�Ô\Ý\ô_çlì'áiÚâÒGÓRÓGÕ*ç
[a; b]

ÓkÒiçlìïÊYØ�Ô\Ý �
([a; b],R)

ñ
���������YÂ$½��$¿ ���vÂ$¿4Ã�Á � �5ÿhÑ6ûåÎ_ÿhö�øõúâÎ_ÿ

f
(vý 
hÿvúâÑ)(vÑ

[a; b]
(hù2ÿ��

R
Ñ��løHúÛÿ�ølý�Ë�Ícù2üvþâÑ)�lÏvÍ

[a; b]
�õú / Ñ�øI�lÑ�ÏvþâÑ�÷ïÑ�ÿ*ø��õú �

∀ε > 0 ∃(ϕ, θ) ∈ � ([a; b],R) |f − ϕ| 6 θ
Ñ�ø ∫ b

a

θ 6 ε

� 	��I�6����� 	 � � �zù (vý 
hÿvúÛøõúâÎ_ÿ×Ñ��õø�ÐvÍlÎ_ÐvÍlÑuù2Ï×ökù � (vÑ���ûåÎ_ÿhö�øõúâÎ_ÿ�� � 	Dù2þâÑ�ÏvÍ���ÍlýyÑ�þÛþâÑ�� ��Î_ÿ ÏvøõúÛþÛú��lÑ³þ+ù �õøõÍõÏhö�øõÏvÍlÑÎ_Í�(vÎ_ÿvÿhýyÑ (vÑ
R
ÐYÎ_ÏvÍIÑ�ÿhökù (ÀÍlÑ�Í�þ+ù�ûåÎ_ÿhö�øõúâÎ_ÿ

f 2 �zù�ökù2Ícù_ö�ølý�Íõú��Gù2øõúâÎ_ÿuÑ��õø�ÐvþÛÏ��?ËDý�ÿhý�Ícù2þâÑ6Ñ�ø�Ð�Ñ�Ïvø ��øõÍlÑ5ÏvøõúÛþÛú��lýyÑ5ÐYÎ_ÏvÍ (vÑ��ûåÎ_ÿhö�øõúâÎ_ÿ�� ��	Dù2þâÑ�ÏvÍ��I(hù2ÿ��I(�� ù2ÏvøõÍlÑ��ëÑ��lÐ�ù_öyÑ�� 2
� 	��I�6����� 	 � �~Ñ�� ûÈÎ_ÿhö�øõúâÎ_ÿ�� Ñ�ÿ Ñ��lökù2þÛúâÑ�Í��lÎ_ÿ�ø³ü�Î_ÍõÿhýyÑ�� / (vÎ_ÿhö ÏvÿhÑ ûÈÎ_ÿhö�øõúâÎ_ÿ úÛÿ*ølý�Ë�Ícù2üvþâÑ / Ñ�ÿhökù (ÀÍlýyÑ Ð�ù2Í (vÑ��ûåÎ_ÿhö�øõúâÎ_ÿ��¦Ñ�ÿ Ñ��lökù2þÛúâÑ�ÍëÑ��lø¦ý�Ë'ù2þâÑ�÷ïÑ�ÿ�ø¦ü�Î_ÍõÿhýyÑ 2

¶ ��·M@�·�@ �?B � � $ %D" 	 &
��ÃzÂ �vÂ�¿ÄÃ�Á � - Î_úÛø f ÏvÿhÑRûÈÎ_ÿhö�øõúâÎ_ÿ ÿ�Ïv÷ïý�Íõú���ÏhÑ5(vý 
hÿvúâÑ�Ñ�ø¦üYÎ_ÍõÿhýyÑ5�õÏvÍ

[a; b] / Î_ÿ ÿhÎ_ølÑ�Ícù m Ñ�ø
M

(vÑ�Ï��sÍlýyÑ�þ��¦ølÑ�þ��
��ÏhÑ / ÐYÎ_ÏvÍIølÎ_Ïvø x (vÑ

[a; b]
�
m 6 f(x) 6 M 2

� ÿóÐ�Î9�lÑZù2þâÎ_Í�� � −(f) = {g ∈ �
([a; b],R) ; g 6 f} Ñ�ø � +(f) = {h ∈ �

([a; b],R)/h > f} 2 �?Ñ���Ñ�ÿ��lÑ�÷�üvþâÑ���lÎ_ÿ*ø�ÿhÎ_ÿ 	*ú�(vÑ���ökù2Í�úÛþ���öyÎ_ÿ*øõúâÑ�ÿvÿhÑ�ÿ*ø�ÍlÑ��õÐ�Ñyö�øõú 	'Ñ�÷ïÑ�ÿ*øRþâÑ��RûåÎ_ÿhö�øõúâÎ_ÿ���öyÎ_ÿ��õøcù2ÿ*ølÑ��5(vÑ 	Dù2þâÑ�ÏvÍ��
m
Ñ�ø
M 26- Î_úÛø g (hù2ÿ��

�
−(f) / Î_ÿ ù � g 6 M

(vÎ_ÿhö ∫ b

a
g 6 M(b − a) 2 � �LÑ�ÿ��lÑ�÷�üvþâÑ {∫ b

a
g ; g ∈ � −(f)} Ñ��õø¦÷�ù 	õÎ_Ílý 0 úÛþ�ù (À÷ïÑ�ø5ÏvÿhÑ�ü�Î_ÍõÿhÑ�õÏvÐ�ý�ÍõúâÑ�ÏvÍlÑ�ÿhÎ_ølýyÑ

I−(f) 2 �7Ñ�÷ ��÷ïÑ�þ��LÑ�ÿ��cÑ�÷�üvþâÑ {
∫ b

a
h ; h ∈ �

+(f)} Ñ��õø7÷ZúÛÿhÎ_Ílý / úÛþOù (À÷ïÑ�øRÏvÿhÑ�üYÎ_ÍõÿhÑ�úÛÿÀûåý�ÍõúâÑ�ÏvÍlÑ
I+(f) 2

� ÿuùïù2þâÎ_Í�� / Ð�Î_ÏvÍHølÎ_Ïvø g (vÑ �
−(f)

Ñ�øHølÎ_Ïvø
h
(vÑ �

+(f) / ∫ b

a
g 6

∫ b

a
h
(vÎ_ÿhö / Ñ�ÿsÐ�ù � �cù2ÿ�ø ��þ+ù�ü�Î_ÍõÿhÑ)�õÏvÐ�ý�ÍõúâÑ�ÏvÍlÑ

þâÎ_Í�� ��ÏhÑ
g
(výyö�ÍõúÛø �

−(f)
ÐvÏvú�� ��þ+ù�ü�Î_ÍõÿhÑRúÛÿÀûåý�ÍõúâÑ�ÏvÍlÑRþâÎ_Í�� ��ÏhÑ

h
(výyö�ÍõúÛø �

+(f) / Î_ÿ ù ∫ b

a
g 6 I−(f) 6 I+(f) 6

∫ b

a
h 2
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[a; b]

ÞDì�ÊvÓ
R é álØ_çiÊYÝcÒ�ÓiÕ�ç [a; b] é ÒGÓ�Ô�ÜÄÊ�Ô\Ý\ô_çlì'áiÚâÒ7ÓiÕ�ç [a; b]

òhò
� I−(f) = I+(f)

ñ
¼�½h¾À¿4Áz¿+Â$¿ÄÃ�ÁÆÅ9%$Ç��YÇ��ò Ø_ÜÈÔ

f
Õ*ÊYÒ���Ø�Ê/ÖyÔÈÜåØ_ÊîÊhÕ�à�ÝiçiÜ ê ÕvÒ Ü4Ê�Ô\Ý\ô_çlì'áiÚâÒ�ÓGÕ*ç [a; b] é Ø�Ê ìiÙDÙhÒiÚÄÚâÒ Ü4Ê�Ô\Ý\ô_çlì_ÚâÒ Þ�Ò f ÓGÕ*ç

[a; b]
Ò�Ô6Úlß Ø_ÊîÊ/ØDÔ\Ò ∫ b

a
f
Ø_Õ

∫ b

a
f(x) dx

ÚÛì�ã2ì_ÚÛÒ�Õ�ç�ÖGØ_à�à�Õ�ÊYÒ�Þ'Ò
I−(f)

Ò�Ô
I+(f)

ñ

 )



¶ ��·M@�·�� � Dj&� !º 	 &�»
354~½�Ã6��7���	 Å9%$Ç��YÇ�� ��¾'Ã�Á �YÂ$¿4Ã�Á � �ëÃ�Á~Ã�Â$Ã�Á 	 � �
�YØ_ÕÀÔ\Ò �yØ_Ê/ÖyÔÈÜåØ_Ê ÊhÕ�à�ÝiçiÜ ê ÕvÒ�àïØ_ÊYØ�Ô�Ø_ÊYÒRÓGÕ*ç [a; b]

ÒiÓiÔOÜÄÊ�Ô\Ý\ô_çlì'áiÚâÒRÓiÕ�ç
[a; b]

ñ
354~½�Ã6��7���	 Å9%$Ç��YÇ&%�����Ã�Á �YÂ$¿4Ã�Á � �YÃ�Á$Â$¿ÄÁ�� 	�� �
�YØ_ÕÀÔ\Ò �yØ_Ê/ÖyÔÈÜåØ_Ê ÊhÕ�à�ÝiçiÜ ê ÕvÒ�ÖGØ_Ê�ÔÈÜÄÊhÕhÒ7ÓiÕ�ç [a; b]

ÒGÓiÔ�Ü4Ê/Ô\Ý�ô_çlì'áiÚâÒ�ÓGÕ*ç
[a; b]

ñ
��� 	 � � 	 �

[a; b]
Ñ��løïöyÎ_÷ZÐ�ù_ö�ø (vÎ_ÿhö

f
Ñ��õøZÏvÿvú
ûåÎ_Íõ÷ïý�÷ïÑ�ÿ�ø öyÎ_ÿ�øõúÛÿ*ÏhÑ��õÏvÍ

[a; b] 2C- Î_úÛø ε > 0 / úÛþ¦Ñ �Àú��õølÑ η > 0ù!	'Ñyö |f(x) − f(y)| 6 ε
�õú |x− y| 6 η 2I- Î_úÛøsù2þâÎ_Í�� n Ñ�ÿ*øõúâÑ�Í ølÑ�þ �'ÏhÑ

b − a < nη / Î_ÿ ÏvøõúÛþÛú��lÑ þ+ù �õÏvü (Àú 	�ú��õúâÎ_ÿ
{

xk = a+ k
b− a

n
; 0 6 k 6 n

} Ñ�øRÎ_ÿ"(vý 
hÿvúÛø
g
Ñ�ø
h
Ñ�ÿóÑ��lökù2þÛúâÑ�Í �õÏvÍ

[a; b]
Ð�ù2Í �

g(xk) = h(xk) = f(xk)
Ð�Î_ÏvÍ

ølÎ_Ïvø
k
Ñ�ø / Ð�Î_ÏvÍ x (hù2ÿ��

]xk−1;xk[ / g(x) = f(xk) − ε / h(x) = f(xk) + ε 2�� ÿ ù h − g 6 2ε
Ñ�ø / Ð�ù2Í�Ïvÿvú
ûÈÎ_Íõ÷ïÑöyÎ_ÿ*øõúÛÿ�ÏvúÛølý (vÑ

f / g 6 f 6 h
(vÎ_ÿhö ∫ b

a
(h− g) 6 2ε(b− a) / öyÑ���Ïvú$ÐvÍlÎ_Ï
	'Ñ7þ�� úÛÿ*ølý�Ë�Ícù2üvúÛþÛúÛølý5(vÑ

f 2

¬���­�� ��" � 
�����¯ ����	�" ��²jµ
� 	 " � ����	�"�µ � �I¯¦´l² ���Yµ ��¯�"�µ ��" ²jµh±�¯ ��² �5² ��� 	!���l²j´ "�	�� � 


�Rù2ÿ��6ølÎ_ÏvøRöyÑ�Ð�ù2Ícù2Ë�Ícù2Ð$'hÑ / E (vý��õúÛË�ÿhÑ�Ïvÿ�Ñ��õÐ�ù_öyÑ�	'Ñyö�ølÎ_ÍõúâÑ�þ�ÿhÎ_Íõ÷ïý (vÑ (ÀúÛ÷ïÑ�ÿ��lúâÎ_ÿ 
hÿvúâÑ �lÏvÍ6þâÑ�öyÎ_ÍõÐ��
K : R Î_Ï

C
< 2 � ÿsÿhÎ_ølÑ�Ícù ‖x‖ þ+ù�ÿhÎ_Íõ÷ïÑ)(vÑ7þ��Lý�þâý�÷ïÑ�ÿ*ø

x
(vÑ
E 2
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f
Þ'ÝÄèOÊ�ÜåÒ�Þ'Ò

[a; b]
ÞDì_ÊvÓRÕ*ÊóÒGÓ\ÙvìDÖiÒ�ã2ÒlÖyÔ�Ø�çGÜ�ÒiÚ~Ê/Ø�çGà�Ý

E
ÒiÓiÔ�Ü4Ê�Ô\Ý\ô_çlì'áiÚâÒ7ÓiÕ�ç

[a; b]
ÓGÜC�

∀ε > 0 ∃ϕ ∈ � ([a; b], E) ∃θ ∈ � ([a; b],R) ‖f − ϕ‖ 6 θ
Ò�Ô ∫ b

a

θ 6 ε

��ß ÒiÊvÓkÒià�áiÚâÒ�Þ'ÒiÓE��Ø_ÊYÖyÔÈÜÈØ�ÊvÓ6ÜÄÊ�Ô\Ý\ô_çlì'áiÚâÒGÓRÓGÕ*ç
[a; b]

ÓkÒiçlìïÊYØ�Ô\Ý �
([a; b], E)

ñ
���������YÂ$½��$¿ ���vÂ$¿4Ã�Á � �5ÿhÑ�ù2ÐvÐvþÛúâökù2øõúâÎ_ÿ

f
(vÑ

[a; b]
(hù2ÿ��

E
Ñ��õøRúÛÿ�ølý�Ë�Ícù2üvþâÑ / � ����úÛþOÑ �*ú��õølÑ�ÏvÿhÑ �lÏvúÛølÑ

(ϕn)n∈N(�� ù2ÐvÐvþÛúâökù2øõúâÎ_ÿ��?Ñ�ÿ�Ñ��lökù2þÛúâÑ�ÍC(vÑ
[a; b]

(hù2ÿ��
E
Ñ�øOÏvÿhÑI�õÏvúÛølÑ

(θn)n∈N
(�� ù2ÐvÐvþÛúâökù2øõúâÎ_ÿ��IÑ�ÿ�Ñ��lökù2þÛúâÑ�ÍC(vÑ

[a; b]
(hù2ÿ��

R
ølÑ�þÛþâÑ��

��ÏhÑRþ��LÎ_ÿuù2úÛø �
: ú�< � Î_ÏvÍHølÎ_ÏvøëÑ�ÿ�øõúâÑ�Í n � ‖f − ϕn‖ 6 θn

: úÛú�< �zù;�õÏvúÛølÑ (vÑRølÑ�Íõ÷ïÑ�ËDý�ÿhý�Ícù2þ
εn =

∫ b

a
θn

öyÎ_ÿ
	'Ñ�ÍõËDÑ 	'Ñ�Í�� � 2
�zù �lÏvúÛølÑ

(ϕn, θn)n∈N
Ñ��løI(ÀúÛølÑ�ù ���lÎ*ö�úâýyÑ �

f 2
� 	��I�6����� 	 � �7Ñ�Ï��uÿhÎ_Íõ÷ïÑ��7ý��'Ïvú 	Dù2þâÑ�ÿ*ølÑ��I(vý 
hÿvú����lÑ�ÿ*øëþâÑ��5÷ ��÷ïÑ��¦ûåÎ_ÿhö�øõúâÎ_ÿ��6úÛÿ�ølý�Ë�Ícù2üvþâÑ�� 2 E Ñ��õø�(vÑ1(ÀúÛ÷ïÑ�ÿ��õúâÎ_ÿ


hÿvúâÑ / (vÎ_ÿhö �
([a; b], E)

ÿhÑ (vý�ÐYÑ�ÿ�(uÐ�ù �I(vÑRþ+ù�ÿhÎ_Íõ÷ïÑ�ö 'hÎ_ú��õúâÑ 2
354~½�Ã6��7���	 Å9%$Ç&%$ÇÈÅò Ø_ÜÈÔ

(e1, . . . , en)
Õ*ÊYÒäálì2ÓkÒ Þ�Ò

E é Õ�ÊYÒäìGÙ'Ù/Ú]ÜåÖcìDÔÈÜÈØ_Ê f
Þ'Ò

[a; b]
Þ'ì_ÊvÓ

E
Þ�ÝÄèOÊhÜÈÔïÚâÒGÓæìGÙDÙ/Ú<ÜåÖcì�ÔÈÜåØ_ÊvÓæÖcØmØ_çlÞDØ_ÊhÊ�ÝcÒGÓ

(f1, . . . , fn)
Þ'Ò

[a; b]
ÞDì_ÊvÓ

K
Ùvì�ç³ÚÛìóçcÒiÚÛì�ÔÈÜåØ_Ê

f(x) =
n∑

k=1

fk(x)ek
ñ
f
ÒGÓ�ÔRÜÄÊ�Ô\Ý�ô_çlì'á�ÚÛÒsÓGÕ*ç

[a; b]
�	��


fk

ÒGÓ�Ô�ÜÄÊ��
Ô\Ý�ô�çõì�áiÚÛÒ�ÓiÕ�ç

[a; b]
ÙvØ_Õ*ç�Ô�Ø_ÕÀÔ

k
ñ �?Ê Ùvì_ç�ÔÈÜÈÖyÕ�Ú<ÜåÒ�ç�Õ�Ê�ÒE�yØ_Ê/ÖkÔÈÜÈØ_Ê"	 ãmì_ÚâÒiÕ*çcÓ�ÖGØ_à5Ù/ÚâÒ.8'ÒGÓ�ÒiÓiÔ�Ü4Ê�Ô\Ý\ô_çlì'áiÚâÒ �	��
 ÓyÒGÓIÙhì_ç�ÔÈÜåÒGÓçcÝcÒiÚÄÚâÒ�ÒyÔjÜ4àïìkô�Ü4Ê/ì�Ü4çcÒ�ÚÛÒ�Ó�Ø�Ê�Ô é Ò�Ô�ÚâÒGÓE�yØ_Ê/ÖyÔÈÜåØ_ÊvÓ�ÖcØ�Ê�ÔÈÜ4Ê�ÕvÒGÓ7ÓiÕ�ç [a; b]

Ó�Ø_Ê/ÔOÜÄÊ�Ô\Ý�ô_çlì'á�ÚÛÒGÓ7ÓiÕ�ç
[a; b]

ñ
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f
ÞDì_ÊhÓ �

([a; b], E)
ÒyÔ

(ϕn, θn)n∈N
Õ*ÊYÒ ÓiÕ�ÜÈÔ\Ò ì2ÓcÓyØ;Ö�Ü�ÝcÒ 	

f
ñ �zì ÓGÕ*ÜÈÔ\Ò (∫ b

a
ϕn

)

n∈N

ÒGÓ�ÔRÖcØ_Êhã_Òiç�ô'ÒiÊ�Ô\Ò Ò�Ô6Ó�ì
Ú<Ü4à�ÜÈÔ\Ò7ÊYÒ�Þ'Ý\Ù�ÒiÊ/ÞRÙvì2Ó�Þ'Ò�ÚÛìZÓiÕ�ÜÈÔ\Ò

(ϕn, θn)n∈N
ñ



$
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f
Õ*ÊYÒ1�yØ_Ê/ÖyÔÈÜåØ_Ê¡ÜÄÊ�Ô\Ý�ô_çlì'á�ÚÛÒóÞ�Ò

[a; b]
ÞDì_ÊvÓ

E é Ø_Ê ìiÙDÙhÒiÚÄÚâÒ Ü4Ê/Ô\Ý�ô_çlì_ÚâÒ�Þ'Ò
f
ÓGÕ*ç

[a; b]
Ò�Ô�Úlß Ø_Ê¡Ê/Ø�Ô\Ò ∫ b

a
f
Ø_Õ

∫ b

a
f(x) dx

Úlß ÝiÚâÝià�ÒiÊ�ÔIÞ'Ò
E
Þ'ÝÄèOÊ�Ü�Ùhì_ç ∫ b

a
f = lim

n→+∞

∫ b

a
ϕn

Ø��
(ϕn, θn)n∈N

ÒGÓ�Ô�Õ*ÊYÒRÓGÕ*ÜÄÔ\Ò�ì2ÓGÓ�ØmÖ�ÜåÝGÒ5	
f
ñ

¶ ��· ��·�� � %D�~º�%'# � � � »
��Î_ÏvølÑ���þâÑ��IÐvÍlÎ_ÐvÍõúâý�ølý�� (vÑ��?ûåÎ_ÿhö�øõúâÎ_ÿ��IúÛÿ*ølý�Ë�Ícù2üvþâÑ�� �lÑ�(vý�(ÀÏvú��cÑ�ÿ�ø (vÑ7öyÑ�þÛþâÑ�� (vÑ���ûÈÎ_ÿhö�øõúâÎ_ÿ��HÑ�ÿsÑ��lökù2þÛúâÑ�ÍIÐ�ù2ÍIÐ�ù ���cù2ËDÑ
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354~½�Ã6��7���	 Å9%$Ç&%$Ç&%���� 	�� �vÂ�¿ÄÃ�Á � 	 � 4�� � ��	�� �ò Ø_Ü�ÒiÊ�Ô

f
Õ�ÊYÒïìGÙDÙ/Ú<ÜÈÖGì�ÔÈÜåØ_ÊæÞ'Ò

[a; b]
ÞDì�ÊvÓ

E
Ò�Ô
c
ÞDì�ÊvÓ

]a; b[
ñ
f
ÒGÓiÔIÜÄÊ�Ô\Ý\ô_çlì'áiÚâÒ�ÓGÕ*ç

[a; b]
�	��


f
ÒGÓiÔIÜÄÊ�Ô\Ý�ô�çõì�áiÚÛÒ�ÓiÕ�ç

[a; c]
Ò�Ô

[c; b]
Ò�Ô � ∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f
ñ

354~½�Ã6��7���	 Å9%$Ç&%$ÇGF ���O¿ÄÁ~½ �6�$¿4Â$½,�
�

([a; b], E)
ÒiÓiÔ�Õ*Ê

K
��ÒiÓ�Ùvì'ÖGÒ?ã2ÒcÖyÔ�Ø_çiÜåÒ�Ú é Ò�Ô �

([a; b],K)
ÒiÓiÔ�Õ*ÊYÒ

K
�Aì�Ú ô'í;áiçcÒkñ ��ß Ü4Ê/Ô\Ý�ô_çlì_ÚâÒIÒGÓiÔ$Õ*ÊYÒHìiÙDÙ/Ú<ÜÈÖGì�ÔÈÜÈØ�ÊïÚ]ÜÄÊYÝcì_Ü4çcÒÞ'Ò �

([a; b], E)
ÞDì_ÊvÓ

K
ñ K Êóì Þ'Ø_Ê/Ö é ÙhØ_Õ�ç�Ô�Ø_Õ*Ô λ ÞDì_ÊvÓ

K
Ò�Ô�Ô�Ø�Õ*Ô?ÖcØ_Õ;Ù/ÚâÒ

(f, g)
Þ'Ò
�yØ_Ê/ÖyÔÈÜåØ_ÊvÓ7Ü4Ê/Ô\Ý�ô_çlì'áiÚâÒGÓ �

∫ b

a
(f + g) =

∫ b

a
f +

∫ b

a
g
ÒyÔ ∫ b

a
λf = λ

∫ b

a
f
ñ

K Ê ì³ì_Õ�ÓcÓiÜ é ÓGÜ λ ÒGÓ�Ô�ÞDì�ÊvÓ �
([a; b],K)

ÒyÔ
u
ÞDì_ÊvÓ

E
� ∫ b

a
λ(x)u dx = u

∫ b

a
λ(x) dx é ÒyÔjÓGÜ (e1, . . . , en)

ÒGÓ�ÔOÕ*ÊYÒ
álì_ÓyÒ�Þ'Ò

E
ì_ã_ÒlÖ

f(x) =

n∑

k=1

fk(x)ek
Ø�Ê�ì�� ∫ b

a
f =

n∑

k=1

ek

∫ b

a

fk

ñ

354~½�Ã6��7���	 Å9%$Ç&%$Ç�� ��� ����Ã6���vÂ$¿4Ã�Á6�ò Ø_ÜÈÔ
f
Þ'ì_ÊvÓ �

([a; b], E) é ì�Ú
Ø_çGÓ ‖f‖ ÒGÓ�Ô?ÞDì�ÊvÓ �
([a; b],R)

Ò�Ô ∥∥
∥

∫ b

a
f
∥
∥
∥ 6

∫ b

a
‖f‖ ñ

�7Ã��/Ã
��� ��¿M� 	 � - Î_úÛø f (hù2ÿ�� �
([a; b], E)

Ñ�ø
M

Ïvÿ ÷�ù 	�Î_Ícù2ÿ*øI(vÑ ‖f‖ �õÏvÍ
[a; b] / ù2þâÎ_Í�� � ∥∥∥∫ b

a
f
∥
∥
∥ 6 M(b− a) 2

354~½�Ã6��7���	 Å9%$Ç&%$Ç������ëÃ
�;¿4Â$¿ ��¿4Â$½,�ò Ø_ÜÈÔ
f
Õ*ÊYÒE��Ø�Ê/ÖyÔÈÜåØ_Ê Ê�Õ�à�ÝiçiÜ ê ÕvÒ¦ÙhØ2ÓGÜÈÔÈÜ4ã_ÒRÜÄÊ�Ô\Ý�ô�çõì�áiÚÛÒRÓGÕ*ç [a; b] é Ø�Ê�ì � ∫ b

a
f > 0

ñ
�7Ã��/Ã
��� ��¿M� 	 � - Î_úâÑ�ÿ*ø f Ñ�ø g úÛÿ�ølý�Ë�Ícù2üvþâÑ���(vÑ [a; b]

(hù2ÿ��
R
ù!	'Ñyö

f 6 g / Î_ÿ ù � ∫ b

a
f 6

∫ b

a
g 2

354~½�Ã6��7���	 Å9%$Ç&%$Ç�� ���lÁ~½��6� ��¿+Â$½ � 	 ����� � 4�� � � � 4�� �6� � �ò Ø_Ü�ÒiÊ�Ô
f
Ò�Ô
g
ÞDì�ÊvÓ

(I)([a; b],C) é Ø_Êóì ∣∣∣∫ b

a
fg
∣
∣
∣

2
6
∫ b

a
|f |2

∫ b

a
|g|2 ñ

¶ ��· ��·�� ���z  !&�» �O& � #�&/ " BCB
¼�½h¾À¿4Áz¿+Â$¿ÄÃ�ÁÆÅ9%$Ç&%$Ç&%ò Ø_Ü�ÒiÊ�Ô�Õ*ÊYÒ6��Ø�Ê/ÖyÔÈÜåØ_Ê

f
Þ'Ò

[a; b]
ÞDì�ÊvÓ

E
Ò�Ô
σ = {x0, x1, . . . , xn}

Õ*ÊYÒëÓiÕvácÞ_Ü4ã;Ü+ÓiÜÈØ_ÊuÞ'Ò
[a; b]

ñ �HØ_Õ*ç5Ô�Ø�Õ*Ô
(y1, . . . , yn)

Þ'Ò n∏

k=1

]xk−1;xk[
Ø�ÊsìiÙDÙhÒiÚÄÚâÒHÓyØ_à�à�Ò7Þ'Ò 	5ÜåÒiàïì_Ê�Ê ì2ÓGÓ�ØmÖ�ÜåÝGÒ 	

f
ÙvØ�Õ�ç¦ÚÛì�ÓGÕhálÞ�Ü4ãkÜ4ÓGÜåØ_Ê

σ
ÒyÔ�ÚâÒ6ÖJ**Ø_Ü 8ïÞ'ÒiÓ

yk
ÚâÒ5ã2ÒlÖkÔ\ÒiÕ�ç

R(f, σ, yk) =
n∑

k=1

(xk − xk−1)f(yk)
ñ

354~½�Ã6��7���	 Å9%$Ç&%$Ç� ò Ü
f
ÒiÓiÔjÜÄÊ�Ô\Ý�ô�çõì�áiÚÛÒ�ÓiÕ�ç

[a; b]
ÚâÒGÓ7Ó�Ø_à�à�ÒGÓ�Þ'Ò�	5ÜåÒ�àZì�ÊhÊ ì2ÓGÓ�Ø;ÖyÜåÝGÒGÓ5	

f �
ÖcØ_Êhã_Òiç�ô'ÒiÊ�Ô

�
ã2Ò�çcÓ ∫ b

a
f
ì_ÕsÓkÒiÊvÓ7ÓGÕ*ÜÄãmì_Ê�Ô �

∀ε > 0 ∃η > 0 ∀σ = {x0, x1, . . . , xn} ∀(y1, . . . , yn) ∈
n∏

k=1

]xk−1;xk[ δ(σ) 6 η ⇒
∥
∥
∥
∥
R(f, σ, yk) −

∫ b

a

f

∥
∥
∥
∥

6 ε.


 �



¬���­�� � � � � �������I¯ ��� 	�"
¶ ��· �O·\¶ 
���� B #��D#�� B
¼�½h¾À¿4Áz¿+Â$¿ÄÃ�ÁÆÅ9%$ÇGF~ÇÈÅò Ø_Ü�ÒiÊ�Ô

f
Ò�Ô
F
Þ�ÒiÕ 8 ìGÙDÙ/Ú<ÜåÖcì�ÔÈÜåØ_ÊvÓsÞ'ÝÄèOÊhÜ�ÒGÓsÞzß Õ*Ê×ÜÄÊ�Ô\Òiçiãmì_ÚÄÚÛÒ

I
Þ'Ò

R é 	�ã2ì_ÚÛÒ�Õ�çGÓsÞ'ì_ÊvÓ E � Ø_Ê!Þ_ÜÄÔ ê ÕvÒ F ÒGÓ�Ô7Õ�ÊYÒÐvÍõúÛ÷ZúÛøõú 	'Ñ³Þ'Ò
f
ÓGÕ*ç

I é ÓiÜ F ÒGÓ�Ô?Þ'Ý�çGÜÄãmì'áiÚâÒ�ÓGÕ*ç
I é Þ'Ò�Þ'ÝiçiÜ4ã2ÝGÒ f ñ

���YÃ

hÃ �m¿+Â$¿ÄÃ�Á¡Å9%$ÇGF~ÇÈÅò Ø_ÜÈÔ
f
Õ*ÊYÒRìiÙDÙ/Ú<ÜÈÖGì�ÔÈÜÈØ�Ê Þ'ÝÄèOÊhÜ�ÒRÞzß Õ*ÊuÜ4Ê/Ô\ÒiçGã2ì_Ú4ÚâÒ

I
Þ'Ò

R é 	�ãmì_ÚâÒiÕ�çGÓ�ÞDì_ÊvÓ E � ÓGÜ f ìDÞ�àïÒyÔ�Õ�ÊYÒ?Ù/çiÜ4à�ÜÈÔÈÜ4ã2ÒëÓiÕ�ç
I é ÒiÚÄÚÛÒÒiÊ�ìDÞ_à�Ò�ÔOÕ�ÊYÒ�ÜÄÊkèOÊhÜÈÔ\Ý ê Õ�Ü�Þ�Ü �5íiçcÒiÊ/Ô?Þ'Ò�Õ 8�	³Þ'ÒiÕ98sÞzß Õ�ÊYÒ�ÖcØ�Ê 8�Ô�ì_Ê�Ô\Ò;ñ

¶ ��· �O·�@ � & 	 "��D#�� B » º�%'#n !# �D#���&/» �y# B � � $ %D" 	 &�»
354~½�Ã6��7���	 Å9%$ÇGF~ÇÈÅò Ø_Ü�ÒiÊ�Ô

f
Õ*ÊYÒZìiÙDÙ/Ú<ÜÈÖGì�ÔÈÜÈØ�ÊóÖGØ_Ê�ÔÈÜÄÊhÕhÒ é Þ'ÝÈèOÊhÜ�Ò�Þzß Õ*Ê�Ü4Ê/Ô\ÒiçGã2ì_Ú4ÚâÒ I Þ�Ò R é 	³ãmì_ÚâÒiÕ*çcÓZÞDì_ÊvÓ E é ÒyÔ a Õ�Ê³ÙhØ_Ü4Ê/Ô?Þ'Ò I � Ø�ÊÞ'ÝÄè�ÊhÜÄÔOÕ�ÊYÒ�ìGÙ'Ù/Ú]ÜåÖcìDÔÈÜÈØ_Ê

Fa
Þ�Ò
I
ÞDì_ÊhÓ

E
Ò�Ê�ÙhØ2Ó�ì�Ê�Ô é ÙvØ_Õ*ç�Ô�Ø_ÕÀÔ�çcÝcÒ�Ú x ÞDì�ÊvÓ

I
�
Fa(x) =

∫ x

a
f
ñ

�6ÚÛØ_çGÓ
Fa

ÒGÓiÔ?Þ'Ò�Ö�Ú
ì_ÓcÓyÒ � 1 ÓGÕ*ç I é Ò�Ô F ′
a = f

ñ
�7Ã��/Ã
��� ��¿M� 	 �
�YØ_ÕÀÔ\Ò�ìGÙDÙYÚ]ÜåÖcì�ÔÈÜåØ_ÊóÖcØ_Ê/ÔÈÜ4ÊhÕhÒRÓGÕ*ç�Õ�Ê ÜÄÊ�Ô\Òiçiãmì_ÚÄÚÛÒ

I
ìDÞ_à�Ò�ÔIÞ'ÒGÓIÙ/çiÜ4à�ÜÈÔÈÜ4ã_ÒGÓ7ÓGÕ*ç

I
ñ

¶ ��· �O·�� � �~%' ¹ 	 "�#\%D&��O&îº�%�#\ #��D#��$"��D#�� B
354~½�Ã6��7���	 Å9%$ÇGF~Ç�� ���lÁ$Â$½�� ���vÂ$¿4Ã�Á 
?�6� 
?�6��Â�¿ 	�� �ò Ø_Ü�ÒiÊ�Ô

E é F é Ò�Ô G é ÔÈçlØ_Ü4Ó�Òkñâã2ñâÊYñ�Þ'Ò�Þ_ÜÄà�ÒiÊvÓGÜåØ_Ê�èOÊhÜ�Ò é Ò�Ô B Õ�ÊYÒ�ìGÙ'Ù/Ú]ÜåÖcìDÔÈÜÈØ_Ê�áiÜÄÚ]ÜÄÊYÝcì_Ü4çcÒ�Þ'Ò
E × F

ÞDì_ÊvÓ
G
ñò Ü

u
Ò�Ô
v
ÓyØ_Ê�Ô?Þ'ÒiÕ98³ìiÙDÙ/Ú<ÜÈÖGì�ÔÈÜÈØ�ÊvÓ�Þ'Ò�Ö�Ú
ì_ÓcÓyÒ � 1 é Þ�ÝÄèOÊhÜ�Ò�Þ'Ò [a, b]

	�ãmì_ÚâÒiÕ�çGÓ�ÞDì�ÊvÓ
E
Ò�Ô
F
çcÒGÓ�Ù�ÒlÖyÔÈÜÄã2Òià�ÒiÊ�Ô é ì�Ú
Ø_çGÓ1�

∫ b

a

u′v = u(b)v(b) − u(a)v(a) −
∫ b

a

uv′.

354~½�Ã6��7���	 Å9%$ÇGF~Ç&%���� 4 ��Á �
	 � 	�Á$Â � 	 � �6�$¿�� ����	,�ò Ø_Ü�ÒiÊ�Ô
f
Õ�Ê�ÒsìGÙDÙ/Ú<ÜåÖcì�ÔÈÜåØ_Ê Þ'ÒuÖ�Ú
ì_ÓcÓyÒ � 1 Þ'Ò

[a, b]
Þ'ì_ÊvÓ

E é ÒyÔ ϕ Õ*Ê � 1 �AÞ_Ü �5ÝlØ�àZØ�ç�Ù+*�Ü+ÓiàïÒuÞ'Ò [α, β]
ÞDì_ÊvÓ

[a, b] éì_ÚÛØ_çGÓ �
∫ β

α

(f ◦ ϕ).
∣
∣ϕ′
∣
∣ =

∫ b

a

f.

� 	��I�6����� 	 � �~Ñ5ø.'hýyÎ_Í�L�÷ïÑ7Ñ��õø�ËDý�ÿhý�Ícù2þâÑ�÷ïÑ�ÿ*øIÏvøõúÛþ��lýyÑkù!	'Ñyö¦þ�� ' >�Ð�Î_ø.'�L��lÑ �
varphi

Ñ��õø�ÏvÿhÑ7ù2ÐvÐvþÛúâökù2øõúâÎ_ÿ�(vÑ5ö�þ+ù � �lÑ
� 1 (�� ÏvÿsúÛÿ*ølÑ�Í 	Dù2þÛþâÑ

I
��	Dù2þâÑ�ÏvÍ�� (hù2ÿ��

J
öyÎ_ÿ�ølÑ�ÿ�ù2ÿ*ø

[a, b] 2 � ÿ ùZù2þâÎ_Í�� �
∫ b

a

(f ◦ ϕ).ϕ′. =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f.


 



