CHAPITRE 13

Intégration sur un intervalle compact
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13.1 Intégration des fonctions en escalier

Dans tout ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel normé de dimension finie sur le corps K (R ou
C). On notera ||z|| la norme de I’élément x de E.

13.1.1 Swubdivision

DEFINITION 13.1.1

Soit [a; b] un intervalle compact de R, on appelle subdivision de [a;b] est une partie finie de [a;b] contenant
a et b. Si o est une subdivision contenant n + lpoints (n > 1) on range usuellement les éléments de o par
ordre croissant et on écrit o = {xg,1,..., Ty} avec xg =a, T, =b et x;—1 < x; pour tout i non nul.

DEFINITION 13.1.2
Soit 0 = {xg,z1,...,2,} une subdivision de [a;b], on appelle pas de la subdivision le nombre

h =sup{|z; — z;—1] ; 1 <i<n}
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On le notera ici §(0).

DEFINITION 13.1.3
Soient o et o’ deux subdivisions de [a;b]. On dit que o’ est plus fine que o lorsque o est contenue dans o’.

REMARQUE : Si 07 et o9 sont deux subdivisions quelconques de [a;b], 0 = 01 U 09 est une troisiéme
subdivision de [a; b] plus fine que o7 et o9.

13.1.2 Fonctions en escalier

DEFINITION 13.1.4

Soit [a;b] un intervalle compact de R, et f une application de [a;b] dans E, on dit que f est en escalier sur
[a; b] lorsqu’il existe une subdivision o = {xg,x1,...,x,} de [a;b] telle que f soit constante sur chacun des
intervalles |x;—1;x;[. On notera alors f; (fi € E) la valeur de f sur cet intervalle et on dit que o est une
subdivision associée a f. On notera &([a;b], E) ensemble des fonctions en escaliers sur lintervalle [a;b].

REMARQUE 1 : Les valeurs de f aux points de la subdivision n’ont aucun intérét dans la pratique, il y
en au plus n + 1, donc f([a;b]) a au plus 2n + 1 éléments et une fonction en escalier est bornée.

REMARQUE 2 : Si ¢ est une subdivision associée a f, alors toute subdivision ¢’ plus fine est aussi associée
af.

THEOREME 13.1.1
& ([a;b], E) est un K-espace vectoriel, et &([a;b],K) est une K-algébre.

13.1.3 Intégrale

NOTATION : Soit f une application en escalier de 'intervalle [a;b] dans E et o une subdivision associée
n

a f, on notera : I(f,0) = Z(mk — xp_1) fr- C’est un élément de FE.
k=1

THEOREME 13.1.2
Soit f une fonction en escalier de [a;b] dans E. Le vecteur I(f,0) est indépendant de la subdivision o associée

if.
DEFINITION 13.1.5

Soit f une fonction en escalier de [a;b] dans E, on appelle intégrale de f sur [a;b] et 'on note fff ou
f; f(x)dx élément de E défini par fff = I(f,0) pour une subdivsion o de [a;b] associée a f.

REMARQUE : On notera que l'intégrale de f ne dépend pas des valeurs de f aux points de la subdivision
choisie pour son calcul.

13.1.4 Propriétés

THEOREME 13.1.3 (RELATION DE CHASLES)
Soit f une application de [a;b] dans E et c un point de |a;b[. f est en escalier sur [a;b] SSI [ est en escalier

sur [a;c] et [c;b]. On a alors fff = [f+ fcbf.

THEOREME 13.1.4 (LINEARITE)
L’intégrale est une application linéaire de &(|a;b], E) dans K. Pour tout \ dans K et tout couple (f,g) de

fonctions en escalier : f;(f—i—g) = fabf—i—f;g et fab)\f = )\f;f.

THEOREME 13.1.5 (MAJORATION)
Soit f dans &([a;b], E), ||f|| est dans &([a;b],R) avec :
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COROLLAIRE : Soit f dans &([a; b, F) et M un majorant de || f|| sur [a;b], on a : ‘

S 1| < M@ - a).

THEOREME 13.1.6 (POSITIVITE)
Soit f une fonction numérique positive en escalier sur [a;b], on a : fabf > 0.

COROLLAIRE : Soit f et g dans &([a;b],R) avec f < g, on a : f:f < ff g.

13.2 Intégration des fonctions & valeurs réelles

Dans tout ce paragraphe on ne considére que des fonctions définies d’un intervalle compact [a;b] de R a
valeurs dans R.

13.2.1 Fonctions intégrables

DEFINITION 13.2.1
Une fonction f définie de [a;b] dans R est dite intégrable sur [a;b] si :

b
ve>03(g.) € St R) g<f<her [(h-g)<e

a

L’ensemble des fonctions intégrables sur [a;b] sera noté Z ([a;b],R).

CARACTERISATION : Une fonction f définie de [a;b] dans R est intégrable sur [a; b] si, et seulement si :

b
Ve > 03(p,0) € &([a: b, R) |f—cp]<9et/0§a

REMARQUE 1 : La définition est propre au cas des fonctions & valeurs réelles : on utilise la structure
ordonnée de R pour encadrer la fonction f. La caractérisation est plus générale et peut étre utilisée pour des
fonctions & valeurs dans d’autres espaces.

REMARQUE 2 Les fonctions en escalier sont bornées, donc une fonction intégrable, encadrée par des
fonctions en escalier est également bornée.

13.2.2 Intégrale

NOTATIONS Soit f une fonction numérique définie et bornée sur [a; b, on notera m et M deux réels tels
que, pour tout x de [a;b] : m < f(x) < M.

On pose alors &_(f) = {g € &([a;b],R) ; g < f} et &(f) = {h € &([a;b],R)/h > f}. Ces ensembles
sont non vides car ils contiennent respectivement les fonctions constantes de valeurs m et M. Soit g dans
&_(f),ona:g< M donc ffg < M (b — a). L’ensemble {ffg ; g € & (f)} est majoré; il admet une borne

supérieure notée I_(f). De méme I’ensemble { fabh ; h € &(f)} est minoré, il admet une borne inférieure
L (f).

On a alors, pour tout g de &_(f) et tout h de &4(f), f;g < fab h donc, en passant & la borne supérieure
lorsque g décrit &_(f) puis a la borne inférieure lorsque h décrit &, (f), on a ffg <L (f)<I(f)< ff h.

THEOREME 13.2.1
Une fonction f de [a;b] dans R, bornée sur [a;b], est intégrable sur [a;b] SSI I_(f) = 1.(f).

DEFINITION 13.2.2
Soitf une fonction numérique intégrable sur [a;b], on appelle intégrale de f sur [a;b] et l'on note fff ou

fab f(z)dx la valeur commune de 1_(f)et I.(f).
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13.2.3 Exemples

THEOREME 13.2.2 (FONCTIONS MONOTONES)
Toute fonction numérique monotone sur [a;b] est intégrable sur [a;b).

THEOREME 13.2.3 (FONCTIONS CONTINUES)
Toute fonction numérique continue sur [a;b] est intégrable sur |a;b].

PREUVE : [a;b] est compact donc f est uniformément continue sur [a;b]. Soit € > 0, il existe n > 0

avec |f(x) — f(y)] < e si |z —y| < n. Soit alors n entier tel que b — a < nn, on utilise la subdivision
b—a

{mk =a-+k ; 0<k < n} et on définit g et h en escalier sur [a;b] par : g(xg) = h(xg) = f(xg) pour

tout k et, pour z dans |xg_1;xk[, 9(x) = f(zr) — €, h(z) = f(zr) +e. On a h — g < 2¢ et, par uniforme
continuité de f, g < f < h donc f;(h —g) < 2¢(b— a), ce qui prouve l'intégrabilité de f.

13.3 Intégration des fonctions & valeurs dans un espace vectoriel normé

Dans tout ce paragraphe, F désigne un espace vectoriel normé de dimension finie sur le corps K (R ou
C). On notera ||z|| la norme de 1’élément z de E.

13.3.1 Fonction intégrables

DEFINITION 13.3.1
Une fonction f définie de [a;b] dans un espace vectoriel normé E est intégrable sur [a;b] si :

b
Ve >03pc &(a;b], B) 30 € €(a:BLR) |If — ol <0 et / b<ec
L’ensemble des fonctions intégrables sur [a;b] sera noté & ([a;b], E).

CARACTERISATION : Une application f de [a;b] dans E est intégrable, SSI il existe une suite (©p)nen
d’applications en escalier de [a;b] dans E et une suite (6,,),en d’applications en escalier de [a; b] dans R telles
que l'on ait :

(i) Pour tout entier n : ||f — on|| < 6,
(ii) La suite de terme général ¢,, = fab 6, converge vers 0.
La suite (@n, 0, )nen est dite associée a f.

REMARQUE : Deux normes équivalentes définissent les mémes fonctions intégrables. E est de dimension
finie, donc .#([a; b], F) ne dépend pas de la norme choisie.

THEOREME 13.3.1
Soit (e1,...,e,) une base de E, une application [ de [a;b] dans E définit les applications coordonnées

(f1,---, fn) de [a;b] dans K par la relation f(z) = ka(m)ek. [ est intégrable sur [a;b] SSI fi est in-
k=1

tégrable sur [a;b] pour tout k. En particulier une fonction & valeurs complezes est intégrable SSI ses parties
réelle et imaginaire le sont, et les fonctions continues sur [a;b] sont intégrables sur |a;b].

13.3.2 Intégrale

THEOREME 13.3.2

Soit f dans 7 ([a;b], E) et (¢n,0n)nen une suite associée a f. La suite <f; cpn) N est convergente et sa
ne

limite ne dépend pas de la suite (o, 0n)neN-
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DEFINITION 13.3.2
Soit f une fonction intégrable de [a;b] dans E, on appelle intégrale de f sur [a;b] et ’on note fff ou

f; f(z)dx lélément de E défini par fff = nEI—il—loo ff ©n 00 (n, 0n)nen est une suite associée a f.

13.3.3 Propriétés

Toutes les propriétés des fonctions intégrables se déduisent de celles des fonctions en escalier par passage
4 la limite sur une suite de fonctions associée.

THEOREME 13.3.3 (RELATION DE CHASLES)
Soient [ une application de [a;b] dans E et ¢ dans |a;b|. f est intégrable sur [a;b] SSI f est intégrable sur

[a;c] et [c;b] et : f;f:facf—i—fcbf.

THEOREME 13.3.4 (LINEARITE)
F([a;b], E) est un K-espace vectoriel, et 7 ([a;b],K) est une K-algébre. L’intégrale est une application linéaire
de F([a;b], E) dans K. On a donc, pour tout A dans K et tout couple (f g) de fonctions intégrables :

L) =L+ [ get [[AF=X[,
On a aussi, si)\estdansf([a b,K) et u dans E : f)\ udx:ufa)\(x)da:, et si (e1,...,e,) est une

base de E avec f(x ka T)ep On a : ff Zek/ fr-

THEOREME 13.3.5 (MAJORATION)

Soit f dans S ([a;b], E), alors || f|| est dans 7 ([a;b], f IIf1l-

COROLLAIRE : Soit f dans .#([a;b], E) et M un majorant de || f|| sur [a;b], alors : Hf;fH < M(b—a).

THEOREME 13.3.6 (POSITIVITE)
Soit f une fonction numérique positive intégrable sur [a;b], on a : f f>

COROLLAIRE : Soient f et g intégrables de [a;b] dans R avec f < g, on a : f;f < f;g

THEOREME 13.3.7 (INEGALITE DE CAI}JCHg-SCPiWARz)b
Soient f et g dans (I)([a;0],C), on a‘fa fg‘ < fa |f|2 fa |g|2.

13.3.4 Sommes de Riemann

DEFINITION 13.3.3

Soient une fonction f de [a;b] dans E et 0 = {xg,21,...,2,} une subdivision de [a;b]. Pour tout (y1,...,Yn)
n

de H]xk_l; x| on appelle somme de Riemann associée a [ pour la subdivision o et le choiz des yy. le vecteur

k=1
n

R(fa g, yk) = Z(xk - xk—l)f(yk)

k=1

THEOREME 13.3.8
. . . ., \ b .
Si [ est intégrable sur [a;b] les sommes de Riemann associées a f "convergent” vers fa f au sens suivant :

n
Ve >03n>0VY0 ={zo,x1,...., 20} Y(y1,...,Yn) € ka 1@k 77:>H (fo,yk) — fH
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13.4 Primitivation

13.4.1 Définition

DEFINITION 13.4.1
Soient [ et ' deuxr applications définies d’un intervalle I de R, & valeurs dans E; on dit que F est une
primitive de f sur I, si F' est dérivable sur I, de dérivée f.

PROPOSITION 13.4.1
Soit  une application définie d’un intervalle I de R | a valeurs dans E ; si f admet une primitive sur I, elle
en admet une infinité qui différent deux & deuzr d’une conxtante.

13.4.2 Relations primitives-intégrales

THEOREME 13.4.1

Soient f une application continue, définie d’un intervalle I de R, & valeurs dans E, et a un point de I; on
définit une application Fy de I dans E en posant, pour tout réel v dans I : F,(x) = fax f.

Alors F, est de classe €' sur I, et F! = f.

COROLLAIRE 5
Toute application continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

13.4.3 Formulaire de primitivation
THEOREME 13.4.2 (INTEGRATION PAR PARTIES)

Soient E, F, et G, trois e.v.n. de dimension finie, et B une application bilinéaire de E x F dans G.
Siu et v sont deur applications de classe €1, définie de [a,b] d valeurs dans E et F respectivement, alors :

/a " o = u(b)o(b) — ula)o(a) — / "

THEOREME 13.4.3 (CHANGEMENT DE VARIABLE)
Soient f une application de classe €' de [a,b] dans E, et ¢ un €'-difféomorphisme de |a, 3] dans |a,b],

alors : 5 )
/a(foso).ho’\:/a f

REMARQUE : Le théoréme est généralement utilséeavec ’hypothese : varphi est une application de classe
%' d’un intervalle I & valeurs dans .J contenant [a,b]. On a alors :

/ab(f °op).y. = /;j) f
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