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analisis

Autómatas Finitos

Autómatas Finitos Deterministas


Se llama Autómata Finito Determinista (AFD) a la quíntupla:

((, Q, f, q0, F)

· ( es un alfabeto, llamado “alfabeto de entrada”.

· Q es un conjunto finito, no vacío llamado “conjunto de estados”.

· f es una función f: Qx( ( Q que se llama “función de transición”.

· q0(Q es el “estado inicial”.

· F(Q es el conjunto de “estados finales”, o “estados de aceptación”, no vacío.


Un AFD puede considerarse como una máquina secuencial de Moore, cuyo alfabeto de entrada sea (, su alfabeto de salida (S=(0,1(, y donde F será el conjunto de los estados tales que g(q)=1.

 Consideremos el lenguaje regular A representado por c*(a È bc*)*. Si dada una cadena w se nos pregunta si w pertenece a A, debemos analizar no sólo los caracteres que aparecen en w, si no también sus posiciones relativas. Por ejemplo, la cadena abc5c3ab  esta en A, sin embargo cabac3bc no lo ésta. Podemos construir un diagrama que nos ayude a determinar los distintos miembros del lenguaje. Tal diagrama tiene la forma de un grafo dirigido con una información adicional añadida, y se llama diagrama de transición. Los nodos del grafo se llaman estados y se usan para señalar, en ese momento, hasta que lugar se ha analizado la cadena. Las aristas del grafo se etiquetan con caracteres del alfabeto y se llaman transiciones. Si el siguiente carácter a reconocer concuerda con la etiqueta de algua transición que parta del estado actual, nos desplazamos al estado al que nos lleve la arista correspondiente. Naturalmente, nosotros debemos comenzar por un estado inicial, y cuando se hayan tratado todos los caracteres de la cadena correspondiente, necesitamos saber si la cadena es “legal”. Para ello se marcan ciertos estados como estados de aceptación  o estados finales. Si cuando ha sido tratada la cadena en su totalidad terminamos en un estado de aceptación, entonces la cadena es “legal”. Marcaremos el estado inicial con una flecha (à) y alrededor de los estados de aceptación trazaremos un circulo.

 

La característica principal de un AFD es que d es una función. Por tanto d se debe definir para todos los pares (qi,s) de Q x S. Esto significa que sea cual seas el estado actual y el carácter de la entrada, siempre hay un estado siguiente y este es único. Por tanto, para un par (qi,s). En otras palabras, el estado siguiente está totalmente determinado por la información que proporciona el par (qi,s).

 

Se puede crear un diagrama de transición a partir de la definición de un AFD. Primero, creamos y etiquetamos un nodo para cada estado. Entonces, para cada celda qj de la fila correspondiente a estado qi trazamos una arista desde qi a qj etiquetada tonel carácter de entrada asociado a qj. Finalmente, se marca el nodo S con una flecha, y se trazan unos círculos en todos los nodos de F para indicar cuales son los estados de aceptación. Por tanto, el diagrama de transición para el AFD M=(Q,S,S,F,d), donde

 

 

 

Tabla de Transición


Será una tabla cuyas filas están encabezadas por los estados (elemen-tos de Q). Los encabezamientos de las columnas son los símbolos del alfabeto de entrada (los elementos de (). Cumpliéndose que el elemento i, j de la tabla de transición corresponde al valor de f(qi, ej), donde qi es el elemento i-ésimo de Q, y ej es el elemento j-ésimo de (. Tanto el estado inicial como el final estarán marcados por ( y por * respectivamente. Nota: el estado final puede ser indicado también rodeando el estado por un círculo.




	
	((): a1...an

	(q0
.....

qi

......

*qf
	


Ejemplo:

AF=((0,1(,(q0,q1,q2(, f, q0, (q1( )

	f
	0
	1

	(q0
	q1
	q0

	*q1
	q0
	q2

	q2
	q1
	-


Diagrama de Transición


Es un grafo dirigido que se forma de la siguiente manera:

1. El grafo tendrá tantos nodos como (Q(, cada nodo estará etiquetado por un elemento de Q.

2. Si f(qi, ej) = qk, dibujaremos una rama dirigida desde el nodo de etiqueta qi hasta el nodo de etiqueta qk. La etqueta de la rma será ej.

3. El estado inicial estará señalado mediante el símbolo (.

4. Los estados finales estarán señalados mediante el simbolo *, o doble círculo alrededor de la etiqueta del estado final.


Representamos los estados como:




Ejemplo: (partiendo del autómata anterior)
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Lenguaje asociado a un autómata finito determinista L(AFD)



Sea un AFD ((, Q, f, q0, F). Decimos qie una palabra x ( (* es “aceptada” o “reconocida” por el autómata si f(q0,x) ( F. Se llama lenguaje asociado al autómata finito, o conducta del autómata finito al conjunto de todas las palabras aceptadas por éste. Es decir: L = ( x ( x((* & f(q0,x)(F(

Ejemplo:




0 ( L(AF), ya que f(q0, 0) = q1 ( F

10 ( L(AF)

1*0 ( L(AF)

1*010 ( L(AF)


Luego L(AF) = 1*0(10)*

Ejemplo 2 :




Calculo posibles caminos desde q0 a q0 (por ser el estado inicial): (1*+(10)*0)*
Caminos desde el estado inicial hasta el estado final (el mas corto): 0
Caminos desde el estado final al estado final sin pasar por el inicial: (10)*
Luego L(AF)= (1*+(10)*0)* 0 (10)*
Estado Accesible


Un estado de un AF es accesible si existe una palabra x que permite que el autómata se pare en ese estado partiendo del estado inicial. Es decir, un estado q es accesible desde otro estado p del autómata si existe una cadena x que permite que el autómata transitando desde p con x se pare en el estado q:


q(Q es accesible si ( x | x ( (* | q = f(q0, x)


Por definición de función de transición, todo estado es accesible desde sí mismo, y es accesible mediante la palabra vacía.

LEMA del estado accesible


Dado un AF que tiene n estados, |Q|= n, un estado q(Q es accesible desde otro estado p si y sólo si ( x((* | |x|<n (siendo n el nº de estados de autómata) | f(p,x)=q.


Supongamos |x|>=n | f(p,x=q ( siempre es posible escontrar otra cadena x’((* | |x|<n | f(p,x’)=q.


Es decir, que si yo tengo un autómata con n estados, si transito por todos los estados, pasando una vez por cada estado, habré realizado n-1 transiciones, que es menos que n estados.


Si |x|>=n para la transición se repetirá al menos un estado.

Ejemplo :







q2 es accesible desde q0, por ejemplo con la palabra: x=110001, |x|=6, como |Q|=3, decimos que siempre podremos encontrar una palabra x’ tal que |x’|<|x| (puesto que |x|>|Q|)

y ademá cumple que |x’|<|Q|. Esta x’ sería: x’=01

Autómatas conexos


Sea ((, Q, f, qo, F) un autómata finito determinista.  Diremos que el autómata es "conexo" si todos los estados de Q son accesibles desde el estado inicial qo.


Dado un autómata no conexo, podemos obtener a partir de él otro autómata que sea conexo eliminando todos los estados que no sean accesibles desde qo.  Es evidente que los dos autómatas aceptarán el mismo lenguaje.

Ejemplo:
sea el autómata definido por el diagrama de transición siguiente:
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Es evidente que los estados q y s son inaccesibles desde el estado inicial p. Por lo tanto, el autómata siguiente aceptará el mismo lenguaje:
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Minimización de AF

Equivalencia de estados en AF


Sea el autómata finito determinista ((, Q, f, q0, F). Decimos que dos estados p,q(Q son equivalentes (se representa por pEq) si para toda palabra x((*, se verifica que f(p,x)(F(f(q,x)(F.


Nota: Si pEq entonces pEnq, para todo n.

Propiedades de la equivalencia de estados

Dado AF=((, Q, f, q0, F), con p,q(Q
1. , pEq si (x((* ( f(p,x)(F( f(q,x)(F
2. pEkq (p y q son k-equivalentes) si: (x((* | |x|<=k ( f(p,x)(F( f(q,x)(F
3. Ambas relaciones de equivalencia E y Ek inducen una partición de equivalencia sobre el autómata finito. Es decir: E induce PE, y Ek induce Pk.

4. La primera partición que se establece es P0, se hace con: p E0q (( p(F( q(F). Nota: Entonces P0=((Q-F),F(
5. Ek,si pEkq ( pEvq ( v<k; si pEq ( (k pEkq.

LEMA1(propiedad de estados)


Si pEk+1q ( pEkq y f(p,a)Ekf(q,a) (a((
LEMA2

Pk=Pk+1 ( Pk= PE
LEMA3
(Se va a establecer cuando se estabiliza el valor de la partición)


Si |Q| = n >1 ( pEnq ( pEn-2q
Es decir, n-2 es el grado de equivalencia menor al que habría que llegar para conseguir confirmar la equivalencia de dos estados en un autómata con n estados.

TEOREMA

Si |Q|=n>1 ( (j<=n-2 | Pj= Pj+1
Algoritmo para construir PE
1. P0=((qi(F(,( qi(F((
2. Pn+1=( pEn+1q ( pEnq y f(p,a)Enf(q,a) (a(((
3. Pn =Pn+1 =PE

Ejemplo :





Para hallar las partes de equivalencia del autómata primero debemos partir de un autómata finito conexo. Para ello vamos a eliminar q4, ya que no es posible acceder a él desde el estado inicial (q1). Ahora vamos a establecer las partes de equivalencia:

(P0=(Q-F, F(=((q1(, (q2, q3((
Ahora hacemos P1, para ello sabemos que (q1( va a seguir igual, es decir, va a ser equivalente con sigo mismo, puesto que accede a los mismo estados(finales o no finales).

Miramos (q2, q3( y comprobamos si acceden al mismo tipo de estado para las mismas entradas, es decir, sabiendo que q2 E0 q3 vamos a ver si q2 E1 q3: 


f(q2,a)=q3(F

f(q2,b)=q1(F


f(q3,a)=q2(F

f(q3,b)=q1(F

luego q2 E1 q3.

P1=((q1(, (q2, q3((= P0= PE

Algoritmo para hallar el autómata mínimo de uno dado

1. Calcular el autómata conexo

2. Construir Q/E del autómata conexo obtenido en el punto anterior.

3. Calcular A’=((,Q/E,f’,C0,F’), donde:

a. C0 es la clase donde se encuentra q0 ;

b. F’=(c | c contiene al menos un estado de F(es decir, existe un q(F, tal que q(c)(;

c.  f’: Q/E x ( ( Q/E, donde 


f’(ci, a)= cj ( ( qi ( ci y ( qj ( cj | f(qi,a)=qj
Ejemplo:
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Es un autómata conexo, pues todos sus estados son accesibles, vamos a hallar las partes de equivalencia:

P0=((s,t,u,v(,(p,q,r(( (=(Q-F,F()

miramos la equivalencia de las clases de equivalencia establecidas en P0.

f(p,a) = p(F; f(p,b)= q(F;

f(q,a)= r(F; f(q,b)=p(F;

f(r,a)= r(F; f(r,b)=r(F;

aqui vemos que (p,q,r( se conserva pues tienen iguales transiciones a estados finales a partir de las entradas.

f(s,a)=t(F; f(s,b)=p(F

f(t,a)=t(F; f(t,b)=u(F

f(u,a)=t(F; f(u,b)=v(F

f(v,a)=v(F; f(v,b)=u(F

ahora vemos que mientras t,u,v tienen iguales transiciones a estados no finales para las mismas entradas, siguen siendo equivalentes, mientras que s para b transita a un estado final, ya será equivalente a los tres estados anteriores:

P1=((p,q,r(,(s(,(t,u,v((
Ahora hallamos P2:

f(p,a) = p(F; f(p,b)= q(F;

f(q,a)= r(F; f(q,b)=p(F;

f(r,a)= r(F; f(r,b)=r(F;

f(t,a)=t(F; f(t,b)=u(F

f(u,a)=t(F; f(u,b)=v(F

f(v,a)=v(F; f(v,b)=u(F

P2= ((p,q,r(,(s(,(t,u,v(( = P1 

luego PE= ((p,q,r(,(s(,(t,u,v((



El autómata mínimo nos va a quedar:
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Si nos pidieran el lenguaje del autómata: L(A)=L(A’)=(b(a+b)*(, (donde A es el autómata inicial, y A’ es el autómata mínimo).

Autómatas Equivalentes

Suma directa de autómatas finitos deterministas

Sean los AFD A1=((, Q1, f1, q01, F1) y A2=((, Q2, f2, q02, F2), tales que Q1 y Q2 no tienen elementos comunes. Llamamos suma directa de A1 y A2 al autómata A=A1+A2=((, Q1UQ2, f, q0, F1U F2), dinde q0 es uno cualquiera de los dos estados q01 o q02, y f se define así:

f(q,a)=f1(q,a) si q(Q1

f(q,a)=f2(q,a) si q(Q2

Equivalencia de autómatas

Sean los AFD A1=((, Q1, f1, q01, F1) y A2=((, Q2, f2, q02, F2). Decimos que dos estados p(Q1 y q(Q2 son equivalentes si  f(p,x)(F1( f(q,x)(F2, para todo x((*.


Decimos que los dos autómatas son equivalentes si reconocen el mismo lenguaje. Es decir: si f(q01,x)( F1(f(q02,x)(F2, para todo x((*. Dicho de otro modo, decimos que dos autómatas son equivalentes si sus estados iniciales los son: q01Eq02.


Teorema.- Sean dos autómatas finitos deterministas A1=((, Q1, f1, q01, F1) y A2=((, Q2, f2, q02, F2), tales que Q1 y Q2 no tienen estados comunes y |Q1|=n1 y |Q2|=n2. Entonces, A1 y A2 son equivalentes si q01 yq02 son equivalentes en el autómata A=A1+A2, es decir, si ambos autómatas aceptan las mismas palabras de longitud menor que n1+n2-1. Además, en general, n1+n2-2 es el valor más pequeño que cumple siempre este teorema.

ALGORITMO PARA VER SI DOS AUTÓMATAS SON EQUIVALENTES

1. Calcular la suma directa de autómatas

2. Construir PE del autómata suma obtenido

3. Comprobar que los estados iniciales son equivalentes, es decir, están en la misma clase de equivalencia. Cuando se da la condición: p01, p02 ( C0 ( A1 y A2 son equivalentes

Ejemplo:
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El autómata suma me dará:

	f(
	a
	b

	(q1
	q2
	q1

	*q2
	q3
	q1

	*q3
	q2
	q1

	q4
	q1
	q1

	p1
	p2
	p1

	*p2
	p2
	p1

	p3
	p2
	p1





P0=((q1, q4, p1, p3(, (q2, q3, p2((
P1=(( q1, p1, p3(, ( q4(,(q2, q3, p2((
P2=(( q1, p1, p3(, ( q4(,(q2, q3, p2(( 

luego P1= P2 =PE
Isomorfismo entre Autómatas


Se dice que A1 es isomorfo a A2, es decir, A1(A2 si ( i :Q1(Q2, (i : imagen). Por lo tanto :

1. i(p01) = p02 (la imagen del estado inicial de A1 es el estado inicial de A2.

2. Dados p(F1, q(F2 : i(p)(F2, y i(q)(F1.(es decir,  la imagen de los estados finales de uno de los autómatas, es un estado final del otro autómata).

3. i(f1(p1,e)) = f2(i(p1),e) = f2(i(p2),e).La imagen de la transición es la transición de la imagen.

Por lo tanto A1 y A2 son iguales renombrando estados.

Entonces si dos autómatas son isomorfos van a ser equivalentes, es decir, los lenguajes que van a generar ambos autómatas van a ser el mismo : L(A1) = L(A2). Con esto comprobamos que la isomorfía implica la equivalencia. 

Teorema : Si dos autómatas son equivalentes, entonces sus autómatas mínimos son isomorfos, es decir : A1EA2 ( Â1(Â2 (siendo Â i ( autómata mínimo de Ai).

Autómatas Finitos No Deterministas


Llamaremos “autómata finito no determinista” (AFND) a la séxtupla:

A = ( (, Q, f, q0, F, T ), donde:

· (, Q,q0, F significan lo mismo que en un autómata finito determinista.

· f es una aplicación de Q x ( en el conjunto de las partes de Q

· T es una relación definida sobre pares de elementos de Q, donde p, q ( Q están en relación T( se representará por pTq, o (p,q)(T) si existe una transición del estado p al estado q por medio de la palabra vacía ( ((-transición).

Si se permite que desde un estado se realicen cero, una o mas transiciones mediante el mismo símbolo de entrada, se dice que el autómata es no deterministico. A veces es mas conveniente diseñas autómatas finitos no deterministicos (AFND) en lugar de los autómatas Finitos Deterministicos (AFD). Consideremos un lenguaje a*b È ab*. Las cadenas pertenecientes a este lenguaje están formadas por algunas aes seguidas de una b o por una a seguida de varias bes.
 

Aunque diseñar un diagrama es relativamente sencillo, debemos detenernos en poder determinar si este diagrama de transición corresponde al AFD de A. primero se debe comprobar que reconoce solo las cadenas pertenecientes a A, y después, si representa un AFD. Para ello, debemos comprobar que las reglas de transición constituyen una función, es decir, que de cada estado parte una y solo una transición para cada símbolo del alfabeto.

 

Consideremos ahora el diagrama de transición del AFD, este diagrama acepta solo cadenas pertenecientes a A. Fíjese también que las reglas de transición no son una función de QxS en Q porque no asigna un estado siguiente a los pares estado-entrada (q4,a), (q3,a), (q3,b), (q2,a) y (q2,b). es mas, existe mas de un estado siguiente correspondiente al par (q0,a). 

 

Si tratamos de definir el término autómata finito no determinista, veremos que la mayor parte de la definición se puede obtener a partir de la de AFD. Es decir, tendremos un conjunto finito de estados Q, un alfabeto de entradaS, un estado inicial o de partida S, un conjunto de estados de aceptación F, y una regla de transición. La única diferencia que existe se encuentra en las reglas de transición. En un AFND, las reglas se asocian pares (q,s) con cero o más estados. Se puede decir que las reglas relacionan pares (q,s) con colecciones o conjuntos de estados. Esto significa que la regla es una relacion entre QxS y Q, o sobre (QxS)xQ. Por tanto, definiremos un autómata finito no determinista mediante una colección de 5 objetos (Q,S,S,F,D) donde:

 

 La  naturaleza recursiva del análisis de cadenas que vimos para los AFD se mantiene en los AFND si la notación se define con cuidado. Si XÍQ, vamos a interpretar D(X,s) como el conjunto de estados {p | q Î X y pÎD (q,s)}. Por tanto, D(X,s) es el conjunto de todos los estados siguientes a los que se puede llegar desde X con la entradas. Obsérvese que D(X,s)= ÈqÎX D (q,s) [recuerdese que D(q,s) es un conjunto para cualquier estado q].

Ejemplo: Sea el autómata finito no determinista:

  ((a, b(, (p, q, r, s(, f, p, (p, s(, ((q,s), (r,r), (r,s), (s,r)(), donde f se define asi:


f(p,a)=(q(
f(p,b)=(

f(q,a)=(p,r,s(
f(q,b)=(p,r(

f(r,a)=(
f(r,b)=(p,s(

f(s,a)=(
f(s,b)=(
Representación

En Diagrama: Con tantos nodos como estados.

Pueden sobrar o faltar arcos de un estado a otro

Si f(p,a)=Q1, trazaremos una rama dirigida desde p hasta cada uno de los estados del conjunto de estados Q1, con la etiqueta a.

Pueden existir arcos de un estado a otro por medio de (, en el caso de pTq, que trazaremos una rama desde p hasta q con la etiqueta (.




Ejemplo (continuación):





Tabla: Tendrá tantas filas como estados, y tantas columnas como elementos de (, 

más una columna adicional encabezada por la palabra vacía (, esta será la clumna reservada a las (-transiciones.

Ejemplo (continuación) :

	
	a
	b
	(

	( p
	(q(
	
	

	q
	(p,r,s(
	(p,r(
	(s(

	r
	
	(p,s(
	(r,s(

	*s
	
	
	(r(


Relación T


Sabemos que: (p,q) ( T*, donde T* = T0 ( T1 ( T2 ( ....


Utilizaremos las matrices booleanas de representación T, para representar si un estado q es accesible desde un estado p mediante una (-transición. 


Primero se representará la matriz booleana de representación de T, o, lo que es lo mismo, la matriz booleana que representa la posibilidad de transitar a otro estado a partir de una (-transición:




	
T
	p
	q
	r
	s

	p
	0
	0
	0
	0

	q
	0
	0
	0
	1

	r
	0
	0
	1
	1

	s
	0
	0
	1
	0


	
T*
	p
	q
	r
	s

	p
	0
	0
	0
	0

	q
	0
	0
	1
	1

	r
	0
	0
	1
	1

	s
	0
	0
	1
	1






Ahora se hace la clausura transitiva de la relación T, es decir, la relación T*, que no es más que calcular la accesibilidad de unos estados a otros mediante un número de (-transiciones mayor.


Lo que se ha hecho en esta clausura no es más que calcular aquellos estados q, que a partir de un estado p, es posible acceder mediante (-transiciones. Esto se puede ver tanto en el diagrama de estados, como en la matriz booleana de la relación T.
Se puede observar que el estado r no accesible desde q mediante una (-transición, sin embargo si será accesible mediante dos (-transiciones. Este también será el caso del estado s y su acceso a sí mismo mediante (-transiciones.

Extensión de f a palabras


Ahora vamos a definir f’ como una nueva función de transición que, en lugar de actuar sobre letras del alfabeto de entrada, actúe sobre palabras (que incluyan la palabra vacía (). Es decir: 
f’: Q x (* ( P(Q) 
(P(Q), partes de Q)

a) f’(q,() = (p ( q T* p(, para todo q(Q

b) Sea x = a1a2...an , n > 0 . Entonces, f’(q,x) = (p ( p es accesible desde q mediante la cadena de entrada (i0a1(i1a2... an(in( para todo q(Q (la sucesión anterior es idéntica a x).

Ejemplo (en el autómata anterior):

f’(p,() = (p(

f’(q,() = (q,r,s(
f’(r,() = (r,s(

f’(s,() = (r,s(
f’(p,a) = (q,r,s(
f’(p,b) = (
f’(q,a) = (p,r,s(
f’(q,b) = (p,r,s(
f’(r,a) = (

f’(r,b)=(p,r,s(
f’(s,a) = (

f’(s,b) = (p,r,s(
f’(p,aa) = (p,r,s(
f’(p,ab) = (p,r,s(
f’(q,aa) = (q,r,s(
f’(r,ba) = (q,r,s(
Lenguaje aceptado por un AFND


El L(AFND) estará formado por el conjunto de cadenas que acceden a un estado final:
L(AFND) = ( x ( x ( (* ( f (q0, x) = Ci ( ( qf ( Ci ( qf ( F (

 La cadena vacía (, es aceptada por el AFND , cuando el estado final es un estado final:
( ( L(AFND) si q0 ( F ( q0 T* qf ( qf ( F
(esto quiere decir que si ( pertenece al lenguaje asociado al AFND entonces: O el estado inicial es también un estado final, o que el estado final es accesible mediante (-transiciones desde el estado inicial)

Autómata finito determinista equivalente a uno no determinista


Dado un autómata finito no determinista, siempre es posible construir otro finito determinista que acepta el mismo lenguaje que el primero. Puesto que el conjunto de lenguajes aceptados por los autómatas finitos no deterministas es idéntico al conjunto de los lenguajes finitos deterministas: L(AFD) = L (AFND)


Sea el autómata finito no determinista A = ( (, Q, f, q0, F, T). Definiremos a partir de él el siguiente autómata finito determinista:
B = ( (, Q’, f’, q’0, F’) donde:

· Q’ = P(Q), el conjunto de las partes de Q, que incluye a Q y al conjunto vacío, (.

· q’0 = f’(q0, () (Estados a los que podemos ir desde q0 mediante (-transiciones )

· F’ = (c ( c( Q’ y existe un q ( c tal que q ( F(.

· f’(c,a) =  ( c’ ( c’ = Uq(c f’(c,a) (. Es decir, como c es un subconjunto de Q, f’(c,a) es el subconjunto de Q formado por todos los estados a los que puede ir el autómata A, partiendo de un estado c, mediante la entrada a.

Ejemplo :


Sea el autómata finito no determinista definido por la tabla siguiente :

	f
	a
	b

	(p
	p
	

	q
	q, r
	

	*r
	
	r


tendrá el diagrama siguiente :

[image: image8.png]ool




( El autómata finito determinista equivalente será (por pasos) :


1º) p será el estado inicial


2º) (hallamos las partes de Q) 

P(Q) = ( (, (p(, (q(, (r(, (p, q(, (q, r(, (r, p(, (p, q, r( (
3º) Hago una tabla de transiciones, y pongo en la columna de estados aquellos que sean accesibles desde el estado inicial, no se ponen todas las partes de Q (P(Q)). Podría hacerse primero de esa forma, poniendo en los estados P(Q), pero después tendríamos que hallar el autómata conexo asociado.




	
	a 
	b

	((p(
	(p(
	(

	(q(
	(q, r(
	(

	*(r(
	(
	(r(

	*(q,r(
	(q,r(
	(r(


Y este es el autómata finito determinista equivalente al no determinista.




Si nos pidieran minimizar el AFD obtenido:


Renombramos:





Hallamos el autómata equivalente hallando la partición de equivalencia correspondiente:


P0=((A,B,E(, (C,D((

P1=((A,E(, (B(, (C(, (D((

P2=((A(, (B(, (C(, (D(, (E((= PE luego el autómata ya es mínimo

Autómata finito no determinista equivalente a uno determinista


Un AFD es igual a un AFND sin (-transiciones.

Autómata Finito asociado a una Gramática Regular(Gramática tipo 3)

Notas

· El alfabeto no terminal de la Gramática y el conjunto de estados del AF van a “memorizar” el proceso.

· El conjunto de producciones de P “marchará en paralelo” con la función de transición f.

· En las gramáticas hemos hablado de depuración, lo cual podría considerarse como un símil a la minimización en un AF:

	Gramáticas
	Autómatas

	Quitamos variables inaccesibles
	Creamos autómata finito conexo

	Variables no generativas
	Estados trampa

	Producciones reductoras (A(()
	(-transición a estado final (A (( qf)

	Producción A(B
	(-transición(A(( B)

	Producción a(A
	(-transición(A(( A)


· Cuando tenemos un AFD vamos a tener una gramática depurada (excepción de GRLI)

· De un AFND ( gramática ambigua

· De un AFND ( AFD ( gramática no ambigua

· Dada una gramática ambigua, a partie de ella podemos obtener un AFND de donde puedo obtener el AFD y a partir de aquí una gramática no ambigua.

Equivalencia entre AFD y AFND.
 

Hemos definido la equivalencia para los AFD. Extenderemos esta definición para la clase de todos los autómatas finitos (AFD y AFND)de forma que un autómata M es equivalente a un autómata M’ si L(M) = L(M’).

 

Ya que una función es un caso especial de relación (es decir, las funciones son relaciones que poseen requerimientos adicionales), las funciones de los AFD se consideran como relaciones en los AFND. En consecuencia, todo AFD es un AFND. La colección d lenguajes aceptados por los AFND incluye a todos los lenguajes aceptados por los AFD. De esto resulta que los AFND solo aceptan lenguajes aceptados por los AFD. Por lo tanto, los AFND no son más potentes que los AFD con respecto a los lenguajes que aceptan. Para probar esto, necesitamos demostrar que todo lenguaje aceptado por un AFND también es aceptado por algún AFD.

 

Sean M=(Q,S,S,F,D) un AFND. En el tema anterior presentamos una forma de recorrer M, de la cual se obtenía la colección de todos los estados accesibles desde el estado inicial en cada una de las etapas de análisis de una cadena. Estas técnicas proporcionan la base para construir un AFD M’=(Q’,S’,S’,F’,d’) que acepte el mismo lenguaje que M. Esencialmente, lo que se pretende es hacer que cada estado Q’ se corresponda con un conjunto de estados Q. Cuando se analiza una cadena con M, esta se acepta cuando la colección finadle estados contiene al menos un estado de aceptación perteneciente a F. por tanto, haremos que F’ sea el conjunto de estados de Q’ que se correspondan con los conjuntos de estados (de Q) que contienen un estado de F. haremos corresponder a S’ con el conjunto {S}.S’=S y definiremos d de forma que nos desplacemos de un conjunto de estados de M a otro, como se hace D.

 

Ahora demostraremos formalmente que todo lenguaje aceptado por un AFND es también aceptado por un AFD, con lo que probaremos que los lenguajes AFND y los lenguajes AFD están formados por la misma colección de lenguajes.

 

Teorema 1.- Sea M=(Q,S,S,F,D) un AFND. Entonces existe un AFD M’= (Q’,S’,S’,F’,d’) que es equivalente a M.

Demostración: Definamos M’=(Q’,S’,S’,F’,d’) como sigue: sea S’={S}, S’=S, Q’=2Q (que es la colección de todos los subconjuntos de Q) y F’ la colección de todos los conjuntos  de Q’ que contienen estados de F. Para cada conjunto (qi1,qi2,qin) de Q’ y cada  símbolo de entrada s de S, definiremos a  como:

 

d({qi1, qi2, …,q1n},s) ={p1,p2,…pk)

D({qi1,qi2,…,qin},s) = {p1,p2,…,pk}

 

Obsérvese que d, definida de esta forma, es una función Q’xS’ en Q’, puesto que esta bien definida para todos los elementos de Q’xS’.

Para probar que L(M) = L(M’), debemos demostrar que para toda la cadena w, d(S’,w)={p1,p2,…,pj} si y solo si D (S,w)={p1,p2,…,pj} con lo cual M’ acepta w si y solo si M acepta w. Probaremos esto por inducción sobre la longitud de w. Si la longitud de w es 0 (es decir w=e), entonces:

D(S,w)=D (S,e) = {S} = d (S’,w)

 

Ahora supongamos que para toda cadena w de longitud menor o igual que m se tiene que D(S,w)=d(S’,w). Supongamos que u es una cadena de longitud m+1. Entonces, existirá algún  sÎS, de forma que se obtiene que u=ws, donde w es una cadena de longitud m. En este caso,  d(S’ws) = d(d(S’,w),s). Ahora, por la hipótesis de inducción, dado que w tiene longitud m, d(S’,w)= {p1,p2,…,pj} si y solo si D(s,w)={p1,p2,…,pj}.Pero por la forma en la que hemos definido d, tendremos que:

 

d({p1,p2,…,pj},s) = {r1,r2,…,rk}

si y solo si

D({p1,p2,…,pj},s)= {r1,r2,…,rk}

 

Por lo que d(S’,ws) = {r1,r2,…,rk} si y solo si D (S,ws) = {r1,r2,…,rk}. Es decir, la igualdad se cumple para cadenas de longitud m+1 si se cumple para cadenas de longitud m. Entonces por lo anterior tenemos que d(S’,w) es un estado de F’ si y solo si D(S,w) contiene algún estado de F. Por tanto M’ acepta w si y solo si M acepta w.

Propiedades de los lenguajes aceptados por un autómata finito.
 

Para un alfabeto S se pueden construir los AFND (y los AFD) que acepten palabras unitarias. Para ello se puede construir, incluso un AFND que acepte el lenguaje vacío f.

Supongamos que M1= (Q1,S1,S1,F1,D1) y M2=(Q2,S2,S2,F2,D2) son AFND. Podemos unir M1 y M2 en un nuevo AFND que acepte L(M1)ÈL(M2), añadiendo un nuevo estado inicial S y dos e-transiciones, yna de s a si y otra de S a s2. La construccion formal de este nuevo AFND M=(Q,S,S,F,D) viene dado por S=S1ÈS2, F=F1ÈF2 y Q=Q1ÈQ2È{S}, donde S es el nuevo estado inicial y D se define de forma que se incluyan todas las transiciones de D1,D2 y las dos nuevas e-transiciones de s a s1 y s2. Conviene considerar las relaciones de transición  D1 y D2 como colecciones de ternas ordenadas de Q1xSxQ1 y Q2xSxQ2, donde (q,s,p) significa que existe una transición de q a p mediante el carácter s 8es decir, pÎDi (q,s)). Usando esta notación se puede definir:

D=D1ÈD2È{(s,e,s1),(s,e,s2)}

Lenguajes aceptados por un autómata de pila
 

Los lenguajes aceptados por los Autómatas de Pila se denominan lenguaje libres del contexto (CFL por sus siglas en ingles Context Free language)
 
Cada autómata de pila que acepta cadenas sin vaciar su pila tiene un autómata equivalente que lo hace vaciando su pila.

Proceso de reconocimiento de una cadena:

·        Se parte del estado inicial y la pila vacía.

·        Se lee la cadena símbolo a símbolo de izquierda a derecha.

·        Por cada símbolo leído se produce una transición desde el estado actual a otro a través de la flecha cuyo símbolo de entrada coincida con el símbolo leído, siempre y cuando la cabecera de la pila coincida con el símbolo de pila que figura a la izquierda del punto y coma.

·        La cabecera de la pila es sustituida en cada transición por el símbolo de pila a la derecha del punto y coma en la etiqueta de la flecha.

·        El autómata puede realizar transiciones entre estados sin consumir símbolos de entrada o símbolos de pila a través de flechas en las que en el lugar correspondiente de la etiqueta aparezca el símbolo l.

·        La cadena es reconocida si es posible que el autómata alcance un estado de aceptación, estando completamente consumida la cadena de entrada.

 

Teorema:
Cada autómata de pila que acepta cadenas sin vaciar su pila tiene un autómata equivalente que lo hace vaciando su pila.

Demostración:
Sea M=(Q,S,G,D,S,F,z), un autómata de pila que acepta cadenas sin vaciar la pila. Se puede modificar M de la forma siguiente:

 

. Incluir un nuevo estado inicial S, y una transición (S’,l,l;S,#).

. Convertir todos los estados de F en estados de no aceptación, y añadir un estado nuevo p, y de cada antiguo estado Q de F añadir la transición (Q, l, l;i,z).

. Añadir (p, l,x;p, l).
Añadir un nuevo estado de aceptación q, al que llegará la transición (p, l,#;q, l).

El nuevo autómata aceptará las mismas cadenas que el original, pero dejando la pila vacía.

 

Teorema.- El conjunto de lenguajes aceptados por un autómata finito sobre el alfabeto S contiene f y los lenguajes unitarios {a} para todo aÎS. Este conjunto es cerrado con respecto a la unión, concatenación y la cerradura de estrella.

Dada una expresión regular  r para construir un AFND (con e-transiciones en todos los lados excepto para expresiones regulares triviales), podemos aplicar las técnicas precedentes a los términos de las expresiones regulares. Por tanto, todo lenguaje regular es aceptado por un autómata finito. Lo reciproco también es cierto, como veremos en el Lema de Arden. Es decir, todo lenguaje aceptado por un autómata finito es también un lenguaje regular. Por lo tanto, el conjunto de los lenguajes regulares es el mismo que el conjunto de lenguajes aceptados por un autómata finito.

Consideremos el autómata finito M=(Q,S,S,D) y supongamos que s=q0 es el estado inicial. Para todo estado qi sea:

Ai={wÎS* | D (q1,w)ÇF¹f}

Es decir, Ai es el conjunto de las cadenas sobre S quehacer que M pase desde qi hasta un estado de aceptación. Se dice que Ai = f. Si qiÎF, entonces se tiene que eÎAi.

 

Lema de Arden: Una ecuación de la forma X=AXÈB, donde eÏA, tiene una solucion única X=A*B.

Demostración: Obsérvese que A*B=(A+Èe) B=A+B​​​​ÈB=A(A*B)ÈB. por tanto, A*B esta contenida en toda solución. Supongamos que X=A*BÈC es una solución, donde CÇA*B=f. Si resustituye la expresión anterior en la ecuación X=AXÈB, se obtiene

 

A*BÈC= A(A*BÈC)ÈB

             = A+BÈACÈB

             = A+BÈBÈAC

             = (A+Èe)BÈAC

             = A*BÈAC

Teorema de Kleene: Un lenguaje es regular si y solo si es aceptado por un autómata finito.

Autómatas de Pila Deterministicos (PDA)
 

De manera general, un autómata de pila determinista es un autómata de pila en el cual es aplicable una, y sólo una, transición en cualquier instante. Esto implica que sí (p, x, y; q, z) y ( p, x, y; r, w) son transiciones, entonces q debe ser igual a r, y z debe ser igual a w. Sin embargo, esta condición no basta para excluir la posibilidad del no determinismo. 

 

Cuando se usa el término determinismo implica que el sistema está completamente definido. Sin embargo, las afirmaciones que se efectúen con respecto a los autómatas de pila son válidas, sin importar si los autómatas en cuestión se encuentran o no completamente definidos. Además, si se obliga a definir por completo a los autómatas, se obtienen diagramas más bien saturados. 

 

También es importante determinar si el determinismo reduce o no el poder de un autómata de pila. Por desgracia, así es; los lenguajes aceptados por autómatas de pila deterministas se denominan lenguajes independientes del contexto determinista. El hecho de que esta clase de lenguajes no incluya todos los lenguajes independientes del contexto nos indica que el objetivo de construir rutinas deterministas de análisis sintáctico y basadas en autómatas de pila no se alcanzará para todos los lenguajes independientes del contexto sino únicamente en el caso, más reducido, de los lenguajes independientes del contexto determinista. 

 

Además, los autómatas de pila deterministas aceptan cadenas sin que necesariamente tengan que vaciar sus pilas y, es probable que este modelo dé origen a segmentos de programas que saturen la memoria de un computador con los residuos de cálculos anteriores.

 

La mayor de las clases es la colección de lenguajes independientes del contexto que los autómatas de pila generales aceptan. Dentro de esta clase de se encuentran propiamente incluidos los lenguajes independientes del contexto deterministas aceptados por los autómatas de pila deterministas (aquellos que no tienen el requisito de vaciar sus pilas). Luego, propiamente contenidos en la clase de los lenguajes independientes de contexto deterministas, se hallan los lenguajes que pueden ser aceptados por los autómatas de pila deterministas que vacían sus pilas antes de aceptar una cadena de entrada.

Autómata de Pila Deterministico (PDA) y Lenguaje Libre de Contexto (CFL)
 

Existen lenguajes independientes del contexto que no pueden ser aceptados por ningún autómata de pila determinista.

 

- Lenguajes independientes del contexto deterministas: aceptados por algún autómata de pila determinista.

- Existen lenguajes independientes del contexto que no pueden ser aceptados por ningún autómata de pila determinista que vacíe su pila.

 

Principio de preanálisis
- Técnica que permite a los autómatas de pila observar uno o varios símbolos más allá de donde se encuentra la cabeza lectora del autómata, pero sin leerlos realmente. 

- Esta técnica permite superar el no determinismo de algunos autómatas de pila.

 

Analizadores Sintácticos LL(k)
- Leen la cadena de entrada de izquierda a derecha, y producen una derivación por la izquierda.

- Se basan en el proceso de reconocimiento de los autómatas de pila construidos.

- Se les denomina:

Analizadores sintácticos predictivos, pues deben predecir cuál es la siguiente regla de reescritura que debe aplicarse en la derivación.

Analizadores sintácticos descendentes, pues insertan en la pila el símbolo inicial de la gramática y terminan generando en ella una cadena de símbolos equivalente a la cadena de entrada.

. Para ello emplean una técnica de preanálisis con k símbolos.

- Existen lenguajes independientes del contexto deterministas que no pueden ser reconocidos por analizadores LL(k), cualquiera que sea k.

 

Proceso de análisis LL
- Previo: marcar el fondo de la pila (#) e insertar el símbolo inicial de la gramática.

- Proceso: repetición de los siguientes pasos

1. Si en la cima de la pila hay un símbolo no terminal, reemplazarlo de acuerdo con una regla de la gramática.

2. Si en la cima de la pila hay un símbolo terminal que coincide con el símbolo actual de entrada, sacarlo de la pila y leerlo de la entrada. Si dichos símbolos no coinciden, la cadena es rechazada.

3. Si en la cabecera de la pila aparece #, la cadena es aceptada.

- El principio de preanálisis permite elegir entre posibles alternativas en el paso 1.

Tablas de análisis sintáctico LL(k)
- Matriz bidimensional cuyos elementos indican la parte derecha de la regla que se debe aplicar en el paso 1 del proceso de análisis cuando aparece un cierto símbolo no terminal en la cabecera de la pila, dada una cierta combinación de símbolos de preanálisis.

. Tantas filas como símbolos no terminales.

. Tantas columnas como combinaciones posibles de símbolos de preanálisis

(incluyendo el fin de cadena).

- Error: cuando no se puede aplicar ninguna regla.

Analizadores Sintácticos LR(k)
- Leen la cadena de entrada de izquierda a derecha, y producen una derivación por la derecha.

- Se les denomina analizadores sintácticos ascendentes, pues el proceso de reconocimiento que emplean conduce a la inserción en la pila del símbolo inicial de la gramática.

. Para ello emplean una técnica de preanálisis con k símbolos.

- Los lenguajes aceptados por los analizadores LR(k) son los lenguajes independientes del contexto deterministas.

Proceso de análisis LR
- Previo: marcar el fondo de la pila (#).

- Proceso:

1. Ir insertando en la pila los símbolos terminales que aparecen a la entrada (operación de desplazamiento).

2. Cuando los símbolos en la cabecera de la pila coincidan con la parte derecha de alguna regla, sustituirlos por el no terminal en la izquierda de dicha regla (operación de reducción).

3. Al final, en la pila sólo quedan el axioma y #.

- El principio de preanálisis permite seleccionar entre posibles alternativas a la hora de elegir si se realiza una operación de desplazamiento o de reducción, y, en este último caso, también sirve para identificar cuál de las reglas de la gramática va a ser reducida.

- Las reglas involucradas en las operaciones de reducción leídas de abajo a arriba dan una derivación por la derecha.

Tablas de análisis sintáctico LR(k)
- Se utilizan para evitar tener que consultar más de un símbolo de la pila al realizar operaciones de reducción en el paso 2 del proceso de análisis LR.

- Las tablas de análisis sintáctico LR(k) se basan en la existencia de un autómata finito que es capaz de aceptar las cadenas de símbolos de la gramática (terminales y no terminales) que conducen a una operación de reducción.

. Estados del autómata finito: símbolos especiales.

- Cada vez que se inserta en la pila un símbolo terminal (desplazamiento) o no terminal (reducción), también se inserta un símbolo especial. El símbolo especial insertado es un patrón que representa lo que hay por debajo de él en la pila.

- Una tabla de análisis LR(1) es una matriz bidimensional cuyos elementos indican la acción que debe realizar el analizador en cada momento (desplazar, reducir, aceptar, error) y los símbolos que debe insertar en la pila. 

Columnas: símbolos terminales, fin de cadena y no terminales.

* Columnas con terminales o fin de cadena: operaciones de desplazamiento, reducción, aceptación o error.

* Columnas con no terminales: indican el símbolo especial insertado en la cima de la pila tras una reducción que tuviese en la parte izquierda de la regla el no terminal de la columna.

Filas: símbolos especiales (estados del autómata finito).
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