Autómatas Finitos
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	Figura 2: Cinta de Entrada de AF 


Definición: Un autómata finito es una estructura algebraica A = [image: image1.png](@%,8,00, F)



donde: 

· Q : Conjunto finito de estados. 

· [image: image2.png]


: Alfabeto finito de entrada. 

· [image: image3.png]


: Función de transición [image: image4.png]


: Qx[image: image5.png]


 [image: image6.png]


P(Q) 

· [image: image7.png]


: Estado inicial, [image: image8.png]




INCLUDEPICTURE "A:\\NFA A DFA\\Autómatas Finitos_archivos\\img13.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image9.png]


Q 

· F : Conjunto de estados finales F [image: image10.png]


Q 

Definición de Configuración 

Si A = [image: image11.png](@%,8,00, F)



es un AF, entonces (q,w) [image: image12.png]


Q x [image: image13.png]


es una configuración de A. 

Configuración inicial: ([image: image14.png]


,w) 
Configuración final : (q, [image: image15.png]


),q [image: image16.png]


F 

Definición: 

Si [image: image17.png]


(q,a)=q' entonces (q,aw) [image: image18.png]


(q',w) es un movimiento de A. 

Un movimiento de A es representado por la relación binaria: 

[image: image19.png]


sobre configuraciones 
[image: image20.png]


+ movimiento transitivo de [image: image21.png]



[image: image22.png]


hecho reflexivo transitivo de [image: image23.png]



Una cadena w [image: image24.png]




INCLUDEPICTURE "A:\\NFA A DFA\\Autómatas Finitos_archivos\\img18.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image25.png]


es aceptada por un AFND, A si ([image: image26.png]


,w) [image: image27.png]


(q,[image: image28.png]


) para algún q [image: image29.png]


F. 

Un lenguaje aceptado por A es denotado por L(A) y es definido como: 

L(A)={ w/w [image: image30.png]




INCLUDEPICTURE "A:\\NFA A DFA\\Autómatas Finitos_archivos\\img18.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image31.png]


, ([image: image32.png]


,w) [image: image33.png]


(q,[image: image34.png]


), q [image: image35.png]


F } 

Ejemplos: 

(1) Diseñe un AF para reconocer expresiones aritméticas de longitud arbitraria que comprenden enteros positivos separados por los signos de suma, resta, multiplicación o división. 

	[image: image152.png]




	Figura 3: AF de expresiones aritméticas 


Q = {0,1} 
[image: image36.png]


={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,-,· ,:} 
[image: image37.png]


= {0} 
F = {1} 

(0,1+27:3-2) [image: image38.png]


(1,+27:3-2) [image: image39.png]


(0,27:3-2) [image: image40.png]


(1,7:3-2) [image: image41.png]


(1,:3-2) [image: image42.png]


(0,3-2) [image: image43.png]


(1,-2) [image: image44.png]


(0,2) [image: image45.png]


(1,[image: image46.png]


) Acepta porque está en configuración final. 

(2) A = [image: image47.png](@%,8,00, F)




Q = {0,1,2,3} 
[image: image48.png]


={a,b} 
F = {3} 
[image: image49.png]


= 0 

	[image: image50.png]s






	Figura 4: Autómata del ejemplo (2)


Autómatas Finitos Determinísticos
Definición: A es determinístico si [image: image51.png]


(q,a) no tiene más de un elemento [image: image52.png]


q [image: image53.png]


Q y [image: image54.png]


a [image: image55.png]
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. 
Si [image: image57.png]


(q,a) tiene siempre exactamente un elemento A esta completamente especificado. 

Teorema : Si L = L(A) para un AFND, A = [image: image58.png](@%,8,00, F)



entonces L = L(A') para un AFD, A'. 
Se define un AFD A' = [image: image59.png](@.%,5, a5, F")



como sigue: 

Q'=P(Q) ([image: image60.png]Q| =2



) 
[image: image61.png]


= [[image: image62.png]


] 
F' = {B [image: image63.png]


Q/ B [image: image64.png]


F [image: image65.png]
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} (Todos los estados que contienen algún estado final) 
[image: image67.png]


'([[image: image68.png]


,...,[image: image69.png]


],a) = [[image: image70.png]


,...,[image: image71.png]P;



] ssi [image: image72.png]


({[image: image73.png]


,...,[image: image74.png]


},a) = {[image: image75.png]


,...,[image: image76.png]P;



} 

O sea [image: image77.png]


' aplicado a un elemento q' [image: image78.png]


Q se calcula aplicando [image: image79.png]


a cada estado de Q' representado por q' = [[image: image80.png]


,...,[image: image81.png]


]. 

Al aplicar [image: image82.png]


a cada [image: image83.png]


,...,[image: image84.png]


 y tomando la unión, se obtienen nuevos conjuntos de estados [image: image85.png]


,...,[image: image86.png]P;



. Este nuevo conjunto tiene un representante [[image: image87.png]


,...,[image: image88.png]P;



] [image: image89.png]


Q' y ese elemento es el valor de [image: image90.png]


'([[image: image91.png]


,...,[image: image92.png]


],a). 

Ejemplo: Tomando el AFND anterior 

Q = {0,1,2,3} [image: image93.png]


={a,b} F = {3} [image: image94.png]


= 0 

Q' = {[0],[1],[2],[3],[01],[02],[03],[12],[13],[23],[012],[013],[023],[123],[0123]} 
[image: image95.png]


' = [0] 
F' = {[3],[03],[13],[23],[013],[023],[123],[0123]} 

	[image: image96.png]



	a
	b

	[0]
	[01]
	[02]

	[1]
	[13]
	[1]

	[2]
	[2]
	[23]

	[3]
	-
	-

	[01]
	[013]
	[012]

	[02]
	[012]
	[023]

	[03]
	[01]
	[02]

	[12]
	[123]
	[123]

	[13]
	[13]
	[1]

	[23]
	[2]
	[23]

	[012]
	[0123]
	[0123]

	[013]
	[013]
	[012]

	[023]
	[012]
	[023]

	[123]
	[123]
	[123]

	[0123]
	[0123]
	[0123]
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	Figura 5: Autómata Finito Determinístico 


Reemplazando: 

· [image: image98.png]


por [image: image99.png]



· [image: image100.png](03]



por [image: image101.png]



· [image: image102.png][02]



por [image: image103.png]



· [image: image104.png][013]



por [image: image105.png]



· [image: image106.png][012]



por [image: image107.png]



· [image: image108.png][023]



por [image: image109.png]



· y [image: image110.png][0123]



por [image: image111.png]



	[image: image112.png]




	Figura 6: AFD luego de efectuar los reemplazos


Ejemplo : 
(i) 
([image: image113.png]


,aababaa) [image: image114.png]


([image: image115.png]


,ababaa) [image: image116.png]


([image: image117.png]


,babaa) [image: image118.png]


([image: image119.png]


,abaa) [image: image120.png]


([image: image121.png]


,baa) [image: image122.png]


([image: image123.png]


,aa) [image: image124.png]


([image: image125.png]


,a) [image: image126.png]


([image: image127.png]


,[image: image128.png]


) Acepta. 

(ii) 
([image: image129.png]


,bba) [image: image130.png]


([image: image131.png]


,ba) [image: image132.png]


([image: image133.png]


,a) [image: image134.png]


([image: image135.png]


,[image: image136.png]


) Rechaza 

Ejemplo: 

AFD: Números binarios divisibles por 4. 

	[image: image137.png]




	Figura 7: AFND del ejemplo de números binarios divisibles por 4


Q={0,1,2} 
[image: image138.png]


=0 
[image: image139.png]


={0,1} 
F={2} 

Por ejemplo: 
100=4 
1000=8 
1100=12 
10000=16 
10100=20 
11000=24, etc. 

Q'={[0],[1],[2],[01],[02],[12],[012]} 
F'={[2],[02],[12],[012]} 
[image: image140.png]


'=[0] 
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	Figura 8: AFD del ejemplo de números binarios divisibles por 4 


Equivalencia entre AFD y AFND.
 

Hemos definido la equivalencia para los AFD. Extenderemos esta definición para la clase de todos los autómatas finitos (AFD y AFND)de forma que un autómata M es equivalente a un autómata M’ si L(M) = L(M’).

 

Ya que una función es un caso especial de relación (es decir, las funciones son relaciones que poseen requerimientos adicionales), las funciones de los AFD se consideran como relaciones en los AFND. En consecuencia, todo AFD es un AFND. La colección d lenguajes aceptados por los AFND incluye a todos los lenguajes aceptados por los AFD. De esto resulta que los AFND solo aceptan lenguajes aceptados por los AFD. Por lo tanto, los AFND no son más potentes que los AFD con respecto a los lenguajes que aceptan. Para probar esto, necesitamos demostrar que todo lenguaje aceptado por un AFND también es aceptado por algún AFD.

 

Sean M=(Q,,S,F,) un AFND. En el tema anterior presentamos una forma de recorrer M, de la cual se obtenía la colección de todos los estados accesibles desde el estado inicial en cada una de las etapas de análisis de una cadena. Estas técnicas proporcionan la base para construir un AFD M’=(Q’,’,S’,F’,’) que acepte el mismo lenguaje que M. Esencialmente, lo que se pretende es hacer que cada estado Q’ se corresponda con un conjunto de estados Q. Cuando se analiza una cadena con M, esta se acepta cuando la colección finadle estados contiene al menos un estado de aceptación perteneciente a F. por tanto, haremos que F’ sea el conjunto de estados de Q’ que se correspondan con los conjuntos de estados (de Q) que contienen un estado de F. haremos corresponder a S’ con el conjunto {S}.’= y definiremos  de forma que nos desplacemos de un conjunto de estados de M a otro, como se hace .

 

Ahora demostraremos formalmente que todo lenguaje aceptado por un AFND es también aceptado por un AFD, con lo que probaremos que los lenguajes AFND y los lenguajes AFD están formados por la misma colección de lenguajes.

 

Teorema 1.- Sea M=(Q,,S,F,) un AFND. Entonces existe un AFD M’= (Q’,’,S’,F’,’) que es equivalente a M.

Demostración: Definamos M’=(Q’,’,S’,F’,’) como sigue: sea S’={S}, ’=, Q’=2Q (que es la colección de todos los subconjuntos de Q) y F’ la colección de todos los conjuntos  de Q’ que contienen estados de F. Para cada conjunto (qi1,qi2,qin) de Q’ y cada  símbolo de entrada  de , definiremos a  como:

 

({qi1, qi2, …,q1n},) ={p1,p2,…pk)

({qi1,qi2,…,qin},) = {p1,p2,…,pk}

 

Obsérvese que , definida de esta forma, es una función Q’x’ en Q’, puesto que esta bien definida para todos los elementos de Q’x’.

Para probar que L(M) = L(M’), debemos demostrar que para toda la cadena w, (S’,w)={p1,p2,…,pj} si y solo si  (S,w)={p1,p2,…,pj} con lo cual M’ acepta w si y solo si M acepta w. Probaremos esto por inducción sobre la longitud de w. Si la longitud de w es 0 (es decir w=), entonces:

(S,w)= (S,) = {S} =  (S’,w)

 

Ahora supongamos que para toda cadena w de longitud menor o igual que m se tiene que (S,w)=(S’,w). Supongamos que u es una cadena de longitud m+1. Entonces, existirá algún  , de forma que se obtiene que u=w, donde w es una cadena de longitud m. En este caso,  (S’w) = ((S’,w),). Ahora, por la hipótesis de inducción, dado que w tiene longitud m, (S’,w)= {p1,p2,…,pj} si y solo si (s,w)={p1,p2,…,pj}.Pero por la forma en la que hemos definido , tendremos que:

 

({p1,p2,…,pj},) = {r1,r2,…,rk}

si y solo si

({p1,p2,…,pj},)= {r1,r2,…,rk}

 

Por lo que (S’,w) = {r1,r2,…,rk} si y solo si  (S,w) = {r1,r2,…,rk}. Es decir, la igualdad se cumple para cadenas de longitud m+1 si se cumple para cadenas de longitud m. Entonces por lo anterior tenemos que (S’,w) es un estado de F’ si y solo si (S,w) contiene algún estado de F. Por tanto M’ acepta w si y solo si M acepta w.

Propiedades de los lenguajes aceptados por un autómata finito.

 

Para un alfabeto  se pueden construir los AFND (y los AFD) que acepten palabras unitarias. Para ello se puede construir, incluso un AFND que acepte el lenguaje vacío .

Supongamos que M1= (Q1,1,S1,F1,1) y M2=(Q2,2,S2,F2,2) son AFND. Podemos unir M1 y M2 en un nuevo AFND que acepte L(M1)L(M2), añadiendo un nuevo estado inicial S y dos -transiciones, yna de s a si y otra de S a s2. La construccion formal de este nuevo AFND M=(Q,,S,F,) viene dado por =12, F=F1F2 y Q=Q1Q2{S}, donde S es el nuevo estado inicial y  se define de forma que se incluyan todas las transiciones de 1,2 y las dos nuevas -transiciones de s a s1 y s2. Conviene considerar las relaciones de transición  1 y 2 como colecciones de ternas ordenadas de Q1xxQ1 y Q2xxQ2, donde (q,,p) significa que existe una transición de q a p mediante el carácter  8es decir, pi (q,)). Usando esta notación se puede definir:

=12{(s,,s1),(s,,s2)}
 

Teorema.- El conjunto de lenguajes aceptados por un autómata finito sobre el alfabeto  contiene  y los lenguajes unitarios {a} para todo a. Este conjunto es cerrado con respecto a la unión, concatenación y la cerradura de estrella.

Dada una expresión regular  r para construir un AFND (con -transiciones en todos los lados excepto para expresiones regulares triviales), podemos aplicar las técnicas precedentes a los términos de las expresiones regulares. Por tanto, todo lenguaje regular es aceptado por un autómata finito. Lo reciproco también es cierto, como veremos en el Lema de Arden. Es decir, todo lenguaje aceptado por un autómata finito es también un lenguaje regular. Por lo tanto, el conjunto de los lenguajes regulares es el mismo que el conjunto de lenguajes aceptados por un autómata finito.

Consideremos el autómata finito M=(Q,,S,) y supongamos que s=q0 es el estado inicial. Para todo estado qi sea:

Ai={w* |  (q1,w)F}

Es decir, Ai es el conjunto de las cadenas sobre  quehacer que M pase desde qi hasta un estado de aceptación. Se dice que Ai = . Si qiF, entonces se tiene que Ai.

 

Lema de Arden: Una ecuación de la forma X=AXB, donde A, tiene una solución única X=A*B.

Demostración: Obsérvese que A*B=(A+) B=A+B​​​​B=A(A*B)B. por tanto, A*B esta contenida en toda solución. Supongamos que X=A*BC es una solución, donde CA*B=. Si resustituye la expresión anterior en la ecuación X=AXB, se obtiene

 

A*BC= A(A*BC)B
             = A+BACB
             = A+BBAC
             = (A+)BAC
             = A*BAC

Teorema de Kleene: Un lenguaje es regular si y solo si es aceptado por un autómata finito.

[image: image142.png]Teorema sobre I transformacién de AFND en AFD

Elteorema dice asi : "Para todo automata finito no determinista AFND~(E, Q. £.q,
F) se puede construir un automata finito determinista AFD~(E, Q'

' F)tal que el
lenguaje reconocido por el autémata finito determinista AFD coincida con el lenguaje

reconocido por el autémata finito no determinista AFND, es decir L(AFD) = LAFND)"

Demostra

Se determina en primer lugar Q* que es el conjunto de las partes del conjunto de

estados Q.

Q"= P(Q) ~ { conjunto de s partes de Q §
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s decir, para que q” sea estado final basta que uno o mis de los estados de Q que lo

componen sea final

Canesto se ha construido un autémata finito determinista, ahora hace falta demostrar
que reconocen el mismo lenguaje, para ello bastard comprobar que. para todo x £
P(xg) e F iy solosi f(x.q) contiene un estado (0 varios) g, F. y teniendo en cuenta

la definici6n de I esto ser evidentemente cierto si se demuestra que

PO )] 51y 5610 81 (x.0,)qeni}



[image: image144.png]Tal demostracion puede hacerse por induccion sobre Ia longitud de x : para longitud
de x nula, x = . es inmediato puesto que T(Aq")-q'-[a. ¥ (h.q,)~{q, . Supongase

que es cierto para longitud de x <~ 1: entonces para e < £ se tiene que
Fixeq')-Fx.q)
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con lo que queda demostrado.
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Sea el autémata finito no determinista del ejemplo 15.3.1.1, determinar un automata

finito determinista equivalente
Solucion : Siguiendo la construccion del teorema 1533, ¢l AFD tendra en un

principio 2 estados, es decir Q” conjunto de las partes de Q tiene enun principio 16 estados.

También se define el estado inicial y el conjunto de estados finales I~
Lt CRCHRCRACHACICH R CI RN

avlal

F=41Q el [ 620Gl [0 (20590

¥ I se construye a partir de f resultando la siguiente tabla
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[image: image147.png]Ahora bien. en un AF los estados que no son accesibles desde el inicial pueden

eliminarse, asi se eliminan los marcados en la tabla con flechas:

(921 (91l [910s]. [90]- 101251 (9102431 19,4301 ¥ 61024541 por no aparecer

dentro de la tabla



[image: image148.png][4:4+,] por no aparecer en la tabla como transicion de un estado eliminado ante-

riormente

[9:9.] por aparecer enla tabla como transicion de un estado eliminado anteriormente.

¥ también en su propio estado, no es accesible por no aparecer en otro estado.
Evidentemente [¢,] nunca puede eliminarse como estado. por ser el estado inicial

Entonces I” puede resumirse segin la tabla

Elestada vacio [] no puede eliminarse en este caso. pues es aceesible desde [¢,] y

[cal
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Se puede comprobar que ¢l lenguaje reconacido por ¢l AFD es ¢l mismo que el

reconocido por el AFND del ejemplo 15.3.1.1. Asiel lenguaje reconocido por el AFD es
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La dltima igualdad se ha obtenido teniendo en cuenta que:

b |aa’=b"|k|aa"





