Ghiaus A.-G.: Transferul de caldura

2.3. Conductia caldurii in regim nestationar

Ecuatia diferentiala a conductiei in regim nestationar cu izvoare interioare
de caldura este:
ot ]
G avie - t=t(x,y,2,7)
or pPcp

In cazul corpurilor fard izvoare interioare de caldurd (g, =0), rezulta

ecuatia lui Fourier:
ot
2 —a Vi
or

Solutia ecuatiei diferentiale (cAmpul de temperaturi) poate fi determinata
prin metode analitice, numerice, grafice sau de analogie.

2.3.1. Corpuri cu capacitate termica concentrata

Sunt corpurile caracterizate de rezistentd termica internd neglijabila,
avand conductivitatea termicd mare (metalele) si cel putin o dimensiune foarte
micd (table, sarme, bile, particule fine) pentru care se poate admite ca
temperatura este uniforma in tot volumul.

Cazul corpului care se raceste

Qov Ipoteze: p.cp.ra# f (t)
t= t(r)

Notatii: O=t—ty

Fig. 2.86: Schita corpului
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Cap. 2: Conductia caldurii

Solutia generald a campului de temperaturi se determind din ecuatia de
bilant termic:

o0
E:ch
0Q=-m-c,-dt=—p-V-c,-dt
: 7 d :—p-V-cp-ﬂ:a-S-(t—tf)
Oy =a-S-(t-ty) dr
—p-V-cp ﬁ—05-5-49 — d6?:_ a5 dr
T 0 pV-cy,
a-S
p— .V‘c .’Z'
Inf =— 2+IhC  — O=C-e
PV Cp
a-S

T
t=ty+C-e pVCp [°C]

pV-c

a-S

pP

Remarca: Expresia are dimensiunea [s] si este denumitda

constanta de timp.

Solutia particularda a campului de temperaturi si constanta C se determina
din impunerea conditiei de unicitate (initiale).

laz=0 — t:tini; 0=0ini=tl~ni—tf

f =ty +C=tiyy; — C=tyy—ty =0y,

a-S a-S
T - T

g = Hl'l’ll' e ,O-V-Cp — = tf + (tini _tf), e ,O-V-Cp [oC]

Remarcd: Temperatura are o variatie exponential descrescatoare.

89



Ghiaus A.-G.: Transferul de caldura

t7 Se defineste temperatura adimensionala,
0 , caraportul dintre 6 s1 6;,,;:
tini
_ 0 t—t
g-Y -/
Oini lini —tf
te - 6;S T
O=c 7]
0 T

Fig. 2.87: Distributia temperaturii

Cazul corpului care se incilzeste

Qv Ipoteze: p.cp.ra#* f (l )
} t=1(z)
. tini <t <ty

Notatii: O=t—ty

Fig. 2.88: Schita corpului

Solutia generala a campului de temperaturi se determina din ecuatia de
bilant termic:

§_Q_.
7, Yo

6Q=m-cy,-dt=p-V-c,-dt

dt
Q.cv:a'S'(ff_t ) :>/0'V'Cp'd—=—0£'5°(f—tf)
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Cap. 2: Conductia caldurii

P-V-cp-ﬁz—a-S-H — 0 __ a5 drt
dr 0 p-V-cy,
a-S
.S T Ve ©
mo=—222_rimc — 0=C.e P
pV-cy,
a-S
— T

t=t;+C-e PV g

Remarca: Campul de temperaturi are aceeasi expresie atat la incalzirea
cat si la racirea corpului.

Solutia particulara a campului de temperaturi si constanta C se determina
din impunerea conditiei de unicitate (initiale).

la 2'20 — t:tini; (9=¢9,-m-:tl-m-—tf

o=ty +C=tyi — C=tiyj—t; =0y,
a-S a-S
oV T 7 T
6’=¢9,-m--e P P — tzlf-l-(tl'm'—lf)'e P P

a-S

T

(=tr iyt )e e, e

Remarcd: Temperatura are o variatie exponential crescétoare.

t _
Se defineste temperatura adimensionala, & ,
ca raportul dintre 6 si 6;,;:
T e e
_ p t—t te—t
Oini tini —tf  tf —lini
tini a-S
_ oV M
G=e 777 [
0 T

Fig. 2.89: Distributia temperaturii
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Ghiaus A.-G.: Transferul de caldura

Criteriile adimensionale Fourier si Biot

Se definesc:
- difuzivitatea termica, a, raportul intre conductivitatea termica pe de o parte si

produsul dintre densitate si caldura specifica la presiune constanta pe de alta:
A

a= [m?/s]
PCp
- lungimea caracteristica, /., raportul dintre volumul s1 suprafata corpului:
Vv
[.=— [m
c=g [m]

- criteriul Fourier, Fo, raportul intre produsul dintre difuzivitatea termica si
timp si lungimea caracteristica la patrat:

ZC

- criteriul Biot, Bi, raportul intre produsul dintre coeficientul de convectie si
lungimea caracteristica si conductivitatea termica:
pi=%le
A
Observatie: Din punct de vedere fizic, criteriul Biot reprezintd raportul
dintre rezistenta termica conductiva (internd) si rezistenta termicd convectiva (la
suprafata corpului).

[-]

Bl-:lc/;t:Rcd
Illa R,
Rezulta:
@S . aS SVi A 8 aV
p-V-cp pV-cp Vs A p-cy y2 A S
a-S -r:a;-a'lC:Bi-Fo
IOVCP Zc

g — e—Bl"FO [_]

Remarcd: Pentru valori mici ale criteriului Biot (Bi<0,]), rezistenta
termica conductiva este mica in raport cu cea convectiva iar temperatura in
interiorul corpului ajunge rapid la valoarea temperaturii suprafetei.

Concluzie: Corpurile cu reziztentd termicd internd neglijabild sunt
caracterizate de valori mici ale criteriului Biot.
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Cap. 2: Conductia caldurii

2.3.2. Corpuri solicitate termic simetric

2.3.2.1. Placa plana

Se considera o placd pland omogena si izotropd cu grosimea mult mai
mica decat celelalte doua dimensiuni, fara izvoare interioare de caldura, care se
imerseaza instantaneu intr-un mediu fluid cu temperatura mai micd decat cea

initiala a placii.

y
te t tr
o A o
-0 0
L 28

!\

Fig. 2.90: Schita placii

Ipoteze:

Notatii:

t=t(x,7)
—-0<x<0
9y =

tini 2121

d? 1

H:t—pf

Determinarea solutiei generale a campului de temperaturi:

ot 021
—_— = —
or

00  3%0
—a-—

P

Se aplica metoda separarii variabilelor:

dT

X —=a-T-:

dr

9(x,r)= X(x)- T(r)

—] .
a-T

6x2

1z
X dx2

Observatie: Constanta m nu poate lua valoarea zero. Daca m =0 rezulta
dT/dt=0, 0t/0r =0 si deci conductia are loc in regim stationar.
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Ghiaus A.-G.: Transferul de caldura

2
L dr__ > 4T __ 2 ., | T=Cpoemam’ e
a-T dr T
2 2
1
X dx dx

X =C, -sin(m-x)+C; - cos(m-x)
0=Cy -e_a'mz'r-[CZ -sin(m-x)+C3 -cos(m-x)]

(=t +Cpoe " T, sin(m-x)+ Cs -cos(m-x)] [°C)

Solutia particulard a cAmpului de temperaturi si constantele C;, C5 s1 C3

se determind din impunerea conditiilor de unicitate (simetrie, la limita si
initiale).

lax=0 — ﬁ=0 — %20
ox ox
lax=0 — —z-ﬂza-(t—tf) L0902y
ox ox A

la 2'20 — t:tilfli; G:Him-:tl-m-—tf

2
o0 =Cy-e @M 'T~m-(C2-cos(m-x)—(%-sin(m-x)ﬁ =0
ox| _ =0
x=0 X
2 #0
C;-Cy-m-e 4™ T=0 — . }:Q:O
C]¢0

2 2
0=C;-e "™ T.C3-cos(m-x)=Cy-e ™ F.cos(m-x)

2
=Cy-e” @M 'T-m-(—sin(m-x))‘ --%.9
x=0 A

06

ox

x=0

—m-Cy -e_a'm2'r- sin(m - 5):—%-6’4 -e_a'mz'f- cos(m- &)
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Cap. 2: Conductia caldurii

Se noteaza cu u produsul dintre m s1 0: u=m-o0

] .
cigu=—--u —  p=[(Bi)

2
9‘720 =Cy-e @M " cos(m-x% =0
=0

Cy 'COS(m-x)=¢9im- > Cy= Oini
COoS (m . X)
.. 2

T 0= _ini_ e "M T cos (m - x)

t cos (m - x)
T tini To .
E i —_— . 2'
/\i 0=0, ¢ am*-t
;/.N at 7
,/—t'-*.. 0=0, e
H f !

—EI') 0 IS X'; 9 = ell’ll .e —FOf(Bl)

k 20 N

t=ty +tins —tf)-e‘FO'f(Bi) [°C]

Fig. 2.91: Distributia temperaturii
13>1)>11>7 =0

In calculele ingineresti se utilizeazd temperatura adimensionald @ , care se
determina cu ajutorul nomogramelor in functie de criteriile Biot si Fourier.

d | G_ 0 _ 17U Res()
Oini tini —1f

0 = f,(Bi,Fo)

Observatie: Temperatura adimensionala
este in scara logaritmica iar criteriul Fourier
0 Fo in scara liniara cu pas variabil.

Fig. 2.92: Nomograma pentru
determinarea temperaturii adimensionale
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Ghiaus A.-G.: Transferul de caldura

2.3.2.2. Cilindrul plin

Se considerd un cilindru plin omogen si izotrop, cu diametrul mult mai
mic decat lungimea sa, fard izvoare interioare de cadldura care se imerseaza
instantaneu intr-un mediu fluid cu temperatura mai mica decat cea initiala a
cilindrului.

z] Ipoteze:  t=1(r,7)
\' ) 0<r<R
C;v =0
: t t& tini 212 tf
A

<
£
-~
—
v

Notatii: O=t—ty

™
v

Fig. 2.93: Schita cilindrului

Determinarea solutiei generale a campului de temperaturi:

or 1 o ot 0°t 1 ot 00 0°0 1 00
—_—=qg-——\r-—\|=q- —+_._ —> —=a- +__
or r or\_ or or° r Or ot or r Or

Se aplica metoda separarii variabilelor:

O(r,7)=R(r)-T(r)

2 2
R.d_T:a.[T.d R+T.1.d_Rj . ;T.d_fzé.(d R, 1 dR]:_mg
a.

dr dr rodr T dr’ rodr
2
SEENLL - N T T=Cy-e @M 7
a-T drt T
! (d’R 1 dR 5 d’R 1 dR
—. — =—m +—- + R=0
R\ g2 r dr dr’ r dr
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Cap. 2: Conductia caldurii

Solutia ecuatiei diferentiale este o functie de tip Bessel de variabilele m s1 7:

R= fp(m,r)
2
0=Crp-e "7 fp(m,r)

2
t=ty+Cp-e " " fp(mr)  [C]

Solutia particulard a cdmpului de temperaturi si constantele C;, m si cele
ale functiei Bessel se determind din impunerea conditiilor de unicitate (simetrie,
la limitd i initiale).

ot 06

lar=0 - —=0 —- —=0
or or

lar=R — -2 Log (i-1,) - 90 __ 2.4
or or A

laz=0 — t:tini; Hzeini:tini_tf

Solutia  particulara are o forma
asemandtoare cu cea de la placa plana:

9 — elnl e —FOf(Bl)

T2
x -y +(fjnj —tf)-e_FO'f(Bi) °C]

tr \

0 R r
Fig. 2.94: Distributia temperaturii
T3>17T2>71>17¢ =0

v

6 In calculele ingineresti se utilizeaza
1 i temperatura adimensionald @, care se
determind cu ajutorul nomogramelor in functie
de criteriile Biot si Fourier.
_ r—t
0 = 0 _ A e—Fo-f(Bz)
Oimni lini —1f
0 Fo 0 = f..(Bi,Fo)

Fig. 2.95: Nomograma pentru
determinarea temperaturii adimensionale
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Ghiaus A.-G.: Transferul de caldura

2.3.2.3. Sfera plina

Se considerd o sfera plind omogena si izotropa, fard izvoare interioare de
caldura, care este in contact direct cu un fluid cu temperatura mai scazuta.

Ipoteze: t= t(r,r)
0<r<R
qy =0
tini 2t 21y

e v2i=L. d’
rodr’

(r-1)

Notatii: O=t—ty

Fig. 2.96: Schita sferei

Determinarea solutiei generale a cAmpului de temperaturi:

%t 2 ot 20 %0 2 a0
(r-t):a- +— - —=a: +—-
0r° r Or ot or° 1 Or

ot ] 8
—_—=q-—-
or roor?

Se aplica metoda separarii variabilelor:

o(r,7)=R(r)- T(c)

2 2
RAT _ | &R p 2 dR| I dT 1 1d°R 2dR|__ >
dr dr? rodr a-T dr R\ g2 r dr
2
[ dar__ > _ 4T ___ .2, _, T=Cp.emam’ e
a-T drt
2 2
i. d”R zdR :—m2 — a R+£-dR+m2-R=0
R\ gs° r dr dr’ v dr
Solutia ecuatiei diferentiale este o functie de tip Bessel de variabilele m si1 r:
R= fg(mr)

2
0=C; e dm 'T-fB(m,r)
t=ty+Cj 'e_a'mz’r'fB(mJ) [°C]
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Cap. 2: Conductia caldurii

Solutia particulard a cdmpului de temperaturi si constantele C;, m si cele

ale functiei Bessel se determind din impunerea conditiilor de unicitate (simetrie,
la limitd i initiale).
ot 06
lar=0 » —=0 — —=0
or or

lar=R — —ﬂ,-ﬁza-(t—tf) — %:_2,9
or or A

laz=0 — t:tini; 0:0im-ztl-m-—tf

Solutia  particulara are o forma
asemdnatoare cu cea de la cilindrul plin:

0 — 9”/” e —FOf(Bl)

t=ty +(t,-m- —tf)-e_F"'f(Bi) [°C]

5 Remarcda: Dupd un timp suficient de
’ lung (7 —> ), temperatura din interiorul
9 R r corpului devine constanti si egali cu
temperatura fluidului.

v

Fig. 2.97: Distributia temperaturii
T3>T2>T1>7T0 =Ty =0

A In calculele ingineresti se utilizeaza
0 temperatura adimensionalda &, care se
' determind cu ajutorul nomogramelor 1in
functie de criteriile Biot si Fourier.

go @ _ Tl —Fof(Bi)

Oini tini —1f

0 ' > 0 = f,(Bi, Fo)

Fig. 2.98: Nomograma pentru
determinarea temperaturii adimensionale

Observatie: Temperatura adimensionald este in scard logaritmicd iar
criteriul Fourier in scara liniara cu pas variabil.
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Ghiaus A.-G.: Transferul de caldura

2.3.3. Metoda numerica a diferentelor finite

Metoda constd in inlocuirea ecuatiei diferentiale, care reprezintd o
distributie continud a temperaturii atat in spatiu cat si in timp, cu o ecuatie cu
diferente finite care are solutii numai in puncte discrete s1 numai la anumite
momente de timp.

L Ax
ot (P _yp
E_ AT

82t liv]— 2 ti+ti_g
p_l ° * . 8x (Ax)

o -1 1 1+l X
Fig. 2.99: Retea nodald spatiu - timp

Metoda explicitd de calcul Temperatura unui nod la pasul de timp
urmator se exprima in functie de temperaturile nodului respectiv si ale nodurilor
invecinate la timpul curent.

p+l_.p 94D D
t] i th =210+,

At (Ax)

a-At 2-a-At
TR 5 (tlfilﬂp )——-t.p+tf’
(4x)

+1
tP™ =Fo (tp]+ _1)+(1—2-F0)-tlp

(F AT :Fo-(tl-ﬁ, +tf_1)+(1—2-Fo)-tf

a-At
(4xy

unde Fo reprezinta criteriul Fourier: Fo =
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Cap. 2: Conductia caldurii

In acest mod se calculeaza, pas cu pas, temperaturile nodale incepand de
la valorile initiale si pana la starea finala.
Conditia de stabilitate si convergenta a solutiei este:

1-2Fo>0 — FoSé

1 _ ti g+t
Pentru Fo = 5 rezultd: ¢f 47 = %

Alegerea incrementilor (pasilor) retelei se face prin impunerea
incrementului spatial Ax si calcularea celui de timp din conditia de stabilitate si

convergenta:
(4x)
2a

AT <

Observatie: In cazul propagirii bi-directionale, conditia de stabilitate este
Fo < 1/4,iar in cazul propagarii tri-dimensionale Fo <1/6 .

Metoda implicitd de calcul Derivatele spatiale ale temperaturii se
calculeaza la pasul de timp urmator.

p+l . p p+l 5 p+l | p+l
G = i A0+t

AT (Ax)2

p+l _(p+1_ p+1 p+])_ p
tl- Fo ti+1 2tl- +tl-_] —tl-

< . .. +1 .
Rezultd un sistem de n ecuatii cu n necunoscute tlp (i=1,2,---,n ),

care poate fi rezolvat cu metoda relaxarii, metoda matriciala sau metoda Gauss-
Seidel.

Remarcd: Metoda implicitd nu mai impune conditii de stabilitate si
convergenta.

Formula generalizata de calcul

tFYA7 _1F = Fo. - (tl?” =21f +1] )+ Fo-(1-B)- (tifj]m — AT tf_*f”)
- pt. =0 rezultd metoda implicita;
- pt. =1 rezultd metoda explicita;

- pt. 8 =1/2 rezultd metoda Crank-Nicholson.
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