Cap. 2: Conductia caldurii

2.2.2. Transmiterea bidirectionala a caldurii

Ecuatia diferentiala a conductiei, in regim stationar, fard izvoare interioare
de caldura, in coordonate carteziene bi-directionale (ecuatia lui Laplace) se scrie
sub forma:

2 2
sz‘:—a 2+—a ;=0
ox“ 0Oy

Determinarea campului de temperaturi (solutia ecuatiei diferentiale) ¢ = t(x, y),
se poate obtine prin metode analitice, numerice, grafice sau de analogie.

Componentele ¢, si ¢, ale

fluxului termic unitar ¢ pe cele doua
directii x §1 y, pot fi exprimate cu
ajutorul legii lui Fourier:
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Fig. 2.83: Descompunerea fluxului
termic unitar

2.2.2.1. Metoda analitica a separarii variabilelor

Se considerd o solutie a ecuatiei diferentiale a conductiei prin separarea
celor doua variabile, de forma:

t(x,y)=X(x)-Y(y)

Substituind 1n ecuatia lui Laplace, rezulta:
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Remarcd: Membrul stang este o functie numai de x iar membrul drept
numai de y. Egalitatea poate avea loc dacd si numai daca cei doi membrii ai

.. . - fit = 2
ecuatiei sunt egali cu o constanta pozitiva, m”.
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Solutia generali este de forma: X = C; -sin(mx)+ C, -cos(mx)
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Solutia generald este de forma: Y =Cz-e” "+ Cy-e™”
Solutia generald a campului de temperaturi va fi:
t=X-Y=[C;-sin (mx)+C2-cos(mx)]-(C3-emy+C4-e_my

Constantele C;,C,,C3; s1 C4 se determind prin impunerea conditiilor la

limitd, iar constanta m in functie de datele fizice ale problemei.

2.2.2.2. Metoda numerica a diferentelor finite

Se considera un domeniu bi-directional care se discretizeaza printr-o retea
ortogonala avand pasii Ax si A4y constanti pe cele doud directii. Fiecarui nod al
retelei 1 se atribuie o notatie si o valoare a temperaturii care poate fi exprimata in
functie de valorile temperaturilor nodurilor invecinate.
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v

Fig. 2.84: Discretizarea domeniului
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Fig. 2.85: Detaliu retelei nodale

Pentru exprimarea temperaturii unui nod in functie de temperaturile
nodurilor invecinate, se foloseste dezvoltarea in serie Taylor:
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Ecuatia lui Laplace in diferente finite devine:

ti+1,j_2 tl]+t11] l]—l—] 2t lj—]:
(4x) (Ay)

Daca notatia nodurilor se face in mod consecutiv, de la / péna la n, rezulta
urmatorul sistem de ecuatii:

rCl]]'l‘] t+ajy-tr)+---+aj,-t, :b]
arj-ty+ajy -t +°--+a2n-tn =b2

Sistemul de ecuatii poate fi rezolvat prin metoda relaxarii, metoda
matriciala sau metoda Gauss-Seidel.

Metoda relaxarii (Southwell) este o metoda iterativa adecvata calculelor
simple si folosita in cazul retelelor cu un numar mic de noduri.
Sistemul de ecuatii se scrie sub forma:

ajj-tytapy-tr+---+aj, -t b]—O
arj-ty+ayy-ty+-- +612n b2 0
P

Algoritmul de calcul este urmatorul:

1. Se atribuie fiecdrui nod o valoare initiald a temperaturii;

2. Se calculeazd valoarea pentru fiecare ecuatie nodala, aceastd valoare fiind

denumita reziduu;

3. Se '"relaxeaza" (se anuleazd) reziduul cel mai mare prin modificarea

temperaturii corespunzatoare nodului respectiv;

4. Se rescriu ecuatiile corespunzatoare nodurilor vecine cu noua valoare a

temperaturii modificate;

5. Se continua algoritmul pana cand toate reziduurile devin suficient de mici

astfel incat valorile temperaturilor recalculate sa rdimana relativ constante.
Aceste valori finale reprezintd solutia aproximativda a campului de

temperaturi.
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Metoda matriciala se foloseste pentru retele cu un numar mare de
noduri. Sistemul de ecuatii se scrie sub forma matriciala:

aj; apy ... aj 1 b]
ay; ajzy ... dajy ' I _ bZ
19l An2 Aun | |n | _bn_

Obsevatie: Dificultatea aplicdrii metodei matriciale consta in calcularea
matricei inverse a coeficientilor, {4}. Progresul in domeniul informaticii a facut
insd posibil realizarea de subprograme cu care se determind rapid matricea
inversa.

Metoda Gauss-Seidel este 0 metoda iterativa folosita in cazul retelelor cu
noduri multe. Pentru utilizarea acestei metode se exprima fiecare temperatura
nodald ca o combinatie liniara intre celelalte temperaturi. Algoritmul de calcul
este urmatorul:

1. Se atribuie fiecdrui nod o temperaturda initiald in concordantd cu
conditiile la limita. Pentru retelele cu numar foarte mare de noduri, cand
folosirea calculatorului este evidentd, pentru toate temperaturile nodale se
atribuie valoarea initiala zero.

2. Se calculeazd noile wvalori ale temperaturilor nodale folosind
intotdeauna valorile cele mai recent calculate ale temperaturilor nodurilor
invecinate.

1
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3. Algoritmul este repetat pana cand, pentru toate nodurile, doua valori
succesiv calculate ale temperaturii difera printr-o cantitate suficient de mica, &:

t{”l—tlk‘sg (=12 ..,n)
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