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2.2.1.1.2. Conducţia prin suprafeţe extinse 
(bare, nervuri şi aripioare) 

 
 Barele, nervurile şi aripioarele au rolul de a creşte fluxul termic transferat 
către un fluid prin mărirea (extinderea) suprafeţei efective pe care sunt realizate.  
 Aplicaţii ale suprafeţelor extinse se întâlnesc la schimbătoarele de căldură, 
caz în care se montează cu precădere pe suprafaţa în contact cu fluidul având 
coeficientul superficial de transfer de căldură cel mai mic, la motoarele cu 
ardere internă răcite cu aer, în electronică la răcirea microprocesoarelor de 
calculator, etc. 

 
 

2.2.1.1.2.1. Bara dreptunghiulară de grosime constantă 
 

 Se consideră un perete plan pe suprafaţa căruia se ataşează o bară de 
secţiune dreptunghiulară constantă astfel încât să realizeze un contact perfect cu 
peretele. Faţa barei aflată în contact cu peretele (la 0x = ) se numeşte bază, iar 
cea opusă (la lx = ) se numeşte capăt. Fluxul termic conductiv care străbate 
bara se consideră unidirecţional (numai pe direcţia axei "x") iar suprafeţele 
izoterme sunt dreptunghiuri paralele cu baza şi capătul barei. 
 
 

 
 
 

Fig. 2.60:  Schiţa barei dreptunghiulare 
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 Ipoteze: fo tt >   Notaţii: bS ⋅= δ      [m2] 

   ( )xQQ && =     ( )b2P +⋅= δ     [m] 
   ( )xtt =     ftt −=θ      [K] 

        
S
Pm
⋅
⋅

=
λ
α      [m-1] 

        
m⋅

=
λ
ασ      [-] 

 
 Pentru determinarea ecuaţiei diferenţiale a conducţiei prin bară, se aplică 
ecuaţia de bilanţ termic pentru volumul elementar xdbVd ⋅⋅= δ  

 
bxdxx QdQQ &&& += +  

 

2

2
xx

x
xxdx

xd
tdxdSQxd

xd
tdS

xd
dQxd

xd
QdQQ ⋅⋅⋅−=⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅−+=⋅+=+ λλ &&

&
&&  

 
( )fb ttxdPQd −⋅⋅⋅= α&  

 

Rezultă că: ( )f2

2
xx ttxdP

xd
tdxdSQQ −⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−= αλ&&  

 

( ) 0tt
S
P

xd
td

f2

2
=−⋅

⋅
⋅

−
λ
α      →     0m

xd
d 2

2

2
=⋅− θθ  

 
 Soluţia generală a câmpului de temperaturi are expresia: 
 

( ) xm
2

xm
1 eCeCx ⋅−⋅ ⋅+⋅=θ      [K] 

xmxm
f eCeCtt ⋅−⋅ ⋅+⋅+= 21  

 
Cazul barei lungi şi subţiri 

 
 Determinarea soluţiei particulare a câmpului de temperaturi:  
Cele două constante 1C  şi 2C  se determină din impunerea condiţiilor la limită. 
 la 0x =   →  ott =   ;  foo tt −==θθ  
 la ∞→= lx   →  ftt =   ;  0tt ffl =−==θθ  
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅+⋅=
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∞−∞ eCeC0

CC

21

21oθ
     →     

⎩
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⎧

=
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o2 θ
 

 
xm

o e ⋅−⋅= θθ      →     ( ) xm
fof etttt ⋅−⋅−=−  

 
( ) xm

fof etttt ⋅−⋅−+=      [ºC] 
 
 Remarcă:  Temperatura are o variaţie exponenţial descrescătoare în 
lungul barei şi tinde asimptotic către temperatura fluidului. 
 
 Se defineşte temperatura adimensională θ  ca raportul dintre θ  şi oθ : 
 

xm

fo

f

o
e

tt
tt ⋅−=
−

−
==

θ
θθ      [-] 

 
 

Fig. 2.61:  Variaţia temperaturii în lungul barei (m2 > m1) 
 

 Determinarea fluxului termic: 
 

xd
dS

xd
tdSQ θλλ ⋅⋅−=⋅⋅−=&      →     xm

o emSQ ⋅−⋅⋅⋅⋅= θλ&      [W] 

 
 Remarcă: Fluxul termic descreşte exponenţial în lungul barei şi are 
valoare maximă în secţiunea transversală aflată la baza barei ( 0x =  ). 
 
 Fluxul termic maxim străbate secţiunea transversală a barei prin baza 
acesteia (la 0x = ). 

omax mSQ θλ ⋅⋅⋅=&      →    ( )fomax ttmSQ −⋅⋅⋅= λ&      [W] 
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Cazul barei scurte izolată la capăt 
 

 Determinarea soluţiei particulare a câmpului de temperaturi:  
 

xm
2

xm
1 eCeC ⋅−⋅ ⋅+⋅=θ      →     xm

2
xm

1 eCmeCm
xd

d ⋅−⋅ ⋅⋅−⋅⋅=
θ  

 
Cele două constante 1C  şi 2C  se determină din impunerea condiţiilor la limită. 
 la 0x =   →  ott =   ;  foo tt −==θθ  

 la lx =   →  0
xd
td
=   ;  0

xd
d

=
θ   ; 0ql =&   ;  0Ql =&  

 
o210x CC θθ =+==  

 

( ) 0eCeCmeCmeCm
xd

d lm
2

lm
1

lm
2

lm
1

lx
=⋅−⋅⋅=⋅⋅−⋅⋅= ⋅−⋅⋅−⋅
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θ  

 
Se formează un sistem de trei ecuaţii din care se elimină cele două constante 
prin metoda matricială. 
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( ) ( )( )
( )lmch

xlmchtttt fof ⋅
−⋅

⋅−+=      [ºC] 

 
 Remarcă:  Temperatura în lungul barei are o variaţie exponenţială iar la 
capăt este superioară temperaturii fluidului şi are pantă nulă. 
 
 Temperatura adimensională θ  (raportul dintre θ  şi oθ ) va avea expresia: 

 
( )( )
( )lmch

xlmch
tt

tt

fo

f

o ⋅
−⋅

=
−

−
==

θ
θθ      [-] 

 

 
 

Fig. 2.62:  Variaţia temperaturii în lungul barei 
 

 Determinarea fluxului termic: 
 

xd
dS

xd
tdSQ θλλ ⋅⋅−=⋅⋅−=&  

( )( )
( )lmch

xlmshmSQ o ⋅
−⋅

⋅⋅⋅⋅= θλ&      [W] 

 
 Fluxul termic maxim trece prin baza barei, la 0x =  

 
( )lmthmSQ omax ⋅⋅⋅⋅⋅= θλ&  

 
( ) ( )lmthttmSQ fomax ⋅⋅−⋅⋅⋅= λ&      [W] 
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 Observaţie: Expresia fluxului de căldură poate fi folosită şi în cazul barei 
scurte şi subţiri având capătul neizolat prin aplicarea unei corecţii pentru 
lungime: 

 

2
llc

δ
+=      →     ( ) ( )cfomax lmthttmSQ ⋅⋅−⋅⋅⋅= λ&  

 
 Remarcă: În cazul barei scurte şi subţiri, temperatura la capăt nu mai are 
pantă nulă şi deci nici fluxul termic unitar nu mai este zero. 
 

0
xd
td

lx
≠

=
     →     0q lx ≠=&  

 
 Fluxul termic total transferat prin capătul barei este însă foarte mic în 
comparaţie cu fluxul cedat prin suprafaţa laterală a barei şi de aceea poate fi 
neglijat. 

0Q
lx
=

=
&  

 
 

Cazul barei scurte şi groase 
 

 Determinarea soluţiei particulare a câmpului de temperaturi:  
 

xm
2

xm
1 eCeC ⋅−⋅ ⋅+⋅=θ      →     xm

2
xm

1 eCmeCm
xd

d ⋅−⋅ ⋅⋅−⋅⋅=
θ  

 
Cele două constante  de integrare 1C  şi 2C  se determină din impunerea 
condiţiilor la limită. 
 la 0x =   →  ott =   ;  foo tt −==θθ  

 la lx =   →  ( )fl tt
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Se formează un sistem de trei ecuaţii din care se elimină cele două 

constante prin metoda matricială. 
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Fig. 2.63:  Variaţia temperaturii în lungul barei 
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 Temperatura adimensională θ  (raportul dintre θ  şi oθ ) va avea expresia: 
 

( )( ) ( )( )
( ) ( )lmshlmch

xlmshxlmch
tt

tt

fo

f

o ⋅⋅+⋅
−⋅⋅+−⋅

=
−

−
==

σ
σ

θ
θθ      [-] 

 
 Determinarea fluxului termic: 
 

xd
dS

xd
tdSQ θλλ ⋅⋅−=⋅⋅−=&  

 
( )( ) ( )( )
( ) ( )lmshlmch

xlmchxlmshmSQ o ⋅⋅+⋅
−⋅⋅+−⋅

⋅⋅⋅⋅=
σ
σθλ&      [W] 

 
 Fluxul termic maxim ce trece prin baza barei la 0x =  va fi: 
 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )lmth1

lmthmS
lmshlmch
lmchlmshmSQ oomax ⋅⋅+

+⋅
⋅⋅⋅⋅=

⋅⋅+⋅
⋅⋅+⋅

⋅⋅⋅⋅=
σ

σθλ
σ
σθλ&  

 

( ) ( )
( )lmth1

lmthttmSQ fomax ⋅⋅+
+⋅

⋅−⋅⋅⋅=
σ

σλ&      [W] 

 
 

 Observaţie: În cazul barei de secţiune circulară constantă, relaţiile pentru 
determinarea câmpului de temperaturi şi a fluxului termic rămân neschimbate, 
cu menţiunea că notaţiile vor avea următoarele expresii: 
 
 2rS ⋅=π      [m2] 
 
 r2P ⋅= π      [m] 
 

 
λ
α

λπ
απ
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⋅
⋅
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⋅⋅
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⋅
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2.2.1.1.2.2. Aripioara circulară de grosime constantă 
 
 

 Se consideră o aripioară circulară ataşată unei suprafeţe cilindrice (unei 
conducte) cu care este în contact perfect. Temperatura la baza aripioarei este 
identică cu cea a suprafeţei exterioare a conductei şi este mai mare decât cea a 
fluidului înconjurător. Fluxul termic se transmite după direcţia razei iar 
suprafeţele izoterme sunt suprafeţe cilindrice paralele cu suprafaţa conductei. 
 

   
 
 Fig. 2.64:  Schiţa Fig. 2.65:  Secţiune prin aripioară 
 aripioarei circulare 
 
 
 Ipoteze: fo ttt >>  

   ( )rQQ && =  
   ( )rtt =  
 
 Notaţii: δπ ⋅⋅= r2S      [m2] 
   r4P ⋅= π     [m] 
   ftt −=θ      [K] 

   
δλ
αβ
⋅
⋅

=
2     [m-1] 

 
 
 Se scrie bilanţul termic pentru volumul elementar rdr2Vd ⋅⋅⋅= δπ : 
 

brdrr QdQQ &&& += +  
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rd
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅⋅⋅−=+ λδπλδπ &&&  
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⎜
⎜
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( )f2
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⋅
⋅⋅

=+⋅
δλ

α      →     ( )f2

2
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=⋅+
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0
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d
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rd
d 2

2

2
=⋅−⋅+ θβθθ  

 
 Ecuaţia diferenţială a conducţiei prin aripioara circulară este, din punct de 
vedere matematic, de tip Bessel modificată de indice nul şi se mai numeşte şi 
ecuaţia lui Sturm-Liouville.  
 Soluţia generală a câmpului de temperaturi are forma: 
 

( ) ( )rKCrIC o2o1 ⋅⋅+⋅⋅= ββθ  
 

unde 1C  şi 2C  sunt constantele de integrare iar oI  şi oK  sunt funcţiile Bessel 
modificate de indice nul. 
 
 Fluxului termic maxim (pt. orr = ) se determinarea cu următoarea relaţie: 
 

( )l,rSQQ oooomax ⋅⋅⋅⋅⋅⋅== ββΦθβλ&&      [W] 
 

unde δπ ⋅⋅= oo r2S  este aria bazei aripioarei (suprafaţa de contact dintre 
aripioară şi conductă) iar funcţia Φ  se determină din nomograma lui Bosch. 
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Fig. 2.66:  Nomograma lui Bosch 
 
 

2.2.1.1.2.3. Randamentul şi eficienţa suprafeţelor extinse 
 

 Randamentul unei suprafeţe extinse se defineşte ca raportul dintre fluxul 
termic efectiv cedat mediului exterior de suprafaţa extinsă şi fluxul termic 
ipotetic care s-ar ceda mediului exterior dacă întreaga suprafaţă extinsă ar avea 
temperatura bazei ot . 

( )fob

max

ip

o
ttS

Q
Q
Q

−⋅⋅
==
α

η
&

&

&
     [-] 

 
unde bS  este aria totală a suprafeţei extinse care este scăldată de mediul fluid. 
 
- pentru bara dreptunghiulară:  ( ) δδ ⋅++⋅⋅= bbl2Sb  

- pentru aripioara circulară:  ( ) δππ ⋅⋅+−⋅= l
2
o

2
lb r2rr2S  

 
 Observaţie: Randamentul este întotdeauna subunitar ( 10 <<η ). 
 
 Eficienţa unei suprafeţe extinse se defineşte ca raportul dintre fluxul 
termic efectiv cedat mediului exterior de suprafaţa extinsă şi fluxul termic care 
s-ar ceda mediului exterior în absenţa suprafeţei extinse. 
 

( )foo

max

net

o
ttS

Q
Q
Q

−⋅⋅
==
α

ε
&

&

&
 

 
unde oS  este aria bazei suprafeţei extinse. 
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- pentru bara dreptunghiulară:  δ⋅= bSo  
- pentru aripioara circulară:  δπ ⋅⋅= oo r2S  

 
 Spre exemplu, randamentul şi eficienţa barei scurte izolată la capăt vor fi: 
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λ
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2.2.1.2. Corpuri cu izvoare interioare de căldură 

 
 Izvoarele interioare de căldură pot fi generate de reacţii chimice (ca de 
exemplu reacţia exotermă din timpul prizei betoanelor de ciment), de efectul 
Joule-Lentz sau de reacţii nucleare. 
 Ecuaţia diferenţială a conducţiei căldurii în regim staţionar cu izvoare 
interioare de căldură (ecuaţia lui Poisson) are forma: 

 

0qt v2 =+∇
λ
&

 

 
unde vq&  este fluxul izvoarelor interioare de căldură care pot fi pozitive sau 
negative, şi se măsoară în W/m3. 

 
 

2.2.1.2.1. Placa plană 
 

 
 Se consideră o placă plană, 
omogenă şi izotropă, cu grosimea mult 
mai mică decât celelalte două dimensiuni, 
având conductivitatea termică constantă şi 
izvoare interioare de căldură pozitive, 
uniform distribuite în tot volumul plăcii. 
Fluxul termic se propagă unidirecţional, 
perpendicular pe feţele plăcii.  
 
 
 

    Fig. 2.67:  Schiţa plăcii plane 


