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Kapitel 1

Einleitung

Heute ist die Technik eine wichtige Komponente in der menschlichen Gesellschaft. Mit dem
standigen Fortschritt der Technik steigt auch die Bedeutung der Mathematik. Die Erkennt-
nisse von Carl Friedrich GAUss (1777- 1855) gehoéren zu den Grundlagen der heutigen Ma-
thematik. So wére die moderne Mathematik zum Beispiel ohne die Gaufy’sche Zahlenebene
und den Fundamentalsatz der Algebra nur schwer vorstellbar. Bereits als neunjihriger Junge
l6ste er eine zeitaufwendige Rechnung mit Hilfe einer Vereinfachung innerhalb kiirzester Zeit.
Der Lehrer Biittner soll in der Anféngerschule die Aufgabe gestellt haben, die Summe aller
natiirlichen Zahlen von 1 bis 100 zu bilden. Der kleine Gauf} legte kurz nach dem die Aufgabe
gestellt wurde seine Rechentafel auf das Pult der Lehrers und sagte: ,,Dar licht se.“ Auf der
Rechentafel stand zur Verwunderung des Lehrers nur die Zahl 5050, das richtige Ergebnis.
Die Aufgabe 1oste Gauf}, indem er sich iiberlegte, dass es genau 50 Summandenpaare gibt
deren Summe 101 betrigt. In meiner Facharbeit méchte ich nun diese Losungsidee aufgreifen
und das Thema durch Verallgemeinerungen erweitern. Zusétzlich werde ich auf die Summen-
formeln spezieller Partialsummen hoheren Grades und auf weitere themenbezogene Aspekte
eingehen.



Kapitel 2

Partialsummen und
Zahlenfolgen

2.1 Allgemeines

Fiir ein gutes Verstdndnis dieses Teilgebietes der Arithmetik sind einige Definitionen, Ver-
einbarungen und Begriffskldrungen notwendig. Als erstes wird vereinbart, dass anders als in
mancher Literatur die Menge N der natiirlichen Zahlen die Null nicht als Element enthélt.
Die Menge aller ganzen, nichtnegativen Zahlen wird mit Ny bezeichnet. Die Formulierung
“...genau dann, wenn ...” wird gebraucht genau dann, wenn auch die Umkehrung der De-
finition bzw. des Satzes gilt.

Definition 2.1: Eine Menge von Zahlen, die in einer bestimmten, mit einer ersten Zahl
beginnenden Reihenfolge aufgefiithrt sind, so dass jede von ihnen eindeutig einer natiirlichen
Zahl n = 1,2,3,... in dieser Reihenfolge zugeordnet werden kann, heifit Zahlenfolge. Die
einzelnen Zahlen heiflen Glieder der Zahlenfolge.

Die Angabe einer Zahlenfolge durch eine Funktion a,, = f(n) heifit explizite/independente
Definition der Zahlenfolge. Mit ihrer Hilfe kann man jedes Glied unmittelbar berechnen.
Die Angabe einer Zahlenfolge durch das Anfangsglied a; und eine Gleichung a,+1 = g(ay,)
zur Berechnung eines beliebigen Gliedes aus dem vorangegangenen Glied heift rekursive
Definition der Zahlenfolge. Die Gleichung a,+1 = g(a,) heilt Rekursionsgleichung, da man
zur Berechnung von a1 zum Glied a,, “zuriicklaufen” (lat. recurrere) muss.

Definition 2.2: Ist (aj) mit k¥ € N eine Folge, so heifit >_;_, as eine Partialsumme der
Folge (ag).

Definition 2.3: Die Folge (s,) der Partialsummen s,, einer Zahlenfolge (a,) heifit Reihe.
Ist die Folge (a,) endlich, so heifit der Wert der letzten Partialsummen s, die gleich die
Gesamtsumme aller Glieder der (endlichen) Folge (a,,) ist, als Reihensumme/Partialsumme.

Definition 2.4: Eine Zahlenfolge (a,) ist monoton wachsend bzw. streng monoton wach-
send genau dann, wenn fiir alle n gilt a, < ap41 bzw. a,, < an41. Eine Zahlenfolge (ay,) ist
monoton fallend bzw. streng monoton fallend genau dann, wenn fiir alle n gilt a,, > a,,+1 bzw.
ap, > anp+1. Eine Zahlenfolge (a,,) ist konstant genau dann, wenn fiir alle n gilt a,, = an11.



2.2 Arithmetische Zahlenfolgen 1. Ordnung und deren
Partialsummen

2.2.1 Allgemeine arithmetische Zahlenfolge und deren Partialsum-
me

Definition 2.5: Eine Zahlenfolge (a,,) heifit arithmetische Zahlenfolge 1. Ordnung genau
dann, wenn es eine Zahl d gibt, so dass die Differenz von je zwei aufeinander folgenden
Gliedern gleich d ist: a,,+1 — a,, = d fiir jedes n. Die Zahl d heifit Differenz der arithmetischen
Folge.

Fiir die allgemeine Darstellung einer arithmetischen Folge 1. Ordnung (im weiteren nur
arithmetische Folge genannt) lautet die rekursiven Definition also a,+1 = a, + d und die
explizite Definition a,, = a; + (n — 1)d. Dabei bestimmt d die Art der Folge. D.h. falls d > 0,
so handelt es sich um eine streng monoton wachsende Folge; falls d < 0, so handelt es sich
um eine streng monoton fallende Folge. Fiir eine arithmetische Folge ist herausragend, dass
jedes Glied das arithmetische Mittel seiner beiden Nachbarglieder ist. Das ist leicht mit Hilfe
der expliziten Definition zu zeigen.

2 2(n—1)d
a1+(n—1)d:%

o — a1+ (n—2)d+a; +nd
" 2
Ap—1 + Gpy1
2
Durch die Summenbildung nach Carl Friedrich GAuss (1777 - 1855) erhélt man fiir s, =
> p_y ai die Summenformeln (2.1) und (2.2).

ap =

Sp, = ai1+ay+as+...+ap,o+a,_1+an

Sn = a1+ (a1 +d)+(a1+24)+...+ (a1 +(n—3)d) + (a1 + (n — 2)d) + (a1 + (n — 1)d)
Sn = ap+(an—d)+ (an—2d)+ ...+ (an, — (n —3)d) + (an, — (n — 2)d) + (an + (n — 1)d)
2s, = n(a1+ay)

P w 2.1)
Sp = a1tar+d)+(ar+2d)+...4+ (a1 + (n—3)d)+ (a1 + (n — 2)d) + (a1 + (n — 1)d
sp, = (a1 4+ (n—=1)d)+ (a1 + (n—2)d)+ (a1 + (n = 3)d) + ... + (a1 + 2d) + (a1 + d) + a1
2, = (201 4+ (n—1)d)n

Sp = N <a1 + (n—Ql)d> (2.2)

Dass diese beiden Gleichungen dquivalent zu einander sind, ist leicht zu zeigen.

a+a, ar+a+n-1)d

2 2
o) (4 0 )

Da die Gleichungen (2.1) und (2.2) dquivalent zu einander sind, soll an diese Stelle alternativ
nur die Gleichung (2.1) mit Hilfe der vollsténdigen Induktion bewiesen.



Induktionsanfang: Die Gleichung (2.1) gilt fiir n = 1, denn Z,lle ar = a; und M =ay.

Induktionsvoraussetzung: Die Gleichung (2.1) gilt fiir n = k.
Induktionsbehauptung: Die Gleichung (2.1) gilt fiir n = k + 1.
Induktionsbeweis:

Zae _ k(a1 + ak)

2
=1
i k(ay +ar) + 2a
Z ap + a1 = ( ! kQ) bt
=1
%a k(a1 + ax) + agy1 +ax +d
Z P
/=1 2
’ila k(ar + ax) + (a1 + kd + ay, + d)
e p—
=1 2
! (k+1)(ar + ar, + d)
Su = :
=1
&= (k+1)(a1 + axs1)
doar = 5
=1

Wegen der Giiltigkeit von Induktionsanfang und Induktionsschritt gilt die Gleichung (2.1)
fiir alle arithmetischen Zahlenfolgen.

QED

2.2.2 Partialsummen spezieller arithmetischer Zahlenfolgen 1. Ord-
nung

Summe der ersten n natiirlichen Zahlen

Die Folge der natiirlichen Zahlen ist eine spezielle arithmetische Folge, fiir die gilt a; =
k mit k = 1,2,...,n. Ersetzt man a; durch k in der Gleichung (2.1), so erhélt man als
Summenformel der natiirlichen Zahlen die Gleichung (2.3).

“~ . n(n+1)
I;JPT (2.3)

Summe der ersten n geraden Zahlen

Die Folge der geraden, natiirlichen Zahlen ist eine spezielle arithmetische Folge, fiir die gilt
ar, = 2k mit k = 1,2,...,n. Ersetzt man nun a; durch 2k in der Gleichung (2.1), so erhiilt
man als Summenformel der geraden Zahlen die Gleichung (2.4).

zn:% _ W = n(n+1) (2.4)



Summe der ersten n ungeraden Zahlen

Die Folge der ungeraden, natiirlichen Zahlen ist eine spezielle arithmetische Folge, fiir die
gilt a, = 2k — 1 mit k = 1,2,...,n. Also ersetzt man a; durch (2k — 1) in der Gleichung
(2.1) und erhélt somit als Summenformel der ungeraden Zahlen die Gleichung (2.5).

i(2k—1): n((2_1)+(2n_1)) :n2 (25)

2
k=1

2.3 Arithmetische Zahlenfolgen p-ter Ordnung und de-
ren Partialsumme

Die Zahlenfolge (b}) mit b} = a,,+1 —a,, heifit die erste Differenzfolge von (a,,). Entsprechend
nennt man (b%) mit b5 = b5} — b5~ k > 2 die k-te Differenzfolge von (ay,).

Definition 2.6: Unter einer arithmetischen Zahlenfolge p-ter Ordnung versteht man eine
nicht-konstante Zahlenfolge, deren Differenzfolge p-ter Ordnung eine konstante Zahlenfolge
(n), n #0, ist.

Satz 2.1: Jede Zahlenfolge (a,) mit dem allgemeinen Glied a,, = cpnP + cp_1nP~1 + ... +
co mit p € N, ¢g,c1,...,cp, konstant und ¢, # 0, ist eine arithmetische Zahlenfolge p-ter
Ordnung, denn ihre p-te Differenz b2 = plc ist konstant.

Mit dem Hilfssatz H1 und mit Hilfe der vollstéindigen Induktion kann bewiesen werden,
dass die p-te Differenz b tatsichlich konstant ist.

Hilfssatz H1: Fiir jede Zahlenfolge (a,,) mit dem allgemeinen Glied a,, = ¢,n?+c,_1n?~ 1+
...+ comit p €N, co,c1,...,¢p konstant und ¢, # 0, gilt bj, = cj,_,.nP~" + c;_r_lnp_r_l +
...+ ¢ fiir jedes r < p.

Beweis von Hilfsatz H1:

Induktionsanfang: Der Hilfssatz H1 gilt fiir » = 0, denn b2 = a,, = c,nP +c,—1nP "1 +...+¢o
und a,, = cpnP + cp_ 1P+ .+ cp.

Induktionsvoraussetzung: Der Hilfssatz H1 gilt fiir r = k und es gilt 651 := b i1 bk (wegen
Definition).

Induktionsvoraussetzung: Der Hilfssatz H1 gilt fiir r = k + 1.

Induktionsbeweis: Aus b, = czfrnp_r—l—c;#flnp”_l—l—. ey mit 7 < kund i = bfLH—bfL
folgt

bt = k)P ()P
—(clgfknp_k + c’;fkflnp_k_l ...+

p—k—1

p—k
-k —k-1
pErt = Cl;—kg (pq )nq—i—c];_k_l E (p ¢ )nq+...+c§
q=0 q=0

- —k—1
—(ck_mP k+c§7k71n” L4

P
p—k—1 p—k—1
1k op—k , k P—k\ ., & p—k—-1\ , .
b, = N oy Z ( . n!+cp : n!+...+cy
q=0 q=0
—01137 np=F —c]; _nP7kL —cé



p—k—1 _k p—k—1 k1
bttt = gy Z (p >nq +c <p )nq ok
q=0 q q=0 4q
k —k—1 k
—Cp_p—1n" — .=
E+1 k1 —(k+1 k+1 —(k+1)—1 k+1
by = cpf(kﬂ)np (k+1) +cp7(k+1)np (k+1) +...4+¢

Wegen der Giiltigkeit von Induktionsanfang und Induktionsschritt gilt der Hilfssatz H1.
QED

Setzt man nun r = p, so gilt b2 = chn® = cf nach Hilfssatz H1, wobei c§ konstant ist. Damit
ist Satz 2.1 gezeigt.

2.3.1 Partialsumme arithmetischer Zahlenfolgen p-ter Ordnung

Fiir eine allgemeine Summenformel arithmetischer Zahlenfolgen p-ter Ordnung kann der Satz
2.2 verwendet werden.

Satz 2.2: Ist (a,,) eine arithmetische Zahlenfolge von p-ter Ordnung, so ist die Summenfolge
(Sn), $n = a1 +aa + ...+ ay, eine arithmetische Zahlenfolge von (p + 1)-ter Ordnung und es

gilt (2.6).
snz(?)aﬁ(;)b{+<§>bf+...+(pil)b’{ (2.6)

Um den Satz 2.2 zu beweisen, sind weitere Definitionen notwendig. Aus der Bildungs-
vorschrift der k-ten Differenzfolge von (a,,) durch b¥ = bﬁﬁ — b1 folgt, bflﬁ = bk 4 phL
AuBerdem gilt b0 := a,,.

Definition 2.7: Die Fakultéit n! (gelesen: ,n Fakultit®) ist das Produkt der ersten n
natiirlichen Zahlen. Ferner wird 0! = 1 definiert.

Definition 2.8: Ein Binomialkoeffizient (gelesen: ,,n iiber k*) ist durch die Gleichung (2.7)

definiert. ( 1)( 2. ( (k- 1))
n nn—1n-2)...(n— (k—
= k
(k> Kl , keN
Zusitzlich wird () =1, n € Ny definiert.

Falls n € N und k£ > n ist, so steht im Z#hler der Faktor 0, d. h. der gesamte Ausdruck
wird 0.
Um den Satz 2.2 zu beweisen, muss zu erst die Gleichung (2.8) bewiesen werden. Dies kann
mit Hilfe der vollstéindigen Induktion getan werden.

n—1
n—1 ;
b= ( ; )b’fﬂ (2.8)

Jj=0

(2.7)

Beweis von Gleichung (2.8). Behauptung: Die Gleichung (2.8) gilt fiir alle k,n € N.
Induktionsanfang:

a) Gleichung (2.8) gilt fiir k > p, denn mit f > 0 ist b5/ =0 und 32777 (" )pF ™7 = o.

b) Gleichung (2.8) gilt fiir n = 1, denn b} = b} und Z?:o (2)blf+j = k.

Induktionsvoraussetzung: bﬁﬁ = bk + bE~L fiir beliebige k,n € N. Die Gleichung (2.8) gilt
fiir a) k > ¢t und n beliebig oder b) k <t und n = w.

Induktionsbehauptung:



a) Die Gleichung (2.8) gilt fir k =t und n = u + 1.
b) Die Gleichung (2.8) gilt fir k=t — 1 und n = u + 1.

Induktionsbeweis: a) bleibe dem Leser als Ubung iiberlassen.

b)
i = by bt
u—1 u—1 w—
i = (1 e (v )
=N =N

u—1 - -1 -1 ;
- (B S (e

u—1
i = e (U () )f*ubtﬁu
=\ g —
u—1

- () (e O

u+1-—1
u+1-—1 :
b =2 ( j )biﬂ

=0

Wegen der Giiltigkeit von Induktionsanfang und Induktionsschritt gilt die Gleichung (2.8)
fiir alle natiirlichen Zahlen n, k.

QED

Eine weitere Begriindung der Gleichung (2.8) wiire es, die Summe als Anzahl der Wege zu
interpretieren. So setzt sich a,, zusammen aus b} mal Anzahl aller Wege von b} nach b2 und
b ! mal Anzahl aller Wege von by~ ! nach b9 usw. und b3 mal Anzahl aller Wege von b0 nach
b,0 Dabei gibt es von b}~ " nach bY genau (p— r) Wege in Richtung der nullten Reihe und genau
(n — (p—1)) Wege in Richtung der n-ten Spalte, also insgesamt (("_(p(_pr_)j)(p_r))) = ((pfr))
verschiedene Wege. Daraus folgt Gleichung (2.8).

Zur Veranschaulichung dient die schematische Ubersicht fiir p = 3.

1 8 27 64 125 216 ... (0. Reihe)
7 19 37 61 91 (1. Reihe)

12 18 24 30 36 ... (2. Reihe)

6 6 6 6 (3. Reihe)

. 1
Da a,, =0, ist, gilt a, = 37 (" o]

m=1 7=0 m=j ‘7
Die Gleichung (2.10) lésst sich Ife der vollstédndigen Induktion beweisen
n—1 m n
= 2.10
2 (0)-04) s



Beweis von Gleichung (2.10).

Induktionsanfang: Die Gleichung (2.10) gilt fiir n = 1, denn Z:n_:lj (T) =1 und (3’) =1 fiir
§=0bzw. >, (") =0 und (7) = 0 fiir j > 0.

Induktionsvoraussetzung: Die Gleichung (2.10) gilt fir n = k.

Induktionsbehauptung: Die Gleichung (10) gilt fiir n = k + 1.

Induktionsbeweis:

H(T) - (jf—l)
7.7) - <Ji1>+<lj>

(
i(m) k(k—1)...(k—j)  k(k—1)...(k—j+1)
(

=\j) = Gror !
k .

2 (5) = e

M [k +1

mgj (a) - (j+1>

Wegen der Giiltigkeit von Induktionsanfang und Induktionsschritt gilt die Gleichung (2.10)
fiir alle natiirlichen Zahlen n.

QED
Setzt man Gleichung (2.10) in Gleichung (2.9) ein, so erhélt man Gleichung (2.11).

n n—1
_ il " 2.11
> jz_gbl(jﬂ) (2.11)

Die Gleichung (11) ist fiquivalent zu Gleichung (2.6), da b2 = a,, ist. Damit ist der Satz 2.2
bewiesen.

2.3.2 Spezielle Partialsummen p-ter Ordnung
Partialsumme von Quadratzahlen

Nach den Satz 2.1 (siehe Seite 6) ist die Folge der Quadratzahlen eine arithmetische Zahlen-
folge 2. Ordnung. Nach den Satz 2.2 (siehe Seite 7) gilt die Gleichung (2.12).

bm = (’;) ar + (Z)b} + <g>b§ (2.12)

Dabeiista; =12 =1,b} =ay—a; =4—1=3und b? = b3 —bi = (a3—az)—3=9-4-3 =2.
Daraus folgen die Gleichungen (2.13) und (2.14).

T <T) i (;L)g " <7?:L>2 (2.13)
s, = 6n +9n(n —1) +2n(n —1)(n — 2)
s — MntDEn+ 1)6 -

6



Partialsumme von Kubikzahlen

Nach den Satz 2.1 (siehe Seite 6) ist die Folge der Kubikzahlen eine arithmetische Zahlenfolge
3. Ordnung. Nach den Satz 2.2 (siehe Seite 7) gilt die Gleichung (2.15).

S = (T)al + (Z) bl + (g) b2+ (Z)b% (2.15)

Dabei ist a; = 13 = 1. Aus der folgenden Ubersicht kann man entnehmen, dass bl =3,b02 =2
und b3 = 2 ist.

an | 1 8 27 64 125
bl 7 19 37 61
b2 12 18 24 30
b3 6 6 6

Daraus folgen die Gleichungen (2.16) und (2.17).

)+ (e (e )

Sp =
24n + 84n(n — 1) +48n(n — 1)(n — 2) + 6n(n — 1)(n — 2)(n — 3)
Sp =
24
_ 4n+ 14n? — 14n + 8n® — 24n? + 16n + n* — 613 + 11n2% — 6n
Sp = 1
M 2
Sy = (n(n;—)> (2.17)

2.4 Geometrische Folge

Definition 2.9: Eine Zahlenfolge (a,,) heifit geometrische Zahlenfolge genau dann, wenn es
eine Zahl ¢ mit ¢ # 0 gibt, so dass der Quotient von je zwei aufeinander folgenden Gliedern
gleich q ist: % = ¢ fiir jedes n. Die Zahl ¢ heiffit Quotient der geometrischen Folge.

Die explizite Definition fiir die Glieder der geometrischen Folge lautet a, = a1¢"'. Fiir
die Partialsumme s, = a; + a1¢* + a1¢> + ... + a1¢" ! gilt die Gleichung (2.18) bzw. die
Gleichung (2.19).

S, = a1(1+q1+q2+.-._~_qn—2+qn—1)
sng = ai(¢' +@+ 4+ " )
sn(l—q) = ai(l—¢")
) 1—-q"
Firg#1: s,= a1 (2.18)
—q
Firg=1: s,= a(1+1'+12+.. . +1"YH=an (2.19)

10



Kapitel 3

Schlusswort

Partialsummen kommen in vielen Bereichen vor. So kann zum Beispiel die Partialsumme
der natiirlichen Zahlen genutzt werden, wenn man aus Kreisen ein gleichseitiges ,,Dreieck*
zusammensetzt oder die Partialsumme der Quadratzahlen, wenn man einen regelméfligen
, Tetraeder* aus Kugeln zusammensetzt. Fiir die unterschiedlichen Anwendungen sind die
Partialsummenformeln sehr unterschiedlich, so dass es haufig einfacher ist, falls nur wenige
Glieder addiert werden sollen, die Summe auszurechnen oder gar abzuzihlen anstatt eine
Summenformel zu bilden. Falls aber die Summe von sehr vielen Gliedern nétig ist oder eine
spezielle Summen 6fter gebraucht wird, ist eine Partialsummenformel sehr vorteilhaft.

11
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