2.3 Funktionen

Definition 2.4: X, Y seien Mengen. Eine Funktion oder Abbil-
dung von X in Y ist eine Vorschrift, die jedem x € X eindeu-
tig ein y € Y zuordnet. Man schreibt: f: X — Y, y = f(z),
fix — f(x). Graph der Funktion ist die folgende Menge graphf =
{(z, f(z)) : x € X}, die Menge aller Abbildungen von X in Y ist
Abb(X,Y) = {f: f: X =Y, f ist Abbildung}, das Bild von A C X
ist f(A) = {y:y= f(z),x € A}, das Urbild von B ist f~1(B) =
{z:z € X, f(x) € B}. X heifit Definitionsbereich, f(X) heiflit Werte-
bereich.

Definition 2.5: Eine Abbildung f: X — Y heif}t eineindeutig (injek-
tiv) oder 1-1-Abbildung, wenn Vz,Z € X : z # & = f(z) # f(&).
Eine Abbildung heifit auf Y oder surjektlv wenn f(X) =Y.
Eine Abbildung f heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

3 Zahlen

3.1 Natiirliche Zahlen

Axiom 3.1 (nach Dedekind und Peano):
(A1) O ist eine natiirliche Zahl
(A2) Jede natiirliche Zahl n besitzt einen eindeutig bestimmten Nach-
folger o(n)
(A3) 0 ist kein Nachfolger

(A4) Die Menge der natiirlichen Zahlen ist bzgl. Induktion die kleinste
Menge, die die Zahl 0 und mit einer natiirlichen Zahl auch deren
unmittelbaren Nachfolger enthilt.

Satz 3.1 (Induktionsprinzip): H(n) sei eine Aussage iiber natiirliche
Zahlen. Falls

1. H(0) sei wahr,
2. ¥n € N: Wenn H(n) gilt, dann gilt auch H(o(n))
gilt, dann ist H(n) wahr fiir alle n € N.

Definition 3.1: ,,+” heifit Addition und ist die Abbildung von N x
N — N und ist wie folgt definiert:

(1) VhneN:n+0=n
(2) Vm,neN:m+o(n) =c(m+mn)

,,” heiffit Multiplikation und ist die Abbildung von N x N — N und ist
wie folgt definiert:

(1) ¥VneN:n-0=0

2) Vm,neN:m-o(n)=(m-n)+n

3.2 Reelle Zahlen

Axiom 3.2: Auf R x R sind zwei Funktionen ,,+”, ,,-” definiert, die
RXxRin R abbilden. Va,b € R: ¢ = (a+b) € R,Va, b€ R:d = (a-b) € R.
(A1) Va,b,c e R:a+ (b+¢) = (a+b)+c (Assoziativgesetz der

Addition)
(A2) 30eR:YVaeR:a+0=a (Existenz eines Nullelements)
(A3) VaeR:3(—a) ER:a+(—a)=0
(A4) Va,beR:a+b=b+a (Kommutativgesetz der Addition)
(A5) Va,b,ceR:a-(b-c)=(a-b)-¢ (Assoziativgesetz der Multipli-
kation)
(A6) 1€ R:VaeR:1-a=a (Existenz eines Einselements)
(A7) Va€R,a#0:3a t:a-a 1 =1
(A8) Va,beR:a-b=b-a (Kommutativgesetz der Multiplikation)
(A9) Va,b,ceR:a-(b+c)=a-b+a-c (Distributivgesetz)

Axiom 3.3 (Anordnungsaxion): Es gibt P C R, P heifit Menge der
positiven Zahlen mit folgenden Eigenschaften

(A10) Fiir alle a € R gilt genau eine der folgenden Eigenschaften:
a € P oder (—a) € P oder a =0

(All) Va,beP:(a+b) P

(A12) Va,beP:(a-b)eP

Mittels P kann R geordnet werden. Falls Va,b € R :
gilt a > b.

Trichometriegesetz: Fiir je zwei reelle Zahlen a, b gilt genau eine der

folgenden Aussagen:
a>bodera=0>boderb>a

(a —b) € P, dann

Definition 3.2: Sei A C R, A # @. £ € R heif}t eine obere (untere)
Schranke der Menge A, wenn gilt Ve € A: 2 <& (Vx € A:x <¢).
Besitzt A eine obere und eine untere Schranke, dann heif3t A beschrankt.
Die kleinste aller oberen Schranken einer Menge reeller Zahlen A heifit
Supremum von A, sup A.

Die grofite aller unteren Schranken einer Menge reller Zahlen A heifit
Infimum von A, inf A.

Axiom 3.4 (Vollstidndigkeitsaxiom): Nach oben beschrinkt heift es

gibt eine obere Schranke.

(A13) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge besitzt ein Supre-
mum.

3.3 Komplexe Zahlen

Definition 3.3 (C): V(a1, 1), (a2,02) € C :
(a1 + a2, 81 + B2)
V(ai,B1), (o2, 82) € C: (oa, B1)-(az, B2) =
V(a, B) € C: [(a, B)] := /o + B2
Jede komplexe Zahl z, die die Gleichung 2" = « erfilllt, « € C,n € N,
n > 2, heifit Wurzel von «. Im Falle o = 1 spricht man von Einheits-
wurzel.

(alvﬁl) + (Oé27,62) =

(1o —B1P2, a1 B2 +a2f1)

Definition 3.4 (s-Umgebung): e-Umgebung heifit die Menge al-
ler komplexen Zahlen zg, fir die mit ¢ > 0 gilt Us(z0) =
{z€C:|z—20] <e}.

4 Abzihlbarkeit von Mengen

Definition 4.1: Zwei nichtleere Mengen A und B heiflen
gleichmé#chtig, wenn es eine bijektive Abbildung von A auf B
gibt. Eine Menge heifit abzdhlbar, wenn diese Menge gleichmichtig zu
N ist. Eine aus endlich vielen Elementen bestehende Menge A heifit
endliche Menge der Kardinalzahl n: cardA = n. Zwei gleichméchtige
Mengen haben dieselbe Kardinalzahl.

Satz 4.1:

1. Jede Teilmenge einer abzdhlbaren Menge ist wieder abzdhlbar oder
endlich.

2. Jede unendliche Menge besitzt eine abzidhlbare Teilmenge.
3. A und B seien abzidhlbare Mengen, dann ist auch A x B abzahlbar.

4. Es sei Ak, k € I, eine hochstens abzidhlbare Menge und Indexmen-
ge I sei abzshlbar oder endlich, dann ist (|J,c; Ax) endlich oder
abzéhlbar.

Satz 4.2: Die Menge der rationalen Zahlen ist abzéhlbar.

Satz 4.3: A # &,3b1,b2 € A,b1 # by, dann wird definiert F =
{f: f:N — A}. F ist nicht abzdhlbar.

5 Zahlenfolgen

5.1 Grundbegriffe

Definition 5.1: Eine Funktion a: N — C heifit komplexe Zahlenfolge.
a = (an)S2 g, an € C. Falls Vn € N : a,, € R spricht man von einer reeller
Zahlenfolge. Mitunter auch a = (an)5% .,k € N.

Definition 5.2: Eine Zahlenfolge heifit Nullfolge, wenn zu jedem ¢ > 0
ein Index N(e) existiert, so dass gilt: Yn > N(g) : |an]| < €.

Definition 5.3: Eine Zahlenfolge (an)ner heit beschriankt, wenn
{an : n € I} beschrénkt ist. Eine reelle Zahlenfolge heifit nach oben (un-
ten) beschriankt, wenn {a, : n € I'} nach oben (unten) beschrénkt ist.

Satz 5.1: (an) und (b,) seien Nullfolgen. (c,) sei eine beschrénkte
Zahlenfolge, dann gilt: (an + by ) ist eine Nullfolge und (ancr) ist eben-
falls eine Nullfolge.

Definition 5.4: Eine Zahlenfolge (an) heifit konvergent, wenn eine
komplexe Zahl a € C existiert, so dass (an — a) Nullfolge ist, (ar) strebt
gegen a (konvergiert gegen a) und man schreibt limy, —o0 an = a,an — a,
a nennt man Grenzwert (Limes).

Satz 5.2: Jede konvergente Zahlenfolge ist beschrénkt und der Grenz-
wert ist eindeutig bestimmt.

Satz 5.3: Seien (an) und (b, ) konvergente Zahlenfolgen, wobei an, —
a und b, — b gelten moge. Dann gilt

1. (an +bn) — (a+b)

2. VA e C: (Aan) — Aa
3. Falls b # 0, dann (Z—:’L) — %, dabei ist Z—: nur fiir b, # 0 definiert.



4. Falls (an), (bn) reelle Zahlenfolgen sind und an, < b, gilt fir n >
Ng, dann ist a < b.

Definition 5.5: Jede Zahlenfolge, die nicht konvergiert, heifit diver-
gent. Bei reellen Zahlenfolgen sagen wir, diese Zahlenfolge divergiert
gegen +oo (—o0), falls zu jeder beliebig grofien (kleinen) Zahl K > 0
(K < 0) ein Index N(K) existiert, so dass Vn > N(K) : an > K
(Vn > N(K) : an < K) gilt. Man schreibt hier limy—co an = 400
(limp— oo an = —00).

Definition 5.6: Eine reelle Zahlenfolge nennen wir monoton wach-
send (fallend), wenn fiir alle n ab einem gewissen Index ng gilt: an41 >
an (an+1 < an)-

Satz 5.4: Eine reelle Zahlenfolge sei monoton wachsend und nach
oben beschriinkt, dann ist (ar) konvergent.

Satz 5.5: lim, oo(1 + 1)" existiert. Wir definieren limp oo (1 +
Lyn —. ¢
n

Definition 5.7: Eine Zahl { € C heifit Hiufungspunkt einer Zahlen-
folge, wenn (ar ) in einer e-Umgebung von ¢ unendlich viele Glieder der
Zahlenfolge liegen, d.h. es gilt |an — ¢| < € fiir unendlich viele Glieder.

Satz 5.6 (Satz von Bolzano, Weierstraf3): Jede beschrinkte Zah-
lenfolge (an)$2 o, an € C, besitzt mindestens einen Héufungspunkt. Im
Falle reeller, beschriankter Zahlenfolgen gibt es einen grofiten und einen
kleinsten Haufungspunkt.

Definition 5.8: Den grofitsten Hiufungspunkt einer beschrinkten re-
ellen Zahlenfolge (ar) nennt man limes superior und schreibt lim sup an,
den kleinsten nennt man limes inferior und schreibt lim inf a,,.

Satz 5.7 (Cauchy-Kriterium): Eine Zahlenfolge (ar) ist genau dann
konvergent, wenn zu jedem € > 0 ein N(e) existiert, so dass gilt |an —
am| < g, falls n,m > N(e). Derartige Folgen heifien Cauchy-Folgen oder
Fundamentalfolgen.

Definition 5.9 (Intervallschachtelung): (an)22 ,, (bn)52, seien re-
elle Zahlenfolgen, fiir alle natiirlichen n gelte an < by, (an) sei monoton
wachsend, (by) sei monoton fallend und (an — bn) sei Nullfolge. Dann
sagen wir (an) und (by) bilden eine Intervallschachtelung und schreiben
(an,bn).

Satz 5.8: Eine Intervallschachtelung (an, b, ) definiert genau eine re-
elle Zahl £ € R.

5.2 Allgemeine Potenzreihen

Satz 5.9: Zu jeden p > 2,p € Nja > 0,a € R, existiert genau eine
reelle Zahl £ > 0, so dass gilt £P = a. Man sagt £ ist die p-te Wurzel aus
a und schreibt £ = ¥/a.

Definition 5.10: 7 € R,a € R,a > 0,(rn) — 7, rn seien sédmtlich
rational. Dann sei a” = limy o0 a™™.

Satz 5.10: Zu dem p € R gibt es eine Funktion f:x — 2P,z € R,z >
0. Fir f gilt:

1. p>0,Vz1,220 € R: a1 <x2¢x§’<x3
2. p<O0,Voy, w2 €R: 21 <wo =2l > b
Diese Funktionen heiflen Potenzfunktionen.
Zu jedem a > 0,a € R, gibt es Funktionen g:x — a%,z € R. Fiir g gilt:
1. a>1,Vzi,220 ER: 21 < 22 = a®! < a”2
2. 0<a<l,Vri,z2 €ER:x1 < x93 = a®! > a”2
Diese Funktionen heiflen Exponentialfunktionen.
Satz 5.11: Ist g > 1 und a > 0, so besitzt die Gleichung ¢* = a genau
eine Losung. Diese Losung, nennen wir Logarithmus von a zur Basis g

und schreiben z = log, a. Falls g = e, so sprechen wir von natiirlichen
Logarithmus. g heifit Basis.

6 Unendliche Reihen
6.1 Grundbegriffe

Definition 6.1: Wir nennen ZZO:O arn, unendliche Reihe, an, seien die
Glieder der unendlichen Reihe, s, = Z?:o a; heifle n-te Partialsumme,
rn = Z;’o:n a; heile Restsumme. (sp) konvergiert, falls limp oo sn =
S existiert, dann schreiben wir sums2 jan, = S. Eine Reihe, die nicht
konvergiert, heifit divergent. Falls Vn : an € R und limy,— o0 $n = F00,
dann spricht man entsprechend der Vereinbarung tiber Zahlenfolgen von
divergent.

Satz 6.1 (Cauchy-Kriterium): >~ 77 ay ist genau dann konvergent,
wenn zu jedem € > 0 ein N(¢g) existiert, so dass gilt |sp, — sm| < €, falls
n,m > N(e), wobei sn = 37 g a;.

Satz 6.2 (Notwendiges Kriterium): Falls 3372 an konvergiert,
dann gilt limy— o0 an = 0.

Definition 6.2: z;’il an,an € C, heifit absolut konvergent, wenn
>0 o lan| konvergiert.

Satz 6.3: Wenn eine Reihe EZ":O an absolut konvergiert, dann kon-
vergiert auch Y™ an.

6.2 Reihen mit positiven Gliedern

Satz 6.4: Eine Reihe mit positiven Gliedern ist genau dann konver-
gent, wenn die Folge ihrer Partialsummen nach oben beschriankt ist.

Satz 6.5 (Majorantenkriterium): Y an, Y ¢n seien Reihen mit po-
sitiven Gliedern, wobei Vn € N: 0 < an < ¢y, gilt. Y ¢, sei konvergent.
Dann konvergiert auch Y an und es gilt > an <> cn.

Satz 6.6 (Minorantenkriterium): Y by, > dn seien Reihen mit po-
sitiven Gliedern, d. h. Vn € N : by, dn € R A by, dyn > 0. Weiterhin sei
Vn : by > dn und Y dy divergiere, dann divergiert auch Y bn. (377 dn
heifit divergente Minorante.)

Satz 6.7 (Quotientenkriterium): Y a, sei eine unendliche Reihe,
an € C, ist ap, # 0 ab einem ng und existiert ein festes ¢ € R,0 < ¢ < 1,
so dass gilt ‘%l < q fiir alle n > N > ng, dann ist > an absolut

konvergent. Gilt dagegen Vn > N : |%\ > 1, dann ist ) a,, divergent.
Satz 6.8 (Wurzelkriterium): > an,an € C. Gibt es ein ¢ € R,0 <

q < 1, so dass fiir ein ng gilt Vn > ng : ¥/an < ¢, dann ist Y ap absolut

konvergent. Falls {/a, > 1 fir alle n > N, dann ist ) an divergent.

6.3 Reihen mit alternierenden Vorzeichen

Definition 6.3: Eine Reihe ) an,an € R, heifit Reihe mit alternie-
renden Gliedern, falls Vn : apan+1 < 0.

Satz 6.9 (Leipniz-Regel): Ist > an eine alternierende Reihe und gilt
1. limp— oo |an| =0 und 2. Vn : |an+1| < |an|, so konvergiert Y ay.

6.4 Rechnen mit unendlichen Reihen

Satz 6.10: > an, Y, b, seien konvergente Reihen, c¢1,c2 € C. Dann
gilt > (c1an + c2bn) = c1Y, an + c2 Y by. Insbesondere konvergiert
S (cran + c2bp).

Satz 6.11: Konvergieren Reihen Y an, so darf man beliebig Klam-
mern setzen.

Definition 6.4: > b, heiflt Umordnung von Y an, wenn eine Bijek-
tion ® von N auf N existiert, so dass gilt b, = ag(n)-

Satz 6.12: Ist ) a, absolut konvergent, dann auch jede Umordnung
von ) an, d. h. 37 ag(n) ist absolut konvergent und hat dieselbe Summe.

Satz 6.13 (GroBBer Umordnungssatz): M sei eine abzihlbare Menge
M = U]O';l Ij, ;N 1I; = @ fiir i # j. Y, cp @a sei absolut konvergent,
d. h. es gibt eine Bijektion ®, so dass Y2 ag(n) absolut konvergent
ist, dann gilt 3 5 = 2?021 Zaelj aq fiir jede beliebige Zerlegung
von M.

Satz 6.14 (Cauchy-Produkt): Sind ) an, > b, absolut konvergent,
so gilt (30 an)(Xobn) = 3070 27 an—ibi = 327 _gaib;, wobei die
rechtsstehende Reihe absolut konvergiert.

7 Reelle Funktionen einer reellen
Veranderlichen

7.1 Stetige Funktionen

Definition 7.1: f: X C R — R, X # &, f heiit in g € X ste-
tig, wenn fiir alle Zahlenfolgen (z,),zn € X, mit (zn) — =xo folgt
limp—oo f(zn) = f(xo). Falls fiir jede Zahlenfolge (z,) — zo der
limn,— oo f(xo) existiert und ein und derselbe Wert ist, dann nennen
wir diesen limes der Funktion. Andernfalls heifit f in zo unstetig.

Satz 7.1: Eine Funktion f: X C R — R, X # &, ist genau dann in
xzo € X stetig, wenn zu jedem € > 0 ein 6(e) > O existiert, so dass gilt
|f(z) — f(z0)| < e, falls |z — zo] < §(e) und = € X.

Satz 7.2: f, g seien zwei reelle Funktionen, die in D C R, D # &
definiert seien. g € D und f und g seien in zq stetig, dann sind auch
die Funktionen (f +g), (f-g), Vao € R: af in xg stetig. Falls g(zo) # 0,
dann ist auch g in xg stetig.

Satz 7.3: ¢ X R XCR X £, f1Y >R, Y CR,Y # @,9(X) C
Y, ist dann g(z) in zo € X stetig und f(x) in g(zo) € Y stetig, dann ist



auch f(g(x)) stetig in zg.

Definition 7.2: Die reellwertige Funktion f: M — R, M # @, heifit
in M stetig, falls f in allen Punkten von M stetig ist.

Satz 7.4 (Zwischenwertsatz von Bolzano): Eine auf einem Inter-
vall [a,b] stetige Funktion nimmt dort jeden beliebigen Wert £ an, der
zwischen f(a) und f(b) liegt.

Satz 7.5: [: M — R,M # @, M C R, f sei stetig auf M. Gibt es ein
xo € M, so dass gilt f(xzo) > 0, dann gibt es eine e-Umgebung von zg,
so dass gilt Vo € Ug(zo) N M : f(z) > 0.

Definition 7.3: Eine Menge M C R heif3t offen, wenn zu jedem © € M
ein € > 0 existiert, so dass Us (z) C M gilt.

Definition 7.4: Eine Menge M C R heifit abgeschlossen, wenn jede
Folge von Zahlen aus M, die konvergiert, einen Grenzwert hat, der in
M liegt.

Satz 7.6: M C R. M ist genau dann abgeschlossen, wenn R\ M offen
ist.

Definition 7.5: Eine Menge M C R heifit kompakt, wenn jede belie-
bige Folge aus M eine konvergente Teilfolge enthilt, deren Grenzwert in
M liegt.

Satz 7.7: Eine Menge M C R ist genau dann kompakt, wenn sie
abgeschlossen und beschrankt ist.

Satz 7.8: Eine auf einem kompakten Definitionsbereich M C R, M #
@, definierte und stetige Funktion f(z) hat dort einen gréSten und
kleinsten Funktionswert, d.h. es gibt &, 7, so dass gilt Vo € M : f(&) <
f(z) < fn).

Definition 7.6: M C R, gibt es zu jedem z € M eine offene Men-
ge Gz, so dass gilt ¥ € Gz, dann sagt man die Menge aller G5 bil-
det eine Uberdeckung der Menge M. M C |J, <5 Go = G. Falls diese
Uberdeckung G eine endliche Teilmenge enthils, die ebenfalls schon M
tiberdeckt, so sagt man, G enthélt eine endliche Uberdeckung.

Satz 7.9 (Heine-Borel’scher ﬁberdecku{lgssatzl): Eine Teilmenge
M C R ist genau dann kompakt, wenn jede Uberdeckung dieser Menge
durch offene Mengen eine endliche Uberdeckung enthélt.

Definition 7.7: f(z): X — R, @ # X CR, f heifit auf X gleichméBig
stetig, wenn zu jedem ¢ > 0 ein §(g) existiert, so dass Vz,y € X :
[f(z) — f(y)| < e, falls nur | — y| < §(e).

Satz 7.10 (E. Heine 1872): Eine auf einem kompakten Definitions-
bereich stetige Funktion ist dort gleichméBig stetig.

Definition 7.8: f: X — R, @ # X C R, £ sei ein Hiufungspunkt von
Punkten des Definitionsbereichs X von f. Wenn dann fiir jede beliebige
Folge (zn),zn € X,xn — &, die zugehorige Folge von Funktionswerten
(f(zn)) konvergiert und ein und denselben Grenzwert hat, dann heifit
dieser Wert Grenzwert der Funktion fiir = &: lim,_,¢ f(z).

Satz 7.11: Es existiere lim,_¢ f(x), lim,_.¢ g(x), dann gilt
limg e Af(z) = Alimg,_¢ f(z), AER
f

Falls lim,_¢ g(x) # 0, dann gilt auch lim,_.¢ (o) _ lima—e Fl@) pop)g

g(xz) = limg_¢ g(x)”
f(z) < g(x),Ve € Us(§), dann gilt lim,_.¢ f(z) < limg_.¢ g(x).

Definition 7.9: Ist f(x) fiir beliebig grofle « definiert und gilt Ja € R,
so dass zu jedem € > 0 eine Zahl K > 0 existiert, so dass gilt |f(z) —a| <
g, falls x > K, dann sagt man lim,; o f(z) = a.

Definition 7.10: Eine reelle Funktion f:R — R,/ X # &,X C R,
heiit auf X monoton wachsend, wenn gilt Va1,22 € X : 21 < 29 =
f(xz1) < f(z2). Eine derartige Funktion heifft monoton fallend, wenn
gilt Vai,20 € X : 1 < 2 = f(x1) > f(x2). Steht fiir sémtliche
1 < z2 das Kleinerzeichen (Groflerzeichen), so spricht man von stetiger
Monotonie.

Satz 7.12: Die Funktion f(z) sei auf dem Definitionsbereich D(f)
streng monoton und stetig, dann existiert auf dem Wertebereich W (f)
die Umkehrfunktion, diese ist stetig und im selben Sinne monoton.

7.2 Potenzreihen

Definition 7.11: Eine unendliche Reihe 72 jan(z — 20)",Van €
C, z, zo € C, heif3it Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zg. Die ay, heiflen
Koeffizienten der Potenzreihe.

Satz 7.13: Die Potenzreihe Y 7 ; an(z—20)" konvergiert absolut fiir
alle z mit |z— 20| < 7. Diese Reihe divergiert fiir |z— 20| > 7. Dabei heif}t
r Konvergenzradius und es gilt r = L . Falls lim sup ’\L/m =

limsup V/|an|

0, dann setze man r = oo, falls lim sup 7\L/|an| = o0, dann setze r = 0.

1Eduard Heine 1821 - 81, Emil Borel 1871 - 1956

a

Falls ab einem gewissen n gilt |an| # 0 und limp— oo |a

an |.
ant1

Satz 7.14: Die durch eine Potenzreihe definierte Funktion f(z
Yo pan(z — 2z0)™ ist im Inneren der Konvergenzkreisscheibe |z|
stetig.

n_| existiert,
+1

dann gilt auch r = limy— 00
) =
<r

Satz 7.15 (Identitéitssatz fiir Potenzreihen): Gegeben seien zwei
Potenzreihen f(z) = 377 an(z — 20)™, g(2) = 372 bn(z — z0)™ mit
positiven Konvergenzradien. Gilt dann f(z;) = g(z;) in einer Punktfolge
(z) mit limj_, o 2; = 20, dann gilt f(z) = g(z) fir alle z.

Satz 7.16 (Einsetzen einer Potenzreihe): f(z) = Y77 an(z—20)"
habe den Konvergenzradius r1 > 0 und g(z) = > 72 bn(z — 20)™ habe
den Konvergenzradius 72 > 0. Dann hat f(g(z)) einen gewissen Konver-
genzradius, falls gilt |bo| < 1.

Satz 7.17: Es gelte f(z) = > 2 janz™ fir |z| < r,r > 0, dann
gibt es — falls ap # 0 — eine Umgebung von z = 0, so dass dort gilt

L — S0 o bnz™.

f(2) n=0

7.2.1 Elementare transzendente Funktionen

Definition 7.12: Fiir alle z € C werden folgende Funktionen definiert:

n _1)n2n+1 0o 1) z2n
e =305y, sinz =34 %, cosz=y,", %
8 Differenzialrechnung fir re-
elle Funktionen einer reellen
Verianderlichen

8.1 Begriff der Ableitung — einfache Eigen-
schaften

Definition 8.1: f(x) sei in Ues(xo) definiert, x9 € R, dann heifit

L{zo+h)—f(z0) Differenzialquotient von f an der Stelle zo. Wenn

limy, .o M existiert, dann sagt man f ist in x¢ differenzier-
. d . h)—
bar und schreibt f/(zo) = é oy = limy, o M.

Satz 8.1: f(z) sei in g € D(f) differenzierbar, dann ist f(z) in zo
stetig.

Definition 8.2: f(z) hat an der Stelle zg € D(f) ein lokales Ex-
tremum, wenn eine e-Umgebung von xzg existiert, so dass gilt Va €
Us ND(f) : f(z) < f(zo) oder aber Vz € U: N D(f) : f(z) > f(zo0). Im
ersten Fall spricht man von lokalen Maximum, im zweiten Fall von loka-
len Mininum. Falls nie — aufer fiir x = zg — die Gleichheit gilt, spricht
man auch von strengen Extremum.

Satz 8.2: f(x) habe in zg € D(f) ein lokales Extremum und es exis-
tiere ein € > 0, so dass U (x0) C D(f). Weiterhin sei f(z) in o € D(f)
differenzierbar, dann gilt f/ = 0.

Satz 8.3: f(x) sein in Us(zo) definiert. Dann ist f genau dann in zg
differenzierbar, wenn fiir (zo 4+ a) € U (zo) gilt 36(h),a € R, so dass
f(xo + h) — f(xo) = ah + hé(h), wobei §(h) — O fiir h — 0.

Bemerkung: f(zo+h) = f(zo)+f'(zo)h+hd(h) ist die Weierstrafi’sche
Zerlegungsformel.

Definition 8.3 (einseitige Ableitung): f(x) sei in [zo,zo + €], > 0
(bzw. £ < 0), definiert. Existiert lim;,_,  o(n——0) w, dann
sagt man es existiert die einseitige Ableitéung von f(z) an der Stelle zg
und schreibt f! (zo) bzw. f’ (z0)-

Bemerkung: Wenn f differenzierbar ist, so gilt f) (z0) = f'(z0) =
fL (o).

8.2 Differenzialregeln
Satz 8.4: Die Funktionen f(x), g(z) seien in z¢g € D(f) N D(g) diffe-

renzierbar, dann gilt
L (Af) (z0) = Af'(z0)
2. (f +9)(z0) = f'(x0) + g’ (z0)
3. (f9)' (o) = f'(z0)g(x0) + f(z0)g'(x0)
4. Falls g(zo) # 0, so gilt
(g)/(zo) _ f(z0)g(z0)—f(z0)g' (z0) )

9 (o)

Satz 8.5 (Kettenregel): Die Funktion f sei in z¢ differenzierbar und
die Funktion g sei in f(zo) definiert und dort differenzierbar, dann gilt
(g o f)(z) = g(f(z)) ist in z = =z differenzierbar und (g o f)'(z0) =

d

9 (@) (@0) = | s ooy Bl oy

(Konstantenregel)




Satz 8.6 (Ableitung der Umkehrfunktion): f(x) sei streng monoton
in einer e-Umgebung von zo und f’(xo) existiere. Dann existiert f~1(f)
in einer Umgebung von f(zo) und es gilt

df‘l‘ _ 1
df lr=r0 &

dzr le=xq

8.3 Der Mittelwertsatz der Differenzialre-
chung

Definition 8.4: Eine Funktion f(x) heift in einem Intervall differen-
zierbar, wenn diese Funktion in den inneren Punkten (d. h. Punkte, die
mit einer gewissen Umgebung zum Intervall gehéren) differenzierbar ist
und in den mdéglicherweise vorhandenen Randpunkten einseitig differen-
zierbar ist.

Satz 8.7 (Mittelwertsatz der Differnzialrechnung): f(x) sei in [a, b]
stetig und in (a,b) differenzierbar, dann gibt es ein £ € (a,b), so dass

gilt f/(z) = LO=1(e),

Satz 8.8 (Satz von Rolle?): Ist f in [a,b] stetig und in (a,b) diffe-
renzierbar und gilt f(b) = f(a), dann gibt es ein & € (a,b), so dass gilt
@ =o.

Bemerkung(Lipschitzbedingung): Wenn f stetig in [a, b] und differen-
zierbar in (a,b) und |f/(z)| < L, dann folgt |f(zo + h) — f(z0)| < L|h|
mit o, zo + h € (a,b).

Satz 8.9 (Verallgemeinerter MWS): f, g seien in [a, b] stetig und
in (a,b) differenzierbar. Weiterhin gelte Vz € (a,b) : ¢’(z) # 0. Dann

’
gilt % = g,gg, wobei £ € (a,b).

Satz 8.10 (Regel von I’Hospital): Die Funktionen f und g seien in
Iy = (b,a) bzw. in Is = (a,¢),b < a < ¢ (a = %o ist moglich), differen-
zierbar und ¢’ (z) # 0 fiir alle z € I; U I2 und es sei
1. limg—q40 f(z) = limg_q+0 g(x) = 0 oder
2. limg—q40 f(x) = limgy—qto0 g(x) = i?oy ,
dann gilt limg 440 % = limg_q+40 %, falls limy_ 440 %
tiert.

exis-

8.4 Hohere Ableitungen

Definition 8.5: Eine in einem Intervall I differenzierbare Funktion
f(x), deren Ableitung dort stetig ist, nennt man in [ stetig differenzier-
bar. Besitzt f in I n Ableitungen und ist die n-te Ableitung in I stetig,
so sagt man f ist in I n-mal stetig differenzierbar.

Definition 8.6: 1 sei ein Intervall, n € N, C*(I) =
{f:f:I =R, selin I n-mal stetig differenzierbar}. Falls Randpunkte
von I vorliegen, dann wird dort einseitige Differenzierbarkeit verlangt,
falls I unbeschrinkt ist, dann heif3t dies Differenzierbarkeit in allen end-
lichen Punkten.

CO(I) = {f: f:I — R, f ist stetig auf I}
Co(I)=A{f: f:I— R, [ ist beliebig oft differenzierbar auf I'}

8.5 Taylor-Polynom und Taylorreihen
Satz 8.11 (Satz von Taylor): I sei ein Intervall und f € C**1(I),

3 .
zo,z0 + h € I, dann gilt f(z + h) = ?:0 %hﬂ + Ryn, Ry =
(n+1) ) (2 .
h"*lw, wobei 0 € (0,1). 37, %M heifit Taylorpo-

lynom, R,, heifit Restglied von Lagrange, x¢ ist der Entwicklungspunkt.
Satz 8.12 (Taylorreihe): I sei ein Intervall, f € C°(I), zo,xo+h € I,

€] :
dann gilt f(zo +h) =37 4 %hﬂ genau dann, wenn R, — 0 fiir

n — oo. Dies ist der Fall, wenn Vz € I : |f("(z)] < K -C", K,C
konstant, K, C > 0 fest.

8.6 Potenzreihe und Taylorreihe

Satz 8.13 (Transformationssatz): Die Potenzreihe Y 57 jan(z —
x0)™ habe den positiven Konvergenzradius r, 1 € (zg —r,xo +r), dann
gilt fiir |z — 21| <7 — |21 — 20|t .20 g an(z —x0)" = 35 bi(z —z1)F
mit by =Y 0 (Z)an(zl - :co)"*%.

Satz 8.14 (Differensation einer Potenzreihe): Es sei f(z) =
Yo pan(z—x0)", |z —xo| <7, r>0,1={z:|z—xo| <r} Dann ist
f € C°°(I) und die Ableitungen erhilt man durch “gliedweises” Diffe-
renzieren der Potenzreihe.

2M. Rolle, 1652 - 1719

8.7 Kurvendiskusion

Satz 8.15: f € C"(Uc(zo)), n > 2, f@(z0) =0,i=1,...,n—1,
fM(zg) # 0. Dann gilt: Falls n ungerade ist, liegt an der Stelle zq
kein lokales Extremum vor. Wenn n gerade ist, dann liegt ein lokales
Extremum vor. Falls f(")(zg) > 0, dann liegt lokales Minimum vor,
falls f(")(aco) < 0, dann liegt ein lokales Maximum vor.

Definition 8.7: f(z) heifit konvex auf dem Intervall I, wenn Vz1,zo €
T und VX € (0,1) gilt: f(1—N)z1+Az2) < (1—=N)f(z1) +Af(z2). Steht
jedoch “>” fiir “<”  dann heifit f konkav.

Satz 8.16: I sei ein Intervall, f € C}(I). f(z) ist konvex auf I bzw.
konkav auf I, wenn f’ auf I monoton wachsend bzw. fallend ist auf I.

Definition 8.8: ¢ € D(f) heifit Wendepunkt, wenn f in einer links-
seitigen Umgebung von zo (o —¢,x0), € > 0) und in einer rechtsseitigen
Umgebung von xg (zo,xo+¢€), € > 0) unterschiedliches Konvexverhalten
hat.

Satz 8.17: f € C™(Us(zo)). Gilt f(z9) = 0 und die erste von 0
verschiedene (hohere) Ableitung an der Stelle z¢ ist von ungerader Ord-
nung, so liegt an der Stelle zg ein Wendepunkt vor.

8.8 Funktionenfolgen, Funktionenreihen

Definition 8.9: {fn(2)}, fn: X — R, @ # X C R, dann heifit dies
eine Funktionenfolge. Durch limyp— oo fn(xz) = f(z) wird im Falle der
Existenz eine Funktion auf X definiert. Man sagt im Falle der Existenz:
{fn(z)} konvergiert punktweise gegen f(z).

Definition 8.10 (GleichméBige Konvergenz): {fn(z)}, fn: X — R,
@ # X CR. Falls zu jedem € > 0 ein N(e) existiert, so dass |fn(x) —
f(z)] < e, falls n > N(e) und alle z € X, dann sagt man {fn(z)}
konvergiert gleichméBig gegen f(z).

Satz 8.18 (Cauchy-Kriterium fiir gleichméBige Konvergenz):
fni:D - R, @ # D CR. {fn(z)} konvergiert genau dann gleichmifig
gegen f(x):D — R, wenn zu jedem € > 0 ein N(e) existiert, so dass
Ym,n > N(e) : |fn(z) — fm(z)| < g, fiir alle z € D.

Satz 8.19: {fn(2)}, fn: D — R, @ # D C R. fn(z) seien stetig auf
D und konvergieren gleichméfig auf D gegen f(x). Dann ist f(z) stetig
auf D.

Satz 8.20: f,: D — R, @ # D CR. Y fn(x) konvergiert auf D genau
dann gleichméiBig, wenn zu jedem e > 0 ein N(e) existiert, so dass fiir
n>m>N() Ve € D:lsn—sm| = |2X7_,, 1 fi(z)] <e

Satz 8.21 (Weierstraf3’sches Kriterium fiir gleichméBige Konver-
genz): fnr:D — R, @ # D C R. Falls Vn : |fn(z)] < an und > an
konvergiert, dann konvergiert auch Y fn(z) gleichmifig auf D.

Bemerkung: Riemann’sche Vermutung: Alle komplexen Nullstellen
von ((z) =Y., n%, z € C, haben den Realteil %

9 Integralrechnung fiir reelle Funk-
tionen einer reellen Veridnderli-
chen

9.1 Vorbemerkungen, Grundbegriffe

Definition 9.1: Es sei a = z9 < < xp = b, dann heift
Z = (z0,...,%n) eine Zerlegung des Intervalls I = [a,b] in n Teilstiicke
[j,2j41], |Tj41 — ;| = |I;] ist die Lange von I;.

Definition 9.2: f(z) sei auf I = [a,b] beschrénkt, d. h. Vo € I :
|f(z) < K. Z sei eine Zerlegung von I, my = infyeg, f(x), My =
supgcy, f(2), dann heiBt s(Z, f) = 3°3_, mg|lx| Untersumme von f
bzgl. Z, S(Z, f) = >} _1 Mg|I| Obersumme von f.

Definition 9.3: Z, Z’, Z" seien Zerlegungen des Intervalls I. Z’ heifit
Verfeinerung von Z, falls Z’ sdmtliche Teilpunkte von Z enthilt und
noch weitere. Man schreibt: Z’ < Z. Die Zerlegung Z, die genau die
Teilpunkte von Z’ und Z” enthilt, bezeichnet man als Uberlagerung
von Z' und Z", Z = 2"+ Z".

9.2 Riemann-integrierbare Funktionen

Definition 9.4: I = [a, ] sei ein Intervall, f(z) sei auf I beschrénkt.
Z sei eine beliebige Zerlegung von I. Dann heiit sup, s(Z) = J« unte-
rer Darboux’sches Integral, infz S(Z) = J* oberes Darboux’sches Inte-
gral. f(z) heifit auf I Riemann-integrierbar genau dann, wenn J, = J*.
ff f(x)dx = J. = J*, f Integrand, a ist untere Integrationsschranke, b
obere Integrationsschranke.



Satz 9.1 (Riemann’sches Integrabilitdtskriterium): Die be-
schrinkte Funktion f(z) ist genau dann auf I R.-integrierbar, wenn zu
jedem e > 0 eine Zerlegung Z existiert, so dass gilt S(Z) — s(Z) < e.

Satz 9.2: {Z,} sei eine Folge von Zerlegungen mit den Intervallen
I)gn). Ist {Zn} eine Zerlegungsfolge mit |Z,| = maxy |I](€n)| — 0 mit
n — oo, dann gilt fiir beliebige auf I beschréinkte Funktionen f(z):
limn—oo $(Zn) = Jx, limp—oo S(Zn) = J*.

Satz 9.3: Jede auf I = [a,b] stetige monotone Funktion, die be-
schrankt ist, ist R.-integrierbar. Weiterhin ist jede auf I beschrinkte
Funktion R.-integrierbar, die bis auf endlich viele Stellen stetig ist.

Definition 9.5: I = [a,b] und auf I sei f beschrinkt. Weiterhin sei
Z = (zo,1,...,Tn) eine Zerlegung von I und & € Iy, k = 1,...,n,
Iy = [zg—1, 2], dann heift o(Z, f,£) = p_, f(&k)(zx — zx—1) Rie-
mann’sche Zwischensumme von f bei der Zerlegung Z und &;.

Satz 9.4: Die beschrinkte Funktion f ist auf dem Intervall [a, b] genau
dann R.-integrierbar, wenn zu jeder Zerlegungsfolge {Z,} mit |Z,| — 0
auch o(Zn, f,€) konvergiert. Im Falle der Riemann-Integrierbarkeit gilt

dann o(Zy, f,£) — f: f(z)dx

9.3 Eigenschaften des
Mittelwertsitze

R(I)={f: f:I — R, f beschrénkt, f sei R.-integrierbar}

Satz 9.5: f und g seien beschrinkt und f,g € R([), dann gilt
L. Vo, B € R: af(z) + Bg(z) € R(I)
2. Vo €1: f(z) < g(a) = [, f(@)de < [} g(a)da
3. | [0 f(2)da| < [ f()
4. Yz el:|f(x)| <K =| [ f(z)d] < K|b—al
)dz + [° f(x)de

Riemann-Integrals,

|dz, Dreiecksungleichung

5. a<c<b, [P fx)de = [C f(z

6. ]; f(z)dr = — ]ba f(z)dz
7. f(z) = f(x) bis auf endlich viele Stellen in I und f(z) sei ebenfalls
beschrinkt auf I, dann gilt f: f(z)dx = fab f(z)dx
Satz 9.6 (MWS der Integralrechnung): f sei auf I = [a,b] inte-
grierbar, dann gilt m < f; % <M, m=infyer f, M =sup,¢;.
Satz 9.7 (erweiterer MWS der Integralrechung): f,g € R(I). Es

seiVe € I : g > 0 oder Vx € I : g < 0. Dann existiert ein u € R, so dass
infyer f < p <supye;r f und f; f(z)g(z)dx = uffg(x)dac,

9.4 Hauptsatz der Differenzial- und Inte-
gralrechung

Satz 9.8: Ist f € C[a,b], dann gilt % 2 fy)dy = f(=).

Satz 9.9 (Hauptsatz der Diff.- und Integralrechung): F'(z) €
Cla,b], dann gilt [* F'(z)dz = F(b) — F(a).

Definition 9.6: F(z) heifit Stammfunktion oder unbestimmtes Inte-
gral zu f(z) auf dem Intervall I, wenn gilt Vo € I : F'(z) = f(z). Man
schreibt F(z) = [ f(y)dy.

9.5 Unbestimmte Integrale

Tabelle der Grundintegrale, z. B. [ % =Inlz|+C

9.5.1 Integrationsregeln

Satz 9.10 (Partielle Integration) f,g E R(I)7 f,g € CY(I), dann
gilt: [ f(z)g'(z)dz = f(z)g(z) — [ f'(z)g(

Satz 9.11 (Substltutjonsregel). fg9 € Cl( ), I = [a,b], W(g
D(f). g(z) sei streng monoton wachsend, dann gilt [ f(g(z))g’(z)d
[ fW)dy, y = g().

) €

9.5.2 Integration der rationalen Funktionen

Definition 9.7: p,(z) = anz™ + ... + a1x + ao, n > 1, an # 0,
a; € C, heifit Polynom n-ten Grades oder ganzrationale Funktion. Sind
alle a; € R, i = 0,...,n, dann heiflt p, reelles Polynom, andernfalls
hei8t p,, komplexes Polynom. f(z) = 57:7((2)) heifit rationale Funktion,
falls pn, ¢gm Polynome n-ten bzw. m-ten Grades sind. Ist n < m, dann
heiit f echt gebrochen rationale Funktion, andernfalls heifit f unecht
gebrochen rationale Funktion.

Satz 9.12 (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes komplexe Poly-
nom positiven Grades besitzt mindestens eine Nullstelle.

Satz 9.13 (Partialbruchzerlegung): Es sei f(z) = 5"7((?) eine echt

gebrochene rationale Funktion und pn(z), gm(z) komplexe Polynome

vom Grad n bzw. m (m > n). gm(z) = am(z — 21)*? (2 — zp)or,
Vi # j oz # 25, am # 0, Z;zlaj = m, dann gilt f(z) = 5;’7((2 =
zo;l,;l +..t (zalztﬁal + za—2;2 +..t (za;agar’ wobei die aij € c

eindeutlg bestimmt sind.

Satz 9.14 (Partialbruchzerlegung einer reellen Funktion): Es sei
flz) = 5:7((?) eine echt gebrochene rationale Funktion, wobei g, (z) =
am(z—x1)% .. (x—zp) (22 4+ A1z + B1)P1 - (22 + Asz + Bs)Ps,
z; € R am # 0, 37105 +237_18; = m, pn(z) und qm(m) seien
reelle Polynome, dann gilt f(x) = I'“l +...+ ﬁ

Aray biiztein bsps x+c?ﬁs
(x—zyr)or + z2+A1x+B +e-t (z2+Asz+Bg)Ps
samtlich reell und eindeutig bestimmt sind.

, wobei die Koeﬂizienten

Satz 9.15 (elementar integrierbare Funktionen): R(z,y) sei eine
rationale Funktion in z, y. Dann sind folgende Funktionsklassen elemen-

tar integrierbar: 1. R(x, ¥/axz +b), k € N, 2. R(x, VZ:IZ), 3. R(e%*)
4. R(sinhaz,coshaz) 5. R(sinaz,cosaz) 6. R(z,Vaz?+ bz + c)

R(z,vVax +b,/cx + d).

9.6 Uneigentliche Integrale
9.6.1 Unbeschrinktes Integrationsintervall

Definition 9.8: jf f(x)dx existiert als R.-Integral fiir beliebige b > a,

dann heift [7° f(z)dz = limp_, o f; f(z)dx im Falle der Konvergenz un-
eigentliches Integral von f(z) iiber [a, 00). Andernfalls heifit das Integral
divergent.

Satz 9.16 (Konvergenzkriterium von Cauchy): f(x) sei iiber [a, b]
eigentlich R.-integrierbar fiir beliebige b > a. Das Integral [ f(x) exis-
tiert genau dann wenn zu jedem e > 0 ein d(e) > a existiert, so dass
gilt V1,2 > (e |jz2 z)dz| < e.

Definition 9.9: Das Integral fa f(x)dx heifit absolut konvergent,
wenn [>°|f(z)|dx konvergiert.

Satz 9.17 (Majorantenkriterium): Das Integral [ f(z)dz ist ab-
solut konvergent, wenn es eine Funktion g(z) gibt mit Vz € [a,00) :
|f(z)| < g(z) und [ g(x)dz konvergiert.

Satz 9.18: f(z) sei fiir © > p, p € Ny, monoton fallend und nicht
negativ, dann besteht die folgende Ungleichung:

Yntpp f(n) < [7F fla)de < 3202, f(@).

9.6.2

Definition 9.10: f(z) sei auf [a, b—¢] beschrénkt (mit e > 0 beliebig)
und im Riemann’schem Sinne integrierbar. Bei b sei f unbeschrinkt,
dann wird definiert: f: f(x) ¢ f(z)dz.

Bemerkung: Entsprechende Sétze und Definitionen sind auch hier
giltig.

Integrale unbeschriankter Funktionen

da = lime_o J°

10 R", metrischer und normierter
Raum

10.1 Der n-dimensionale, euklidische Raum

Definition 10.1: R"” = {z = (z1,...,2n) 1 2; € R}, Vo, y e R" : z +

y = (1 + y1,...,Zn + Yn). R™ ist Vektorraum iiber den Korper der
reellen Zahlen, d. h. Vz,y €¢ R : 2 +y = y + «, Jo € R™"Vz €
R*:04+xz=2x+0=u, Ve,y,z ER" : (z+y)+z=z+ (y+ 2),
Ve € R"3(—z) e R™ : 2+ (—z) = o, YA ERVz,y e R" : ANz +y) =
Az + Ay, Y\, pu € RV € R : (A + p)x = Az + pz, VA, u € RV €
R™ : AMpz) = (A\w)z, Ve € R™ : 1z = x.

Als euklidische Norm zweier Elemente x,y € R™ wird bezeichnet:

lz —yll = V(@1 —y1)2+ ...+ (Tn — yn)2, ||z — o|| entspricht Abstand
zum Koordinatenursprung.

llz + y|| < ||lz|| + |ly||, Dreiecksungleichung.

zy = 37, x;jy;, Skalarprodukt.

lzyll < |lz| |lyl|, Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung.

I ist Intervall im R™, wenn I = I; X ... X I, mit eindimensionalen
Intervallen ;.

e-Umgebung Ue (z) = {y € R" :

lz -yl <e}



Definition 10.2: Eine Zahlenfolge {x““)}, (%) ¢ R™, heiBt genau
dann konvergent gegen zg € R™, wenn zu jedem € > 0 ein N (¢) existiert,
so dass Yk > N(e) : ||l — zo| < e.

Satz 10.1: Eine Zahlenfolge {z(k)} ist genau dann konvergent gegen

o, wenn jede Komponente mgk) der Glieder der Zahlenfolge gegen jede
Komponente zg,; von o konvergiert.

Satz 10.2 (Satz von Bolzano-Weierstaf3): Jede beschrinkte Zahlen-
folge des R™ besitzt mindestens einen Haufungspunkt und somit existiert
eine Teilfolge dieser Zahlenfolge, die konvergiert.

Satz 10.3 (Cauchy-Kriterium fiir Zahlenfolgen): Eine Zahlenfolge
des R™ ist genau dann konvergent, wenn diese Zahlenfolge Cauchy-Folge
ist, d. h. wenn zu jedem ¢ > 0 ein N (¢) existiert, so dass [|z(™) —2(™)| <
g, falls m,n > N(e).

Bemerkung: M C R™, M heifit offen, wenn Vo € M3e > 0 : U (), so
dass Us(z) C M gilt.

Eine Menge heifit abgeschlossen, wenn jeder Grenzwert von Gliedern
dieser Mengen zur Menge gehort. R™ und & sind offen und abgeschlossen.
M C R™ ist genau dann abgeschlossen, wenn R™ \ M offen ist.

Eine Menge M C R™ heifit kompakt, wenn aus jeder beliebigen Folge aus
M eine konvergente Teilfolge ausgewahlt werden kann, deren Grenzwert
zu M gehort.

Eine Menge M C R"™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschrankt ist.

Satz 10.4 (Satz von Heine-Borel): Eine Teilmenge K C R™ ist ge-
nau dann kompakt, wenn jede ihrer offenen Uberdeckungen eine endliche
Uberdeckung enthiilt.

Bemerkung: Gerade g im R™: g = {x € R" :x =1z0+ Ay, A € R},
zo,y € R™ fest; Verbindungsstrecke von z,y € R™ 7Ty =
{z€R"™: 2= (1—- XNz + Ay, € [0,1]}; Streckenzug/Polygonzug (end-
lich viele Geradenstiicke): P(z1,x2,...,Zn) = U;le T;T541
Eine Punktmenge M des R™ heifit zusammenhingend, wenn zu je zwei
Punkten aus M immer ein Polygonzug existiert, der diese Punkte ver-
bindet und vollstdndig in M verlauft.

Ein Gebiet des R™ ist eine nichtleere, offene und zusammenhéingende
Punktmenge.

10.2 Der normierte Raum

Definition 10.3: V # O sei ein Vektorraum iiber R oder C. Auf V sei
eine Funktion definiert ||.|| : V — R mit folgenden Eigenschaften:
1. /0] =0 und ||z|| > O, falls « € V und = # 0
2.VXER, z € V|| xz| = |A] ||z
3. Va5 €V llo +yll < il + [yl
||| heiBt Norm auf V und V heifit normierter Vektorraum.

10.3 Der metrische Raum

Definition 10.4: X # @ sei eine Menge. Auf X x X sei eine reelle
nichtnegative Abbildung d(.,.) definiert mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

(1) Vz,y € X : d(z,z) =0, d(z,y) >0 fiir z #y

(2) Vz,y € X : d(z,y) = d(y, )

3) Vz,y,2z € X : d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

d heit Metrik und X mit der Metrik heifit metrischer Raum.

11 Reelle Funktionen des R" in den
Rm

11.1 Lineare Funktionen

Bemerkung: Mit A € R"*™_ b € R™ ist f:x € R® — Axz + b eine
lineare Abbildung.

11.2 Graphische Darstellung

11.3 Polynome des R" und Potenzreihen im
mehrdimensionalen Raum

Bemerkung Multiindex j € N™; |j| = j1 + j2 + -

=Tk =3t
Satz 11.1: Es sei ar = max{|a;|:|j| =k} und die Potenzreihe
S o akt? konvergiere fiir || < 7,7 > 0. Dann konvergiert auch
> 5=o a;x7 fiir max; |z;| < r.

-+ Jn; € R,

Satz 11.2: Diese Reihe Y a;z7 (vgl. Satz 11.1) konvergiert dann ab-
solut und dann kann folglich die Summationsreihenfolge beliebig ver-
tauscht werden.

11.4 Stetige Funktionen des R” in den R™

Definition 11.1: Eine Funktion f: X C R"™ — R™ X # O, heifit
stetig an der Stelle zo € X, wenn fiir jede beliebige Folge (z(*)) mit
e e X, 2k — g4 folgt: limp_, o f(z*)) = f(x0). Andernfalls heift
f in zo unstetig.

Satz 11.3: f,9:G C R® — R!, G # O, f, g seien stetig, dann ist auch
(f+9), (f-9), \f( AeR) und £ (g;é(]) stetig auf G.

Satz 11.4: Ist f:G C R" — R,G # &, inzg € G stetigund f(zo) > 0,
dann existiert Ug (z0), so dass f auf GNU.(zo) ebenfalls gréfer Null ist.

Satz 11.5: f:D C R™ — R™,D # @, f sei stetig auf D. Ist D(f)
kompakt, dann ist auch W (f) kompakt.

Satz 11.6: Ist f: X C R®" — R, X # @, stetig auf X und ist X
kompakt, dann gibt es zo € X, so dass f(xzo) = mingex f(x) und es
gibt yo € X, so dass f(yo) = maxzex f(x).

Satz 11.7: Eine auf einem Gebiet definierte und stetige Funktion
[:G C R" - R, G # O, hat als Wertebereich einen einzigen Punkt
oder ein offenes Intervall.

11.5 Differenzialrechnung im R"

11.5.1 Partielle Ableitung und totale Differenzier-
barkeit

Definition 11.2: f:G C R? —» R, G # @,20 € G,U:(z9) C G, dann
heif3t im Falle der Existenz

. f(xo + h,y0) — f(xo,90) _ _of
pmy 3 = J2(@0,30) = Z-| 2 )= wo,0)
. f(zo,yo +h) — f(zo,y0) of
}}IB}O h = fy(@o,y0) = |(Tay) (z0,v0)

partielle Ableitung fz, fy nach z, y.

Satz 11.8: f sei in einem Gebiet G # @ des R? iiberall partiell diffe-
renzierbar. Sind dann beide partiellen Ableitungen in G beschrinkt, so
ist f in G stetig.

Satz 11.9 (Satz von Schwarz): f:G C R? — R,G # &, f, fz, fy
seien stetig in Ue (o, yo). foy existiere in Ue (z0, yo) stetig, dann existert
auch fyz in (20, yo) und es gilt fzy(z0,y0) = fyz(z0,¥0).

Definition 11.3: Die Funktion f:G C R™ — R™ heifit in einem
inneren Punkt zg € G differenzierbar oder total differenzierbar, falls
gilt f(zo + h) = f(xo) + Ah + r(h) fiir alle hinreichend kleine h mit
. r(h) _
limp .o TRl = 0.

Satz 11.10: Ist f in einem inneren Punkt von G differenzierbar, so
ist f dort stetig und sdmtliche partiellen Ableitungen existieren.

Satz 11.11: Besitzt f: G C R? — R simtliche partiellen Ableitungen
in Ue (zo) C G und sind diese in xg stetig, dann ist f in z¢ differenzierbar.

Satz 11.12 (Verallgemeinerung der Kettenregel): Es sei f:G C
R™ — R™, g:G1 C R™ — RP, wobeil f(G) C G gilt. Ist f in zo und g
in f(mo) differenzierbar, dann ist auch g(f(z)) in z¢ differenzierbar und

_ 99 9f _ 0, of;
es gilt 52 = of oz = (a7 pm (555 Jman-

Definition 11.4 (chhtungsableitung): Sei e € R™ ein Einheits-

vektor, |le|]| = 1, f:G C R* — R, 9 € G, existiert dann

w = so heifit dies Richtungsableitung von

Bezz’

lil’l’lt
fin zg in Rlchtung e.

Satz 11.13: Ist f:R™ — R in zg dlfferenmerbar so existiert die Ablei-
tung in xo in beliegige Richtung und es gllt = gradf|e=zo€ =

S fei(@o)es, e € R™.

}z:zg

11.5.2 Mittelwertsatz und Taylor’sche Formel

Satz 11.14 (MWS): f:G C R™ — R sei auf einer offenen Menge
differenzierbar, welche etwa gleich G ist. Ist f € C'(G), dann gibt es
zu xg,x1 € G, deren Verbindungsstrecke in G liege, ein &, welches im
Inneren dieser Verbindungsstrecke liegt und es gilt f(zo) — f(z1) =
gradf{ o=t (zo — x1).

Satz 11.15 (Taylor-Satz): f:G C R™ — R, f € C™TH(G), G sei
offen. Ist o9 + ht € G,0 < t < 1, so gilt f(x0+h) flzo) +
(vhym+t

J . .
DY <Vﬁ) f + R mit Restglied Ry, = Wf(:co + Yh), wobei
_(_0 9 e]
- (811’ Oz’ Dzn)'



Satz 11.16: Ist f:G CR™ — R, f € C*°(G) und G offen, dann gilt

Flxo+ h) = f(zo) + 152, T

Satz 11.17 (Hinreichende Bedingung fiir R,, — 0): W, =
{z €R™, |zi| <ryi=1,...,n},r >0, f{G C R* — R, f € C®(W,)
und es gelte |DP f| < play,| in W,.. Weiterhin konvergiere Y 72 agth
fiir [t| < r. Dann konvergiert die Taylor’sche Reihe und R,, — 0 im
Entwicklungspunkt Null.

f, falls Ry, — 0 fiir m — oo.

11.5.3 Notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir lokale Extrema von Funktionen f:R™ — R

Definition 11.5: Ist A = (aq;)};_; eine symmetrische Matrix, d. h.
Vi,j : a;; = aji, so heift die Funktion Q(z) = 2T Az = b o1 @ity
:R™ — R quadratische Form, die von A erzeugt wird.

Definition 11.6: Die quadratische Form Q(z) = 27 Az heift . ..

. positiv definit, falls Vo € R™ \ {o} : Q(z) > 0 gilt.

. negativ definit, falls Vo € R™ \ {0} : Q(z) < 0 gilt.

. positiv semidefinit, falls Vo € R™ \ {o} : Q(z) < 0 gilt.

. negativ semidefinit, falls Vo € R™ \ {o} : Q(z) > 0 gilt.

Liegt keiner dieser Falle vor, dann heif}t sie indefinit.

Definition 11.7: A sei eine (n,n)-Matrix. Die A € C, fiir die ein
z € R™ \ {o} existiert, so dass gilt Az = Az heilen Eigenwerte der
Matrix A und die dazugehérenden = heifien Eigenvektoren.

Satz 11.18: Die quadratische Form Q(z) = 2T Az zur symmetrischen
Matrix A ist genau dann positiv bzw. negativ definit, wenn sdmtliche
Eigenwert von A positiv bzw. negativ sind. Q(z) ist genau dann positiv
bzw. negativ semidefinit, wenn sdmtliche Eigenwerte nichtnegativ bzw.
nichtpositiv sind.

Definition 11.8: f:G C R™ — R, f hat an der Stelle z9p € G ein
lokales Extremum, wenn ein € > 0 existiert, so dass Vz € (Uz(2z0) NG) :
f(zo) > f(z) oder Vz € (Us(x0) N G) : f(xo) < f(z) gilt. Im ersten Fall
spricht man von einem lokalen Maximum, im zweiten Fall vom lokalen
Minimum. Steht nie das Gleichheitszeichen fiir * # zo, dann spricht
man von strengen lokalen Extrema.

Satz 11.19: f:G C R" — R, G # &, gradf existiere an der Stelle
zo € G, Us(xo) C G,e > 0. Hat dann f in zo ein lokales Extremum,
dann gilt gradf|z=zo =0, d. h. Vi=1,...,n: fz; =0.

Satz 11.20: Es sei G # @, G C R", G offen, f:G — R, f € C%(G).
In ¢ € G sei gradf = 0. Dann besitzt f in zg ein Extremum, wenn die
Hesse-Matrix H = (fz;2;)7 ;=1 in o definit ist. Ist die Hesse-Matrix in
zo indefinit, dann liegt kein Extremum vor. Im Falle positiver Defini-
theit der Hesse-Matrix liegt in x¢ ein strenges Minimum vor. Im Falle
negativer Definitheit der Hesse-Matrix liegt in zg ein strenges Maximum
vor.

Satz 11.21 (Lagrange’sche Multiplikatorenmethode): Es sei
f:GCR™™ R, G # 3, G offen, f € CH(G), g:G — R™, g € C1(G).
Hat f unter der Nebenbedingung ein lokales Extremum in zg und ist
dort der Rang der Funktionalmatrix (%) gleich m, so gibt es ein
Ao € R™, so dass fiir die Hamilton-Funktion H(z,\) = f(z) + Ag gilt
gradH (z, A)|z=wg,x=1o = 0

11.5.4 Implizite Funktionen

Satz 11.22: F:G C R? — R, F sei in Us((w0,y0)) stetig und es
gelte F((z0,y0)) = 0. Bei festem « in U ((z0,yo0)) sei F' streng monoton
beziiglich y in Us((x0,y0)), dann gibt es eine Umgebung von (zo, yo), so
dass dort gilt y = y(x) und y(z) ist dort stetig.

Satz 11.23: F:G C R"*! - R, G # @, G offen, (z0,y0) € G, F €
CH@), z0 € R",yo € R, F(zo,y0) = 0, Fy(x0,y0) # 0, dann gilt y =
flx1,...,zn), yo = f(zo) und F(z, f(z)) = 0, f ist stetig und f €
CH(Us(z0)).

Satz 11.24: F:G C R™™ — R™ G # @, G offen, F € C(G). Fiir
(z0,y0) € G,zo € R™,yo € R™ gilt F(zo,y0) = 0, det gl; v=v0 # 0,
dann gibt es eine Umgebung U, (xo) und Ue,(yo) und eine Funktion
g:Usy CR™ — R™ mit g € CH(Ue, (z0)), so dass F(z,g(z)) = 0,z €
Uz, (z0)-

12 Jordankurven und Funktionen
von beschrinkter Schwankung

12.1 Jordankurven im R"

Definition 12.1: Es sei I = [a, b] ein Intervall, ®(t): I — R™, ®(t) sei
stetig auf I, dann heifit die Bildmenge C' = {®(t) : t € I} Kurve im R™.

Definition 12.2 (Jordankurve): C heifit Jordankurve, wenn ® in-
jektiv ist. C heiBt geschlossene Jordankurve, wenn ® fiir ¢ € [a, b) injek-
tiv ist und ®(a) = ®(b). Ist ® € C}(I), dann heifit die Kurve glatt,
stiickweise glatt heifit C, wenn eine Zerlegung von [ existiert, d. h.
a=tyo<t; <...<tp=Db,sodass ® € Cl([tj,tj+1]),7=0,1,...,n—1.

Satz 12.1 (Kurvensatz): Zu jeder ebenen geschlossenen Jordankurve
C gibt es Gebiete G1, G2, so dass gilt R? = G1 UC U Gb.

Definition 12.3 (Linge einer Kurve): Durch ®:[a,b] = I — R"
sei eine Kurve im R"™ definiert. Z = (a = to0 < t1 < ... < tn, = b)
sei eine Zerlegung von I, dann heifit L(C) = supy4(Z) mit ¢(Z) =
E?:_Ol lzi — xi—1]|,z: = ®(¢;) im Falle L(C) < oo die Lénge der Kurve
C'. Man sagt, die Kurve ist rektifizierbar.

Satz 12.2: Es sei durch ®:1 — R™ eine glatte Kurve definiert,
dann ist C rektifizierbar und hat die Lidnge L(C) = ]; 12" (t)] =

N \/2 /2 (t)dt.

12.2 Funktionen von beschrinkter Schwan-

kung
Definition 12.4: f:] = [a,b] > Rund Z = (a = tg < ... <
tn = b) sei eine Zerlegung von I, dann heifit var(Z) = var(Z, f) =
1 |f(t:) — f(ti—1)| Variation von f bzgl. Z und I. Totalvariati-

on helﬁt VO(f) = supyvar(Z,f). Falls Vo(f) < oo, dann heifit f
von beschriankter Variation oder beschriankter Schwankung. BV(I) =
{f 1 >R VE(f) < oo}
Satz 12.3: Sei f: I = [a,b] — R, dann gilt:
1. Ist f monoton auf I, so ist V8 (f) = |f(b) — f(a)|.
2. Gilt fiir f: 3L > 0 : Vz,y € I : |f(z) — f(y)] < L|z — y|, dann ist
Ve(f) < Lla—b.
3. feCl(I), dann gilt VE(f) = [P |f|dt.
4. Folglich sind monotone Funktionen und auch stetig differenzierbare
Funktionen aus BV(I).
5. f,g € BV(I), dann gilt A\f, f + g, fg € BV(I).

Satz 12.4: Es sei ® = (P4,...,Py): I — R", dann ist die durch ®
definierte Kurve genau dann rektifizierbar, wenn samtliche ®; aus BV(I)
sind.

13 Das Riemann-Stieltjes-Integral,
Kurvenintegral

13.1 Das Riemann-Stieltjes-Integral

Definition 13.1: Es sei f,g: I = [a,b] — R, f und g seien beschrénkt
und Z = (a = 20 < 21 < ... < zp = b) sei eine Zerlegung von I.
Dann heiBt o(Z, f,g) = > i f(&)(g(xs) — g(xi-1)),& € [ri—1,24],
Riemann-Stieltjes-Zwischensumme von f nach g iiber I. Gilt fiir jede
beliebige Zerlegungsfolge (Zj) mit |Zx| — 0 limg_oo 0(Zg, f,9) = J,
dann heiit J Riemann-Stieltjes-Integral von f nach g iiber I und man
schreibt J = f;fdgA

Satz 13.1: Seien f,g: I — R, f und g beschrankt. Dann existiert das
Riemann-Stieltjes-Integral, falls
L. feco(I), g € BY(I) oder
2. f ist Riemann-integrierbar und g geniigt Lipschitz-Bedingung.

Satz 13.2: f1, f2,9: ] = [a,b] — R, f1, fo seien beschriankt. Dann
gelten folgende Eigenschaften, falls alle auftretenden Integrale existieren:
L [2dg(@) = g(b) - g(a)

b b b
2. [, fi(@) + f2(x) dg = [, fr(z) dg + [, f2(x) dg
3. [ gd(fr+ f2) = [} gdfr + [} g dfa
4. VAL A2 €R: [P A1 f1d(A2g) = Aide [P f1dg
5. Falls a < ¢ < b, dann gilt [* f1dg = [ fidg+ [° f1dg.
Satz 13.3 (Partielle Integration): Es existiere f: f dg, dann existert
b . b b
auch [ gdf und es gilt [ fdg = fg|% — [ gdf.

Satz 13.4: f sei auf I Riemann-integrierbar und g € C!(I), dann gilt
[2 fdg = [} f(z)g' (z)dw

Satz 13.5 (MWS fiir Riemann-Stieltjes-Integrale, 1. MWS):
f;’fdg existere und g sei monoton auf I = [a,b]. Dann gilt f: fdg =

1(g(b) — g(a)), wobei infr f < p < sup; f. Falls f stetig ist auf I, dann
existiert ein & € I, so dass gilt u = f(§).



Satz 13.6 (2. MWS): f sei monoton und g sei stetig auf I = [a,b].

Dann gilt [, fdg = f(a) [;dg + f(b) [ dg = f(a)(g(c) — g(a)) +
F(b)(g(b) — g(c)), wobei c € I.

13.2 Kurvenintegrale

Definition 13.2 (Kurvenintegral 1. Art): Es sei I = [a, b] und durch
®: ] — R™ sei eine rektifizierbare Kurve C gegeben, ® € C(I). Auf C
sei eine reelle Funktion g definiert. Im Falle der Existenz nennt man das
Riemann-Stieltjes-Integral f; f(®(¢t))ds(t) von f nach der Weglingen-
funktion s(t) das Kurvenintegral von f iiber der Kurve C.

Definition 13.3 (Kurvenintegral 2. Art): Es sei I = [a, b] und durch
®: 1 — R", & € CO(I), eine rektifizierbare Jordankurve definiert. Das
Riemann-Stieltjes-Integral f: F(®()d®y, k =1,...,n, heiBt Kurvenin-
tegral 2. Art, falls es existiert. Dabei sein f auf der durch ® definierten
Kurve gegeben.

Definition 13.4: Randpunkte des Gebietes G C R"™ sind diejenigen
Punkte des R", in deren e-Umgebung zu jedem & > 0 Punkt von G
liegen und solche Punkte des R, die nicht zu G gehoren. Die Menge
der Randpunkte des Gebietes G heifit Rand von G. Man schreibt dafiir
9G. Das Gebiet G C R"™ heiflt einfach zusammenhingend, wenn keine
Randpunkte existieren oder der Rand sich nicht in zwei oder mehr als
zwei paarweise disjunkte, abgeschlossene nichtleere Teilmengen zerlegen
lasst. Das Gebiet G heifit m-fach zusammenhéngend, wenn sich der Rand
in m paarweise disjunkte, nichtleere abgeschlossene Teilmengen zerlegen
lasste und sich keine Zerlegung in mehr als m derartige Teilmengen
zerlegen ldsst.

Satz 13.7: Es sei G C R" ein Gebiet. F:G — R™, F € C°(G), d. h.
sémtliche Komponenten von F sind stetig in G. Dann ist [ Fdr =
[ Fidzi+...4 [ Fndzy in G genau dann vom Wege unabhéingig, wenn
in G gilt: F =gradV, V:G — R, V € C}(G). V heifit Potenzial.

Satz 13.8: Sei F:G CR® — R”, F € C}(G),d. h. [, Fs,...,F, €

CH(@). Erfiillt F die Integrabilititsbedingung in G (2% = 255 4 j —
J i

1,...,n) und ist G beschrinkt und einfach zusammenhéngend, dann

existiert eine Funktion V mit gradV = F in G und somit ist [ F dx fiir
Wege in G vom speziellem Wege unabhingig.

14 Der Jordan-Riemann’sche Inhalt
beschrinkter Punktmengen des
R", das Riemann-Integral des R"

14.1 Jordan-Riemann’scher  Inhalt be-
schriankter Punktmengen des R"

14.1.1 Inhaltsbegriff und Inhalt von Integralsum-
men

Anforderungen an den Inhaltsbegriff:
1. [M|>0
2. |M]| sei invariant bei Bewegungen
3. Ist W1 =[0,1]™ € R™, so ist |[W1| = 1.
4 MNN=o=|MUN|=|M|+|N|
Es gilt:
1. |S] ist unabhéngig von der speziellen Intervallsumme.
2. Aus S =J7_; I; (auch iiberlappend) folgt immer |S| < 3°%_, [I;].
3. S, T seien zwei Intervallsummen mit 7' > S, dann gibt es immer
eine Intervallsumme R, die mit S nicht iiberlappend ist, so dass
SUR="T und |S|+ |R| =|T|.
Seien S, T zwei Intervallsummen, so folgt aus S < T stets |S| < |T|.
5. |SUT| < |S|+|T|. Falls S und T nicht iiberlappend, so |[SUT| =
S|+ 1T

b

14.1.2 AuBerer und innerer Jordan-Riemann-Inhalt

Definition 14.1: M C R™, M sei beschriinkt. AuBlerer bzw. innerer
Jordan-Riemann-Inhalt von M heilt folgende Zahl |M|q = infg5 s |S]
bzw. |M|; = supgc s |S|, wobei S Intervallsumme ist. a

Definition 14.2: Die beschrinkte Punktmenge M C R™ heifit mess-
bar oder quadrierbar im Jordan-Riemann’schem Sinne genau dann, wenn
|[M|; = |M|q. Man schreibt dann |M| = |M|; = |M|q. Fir M = @ defi-
nieren wir |M| = 0.

Definition 14.3: M C R, M sei beschrinkt. M°? := intM =
{zx € M : 3¢ > 0, so dass U:(x) C M} ist die Menge der inneren Punkte
von M. M = MU{Héaufungspunkte von M} ist die abgeschlossene Hiille
von M. OM ist der Rand von M.

Satz 14.1: Fiir jede beschrinkte Menge M C R™, M # &, gilt |M|; =
limg_ o0 |[Mg| und |M|, = limg_ o |[M*|, wobei M}, die Menge aller
Wiirfel k-ter Stufe mit mindestens einem Punkt in M ist und MF die
Menge aller Wiirfel k-ter Stufe ist, die vollstdndig in M liegen.

Satz 14.2: M, N C R", M, N seien beschrinkt, dann gilt:

1 |M|; + 0Mla = [Mla 2. |MUN| < [M]a +|Nla
3. MOUN® =@ = |[MUN|; < |M|; +|N|;

Satz 14.3: Die Mengen M, N C R™ seien beschriankt und quadrierbar,
dann gilt M UN, M \ N und M N N sind ebenfalls quadrierbar.

Satz 14.4: G C R™ sei beschrénkt, f: G — R, f sei auf G gleichméfig
stetig, dann gilt |graphf| = | {(z, f(z)) e R** 1 :z € G} | =0.

Satz 14.5: M C R"™ sei beschrinkt. Gibt es eine Folge von &ufleren
Teilmengen M; C M, wobei |M \ Mj|q — 0 fiir j — oo, dann gilt
|M| = limjj 0 [ Mj].

Satz 14.6: Das Jordan-Riemann-Ma#8 ist invariant gegeniiber Trans-
lationen, Rotationen und Spiegelungen.

14.2 Riemann-Integral im R"

Definition 14.4: G sei beschrankt und quadrierbar, f:G — R,
1 = Uj'v:1 I; sei eine G iiberlappende Intervallsumme. Mit M; =
supxejjmcf und m; = infyer;ne f heiflen S(I) = Z;VII M;|I; N G|
bzw. s(I) = Z;\le m;|I; N G| Obersumme bzw. Untersumme bzgl. G
bei der Zerlegung I.

Definition 14.5: Das obere Riemann’sche Integral ist fo de =
inf; S(I), das untere Riemann’sche Integral ist [ fdz = sup; s(I), f
hiiﬁt iiber G Riemann-integrierbar, wenn ffdz = [, fdz = [ fdx
gilt.

Satz 14.7: Die beschrinkte Funktion f ist genau dann iiber dem be-
schriankten und quadrierbaren Bereich G C R"™ integrierbar, wenn zu
jedem e > 0 eine Intervallsumme I existiert, so dass S(I) — s(I) < e.

Satz 14.8: Die beschrinkte Teilmenge G C R"™ sei quadrierbar, dann
ist die beschriankte Funktion f: G — R tiber G integrierbar, wenn gilt 1.
|G| = 0 oder 2. 3(Gk)32y> Gk C G ist quadrierbar, |G\ G| — 0, f ist
auf Gy integrierbar oder 3. N C G, |[N| =0, f ist auf G\ N stetig.

Satz 14.9 (Eigenschaften des R.-Integrals): G C R™ sei beschrinkt
und quadrierbar. Die beschrénkten Funktionen f, g: G — R seinen auf G
integrierbar, dann gilt 1. Vo, B € R : [(af +Bg)dz =a [ fdz+ [ gdx
2. Gilt Vo € G : f(z) < g(x), dann ist [, fdx < [, gdz.

5.1 [ fdol < Joy flda
4. G = G1 UGa, wobei G1, G2 quadrierbar und G1 N G2 = &, dann gilt
fodxszl fdm+jG2 fdz.

Satz 14.10 (MWS): G C R™ sei beschrinkt und quadrierbar und
f:G—=R,Vz e G:m < f(x) < M, dann gilt m|G| < foda: < M|G|.

Definition 14.6: G C R™ sei beschriankt und quadrierbar, f:G — R,
Vz € G : f(z) > 0, dann heilt M(f) = {(z,t) :2 € G,0<t < f(x)}
Ordinatenmenge von f.

Satz 14.11: G C R", G sei beschrénkt und quadrierbar, f: G — R",
dann gilt |M(f)| = fG fdx, falls f integrierbar ist.

Satz 14.12 (Satz von Fubini): I sei ein Integral im R™, I, sei
ein Integral im RY, I, sei ein Integral im RP, p +q = n, I =
Iz1 X Iyo, f: I — R sei auf I beschrankt und integrierbar. Dann gilt mit
flzr,m2), 21 € Loy, @2 € Ino, [ fdo = (F;  f(z1,22)dw1)dzy =
Tr1,,(fr,f(z1,22)des)dy.

Bemerkung(Prinzip von Cavalieri): Zwei Kérper des R3, die in gleichen
Hohen gleiche Schnittflichen haben, besitzen gleiches Volumen.

Satz 14.13: M C R™ sei beschrankt, f: M — R" sei mit Konstante L
Lipschitz-stetig, dann gilt |f(M)|q < (2Lv/1)"| M.

Satz 14.14: Sei H C R" offen, beschriankt und messbar. ®: H — G C
R™, & € CY(H), ® sei injektiv und Lipschitz-stetig. f: G — R. Dann gilt
Jo f(@)dz = [ f(2(y)) det(D’(y))dy.

Bemerkung(Guldin’sche Regel): V = [, dedydz = [rdrdedz, wo-
bei r der Abstand zum Schwerpunkt ist

14.3 Integralsitze

14.3.1 Der Gauf3’sch Integralsatz in der Ebene

Satz 14.15: G sei Normalbereich bzgl. £ und y, d. h. u. a. G =
{(z,y) :a <z <byi(z) <y <y2z)}, g:G — R sei stetig differenzier-



bar in G. Dann gilt bei stiickweise glatter positiver orientierter Rand-
kurve C von G [ (g9x — gy)dady = [, gdz + gdy.

Definition 14.7: f = (f1, f2):G C R? — R2, f € C'(G), dann heifit
fig + f2, = divf die Divergenz des Vektorfeldes f.

Bemerkung: Sei n bzgl. des Gebietes G die duflere Normale, so lautet
der Gauf’sche Satz: [ divfdzdy = [, f-nds.

Bemerkung(Green’sche Formel): Sei f =
Jo divfdzdy = [, ulv+ (gradu)(gradv)dz dy.

ugradv, dann ist

14.3.2 Oberflichenintegrale und Gauf’scher Satz
im R3
Definition 14.8: G C R? sei offen und messbar, ®:G — R3 sei in-
jektiv, stetig differenzierbar in G und in G lipschitzstetig, der Rang von
d’ sei 2, P(G) N ®(OG) = @. Dann nennen wir F' = ®(G) eine (offene)
Fliche im R3.

Definition 14.9: G C R2? sei offen und messbar, ®: G — R3 habe
obige Eigenschaften, dann heifit fG |®; X ®y|dxdy Flacheninhalt der
Fliache ®(G).

Satz 14.16 (GauB’scher Integralsatz im R3): Der offene und be-
schrénkte Bereich V' C R3 sei Normalbereich bzgl. aller Achsen, f:V —
R3 sei stetig in V, fiz, fay, f3- seien stetig in V' und beschrdnkt. Dann
gilt [ frdO = [, divf dzdydz, wobei v duBere (Einheits-)Normale
ist und fQ(G)de = [o(Q(z, )9 x Qy|ldrdy fir eine Funktion
Q:G — R2.

Bemerkung: Sei V. w,v € CYV) n C%(V), dann ist Jy (udive —
vdivu)de dy dz =[5, u% - v%dO.

14.3.3 Der Stoke’sche Integralsatz

Definition 14.10: Sei f:G C R3 — R3, f € C!, dann heiit die
Vektorfunktion V x f = (f3y — f2z, fiz — f3z, f2z — f14) Rotation von
€1 €2 €3
f und es wird geschrieben rotf =det | Vi Va2 V3
i fo f3
Satz 14.17: F = ®(G) sei eine Fliche im R® mit obigen Voraus-
setzungen, f € CY(G), v sei der Normaleneinheitsvektor, dann gilt

JpvrotfdO = [y o0 frde+ f2dy + f3dz = 11991 £(®) 22 gs.

15 Fourier-Reihen

15.1 Vorbemerkungen
J. Fourier (1768-1830); Problem der schwingenden Saite

15.2 Orthogonale Funktionensysteme

Definition 15.1: Sei { fn(z)} eine Menge von auf [a, b] integrierbaren
Funktionen, so dass auch fn - fm integrierbar ist. Dann heifit {fn(z)}

Orthogonalsystem, falls gilt f: fm(z) fn(z)dx = dmn - An, An > 0. Gilt
fiir alle n Ay, = 1, dann heifit {f,} Orthonormalsystem.

15.3 Definition und einfache Eigenschaften

Definition 15.2: Eine unendliche Reihe der - Form
%ao + 302 1 ancosnt + by sinnt,an, by € R bzw. >0 cne'™ co =

%ao, Cn = %(an —ibp),Ccon = %(an —ibp) heift trigonometrische Reihe.

Definition 15.3: Sei f(z) periodische mit Periode 27 in [—m, 7] und
(wenigstens) uneigentlich R.-integrierbar. Fourier-Reihe von f(z) heifit
1ag 4+ 302, ancosna + bpsinnz mit an = L [ f(x) cosna dz, und
by, = % J7 .. f(@) sinnx de. Man schreibt f(z) ~ %ao +>°0° | an cosnz+
b, sin nx.

Satz 15.1: Ist f(z) in [a, b] wenigstens uneigentlich absolut integrier-
bar, dann gilt limy,—o /; f(z)cosprdr = limp—oo ]; f(z)sinpzdz =
0.

Satz 15.2 (Lokalisationsprinzip): Konvergenz oder Divergenz der
Fourier-Reihe in einem Punkt z¢ hdngt vom Verhalten der Funktion in
einer beliebig kleinen Umgebung ab.

Satz 15.3 (Kriterium von Dini): Die Fourier-Reihe einer Funktion
f(x) konvergiert in einem Punkt xg, wenn fiir ein gewisses h > 0 das
Integral foh %|f(z0 +1t)+ f(zo —t) — f(zo +0) — f(zo — 0)|dt existiert.

Satz 15.4: Die Fourier-Reihe einer Funktion f(x) konvergiert in ei-
nem Stetigkeitspunkt zg, wenn f(z) in einer Umgebung von zg einer

Lipschitz-Bedingung geniigt: |f(zo +t) — f(zo — t)| < L|t|*, a € (0,1],
L, « konstant (Hélder-Bedingung).
Satz 15.5: Existiert fiir eine Funktion der Periode 27 die k-te Ab-

leitung f(*)(z) und ist diese in [—m, 7] von endlicher Schwankung, so
gilt fiir die Fourier-Koeffizienten von f: |an| < :ﬁ und |by| < ﬂvﬁ,
n=1,2,..., wobei V} die Totalvariation von f*)(z) in [—m, 7] bezeich-
ne.

Satz 15.6 (Bessel’sche Ungleichung): Sei f? integrierbar auf
[—m, 7], dann gilt die Bessel’sche Ungleichung %a% + Z;-V:I(a? + b?) <
%ffw f2(x)dx.

Satz 15.7 (WeierstraBB’scher Approximationssatz): Ist f(z) in
[—m, 7] stetig und gilt f(7w) = f(—mn), so gibt es zu jedem & > 0 ein tri-
gonometrisches Polynom T}, (z) = 50+ Yo —1 Otm COSMT + B sin ma,
so dass gleichmiBig fiir alle z € [—m, 7] gilt | f(z) — Th(z)| < e.

Satz 15.8 (Parseval’sche Ungleichung): Fiir jede quadratisch in-
tegrierbar Funktion f(z) gilt limy,— oo f_ﬂyﬁ(f(z) — sp(z))%dz = 0,

L7 f(x)de = Lad + POy a? + b?.

Satz 15.9: Sei f(x) absolut integrierbar mit f(z)
Y i2iajcosjr + bjsinjz, dann gilt Jofdt =
Y521 a5 Jy cosjtdt+b; [ sinatdt.

Satz 15.10: Sei f(x) auf [, 7] stetig und stiickweise differenzierbar
mit f(7) = f(—m) und f’ sei absolut integrierbar, dann gilt: Die Fourier-
Reihe von f’ erhilt man durch gliedweises Differenzieren, dabei ist die
Konvergenz der Fourier-Reihe von f/(x) nicht gesichert.

~ %ao +
x 1
fO §a0dt —+

16 Der Hilbert-Raum

Definition 16.1: Sei X ein komplexer Vektorraum und es gebe eine
Funktion (-,-): X x X — C mit folgenden Eigenschaften:

1.V € X\ {o}: (z,2) >0
2.Vz,y,z € XY\, p € C: Az + py, z) = Xz, 2) + uly, z)
3. Vz,y € X : (z,y) = (y,x).
Dann heift (-,-) Skalarprodukt iiber X.

Satz 16.1: Jeder Vektorraum mit dem Skalarprodukt ist ein normier-
ter Raum mit ||z|| = \/(z,2) und es gilt die Schwarz’sche Ungleichung
Va,y € X < [(z,y)| < [ll| - [lyll.

Definition 16.2: Ein reeller oder komplexer Vektorraum mit Skalar-
produkt heifit vollstdndig, wenn jede Folge von Elementen, die Cauchy-
Folge (auch: Elementarfolge) ist, in der durch das Skalarprodukt gegebe-
nen Norm, gegen ein Element des Raumes konvergiert. Ein vollstdndiger
reeller oder komplexer Raum mit Skalarprodukt heifit Hilbert-Raum.

17 Der Hilbert-Raum der Fourier-

Reihen

Definition 17.1: Zwei Elemente z,y € H heiflen orthogonal, wenn
(z,y) = 0. Die Menge von Elementen {z, } heifit orthogonal, wenn gilt
(Tm, Tn), falls m # n ist. Gilt Vm,n : (m, Tn) = dmn, dann heilt (zn)
Orthonormalfolge.

Satz 17.1: Sei (un)52, in H. Die Reihe
ool nin konvergiert genau dann in H (d. h.z € H : || Zﬁ:o Qnln —

Orthonormalfolge

z|| < e, falls k hinreichend groB), wenn (an)S2, € {2 =
{(x) : 0% o lon]? < oo}, Gilt in diesem Sinne @ = 3.5 opn, ¥y =
o 0 Bnun, dann ist (z,y) = 3> anfr und |z = (z,2) =
Do lan|?.
Definition 17.2: Sei x € H, dann heiflen die Zahlen v, = (z,un), n =
0,1,..., die Fourier-Koeffizienten von x bzgl. des Orthonormalsystems
(un)pLo-

Satz 17.2: Fiir jedes x € H gilt Z;‘io vju; ist konvergent in H mit
vj = (@, u;), wobei (uj-);?';o ein Orthonormalsystem sei. Weiterhin gilt
2l = 32520 19 1? = llz = 32526 vjusll* > 0.

Definition 17.3: Sei (un)S2 ein Orthonormalsystem in H, (un)52
heilt vollstandig, wenn aus (z,u;) =0, 7 =0,1,..., folgt = = o.

Satz 17.3: Sei (un)$2, vollstindig, dann gilt V2 € H : z =
Z;?io vjuj, ¥ = {z,u;) und die Bessel'sche Gleichung |z||? =
Y520 sl

Definition 17.4: Ein Hilbert-Raum heifit separabel, wenn eine
abzihlbar unendliche Menge von Elementen ()52, z; € H existiert,
so dass diese Menge dicht in H ist, d. h. Vo € H,e > 035 : ||l — x| <e.



Satz 17.4 (Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren): In je-
dem separablen Hilbert-Raum gibt es ein vollstdndiges Orthonormal-
system.

18 Gewohnliche Differentialglei-

chungen

18.1 Vorbemerkungen

Definition 18.1: Eine gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ord-
nung, n € NT, ist eine Gleichung der Form F(z,y,vy/,... ,y(")) =0
y(z) heifit Losung (auch: Integral), wenn auf einem gewissen Intervall
[a, ] die Funktionen y(z),y’(z), ..., y(") (x) existieren und eingesetzt in
die Gleichung F' = 0 diese Gleichung identisch erfiillt wird. Eine Diffe-
rentialgleichung heiflt explizit, falls diese nach der hochsten Ableitung
aufgelost ist.

18.2 Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis

Definition 18.2: Ein normierter Raum M heifit vollstindig, wenn
jede Cauchy-Folge von Elementen aus M einen Grenzwert in M besitzt.
Einen vollstdndig normierten Raum nennt man Banach-Raum.

Definition 18.3: E und F seien normierte Rdume und 7:D C £ —
F' eine Funktion. Man nennt 7" auch Operator. T heifit linear, wenn
Vz,y € DVA, p € K: T(Az + py) = AT(2) + uT'(y). T heiit stetig in
z0 € D, wenn gilt , — z0,2n € D,T(zn) — T(z0). T geniigt einer
Lipschitz-Bedingung, wenn gilt Vo,y € D : ||[Tx — Ty|lr < L||z — y| &,
L € R fest.

Satz 18.1 (Banach’scher Fixpunktsatz): Es sei D # @ abgeschlos-
sene Teilmenge eines Banach-Raumes. T sei ein auf D erklarter Ope-
rator, der D in sich abbildet, d. h. TD C D. Weiter gelte Vz,y € D :
Tz —Ty| < kllz—yl,k < 1. Dann existiert genau ein Fixpunkt Z € D,
Tz = %. Es gilt || — zn|| <
xg € D.

T llzr —zol, n =0,1,..., znt1 = Tan,

18.3 Explizite
Ordnung

Differentialgleichungen 1.

Satz 18.2: Das Anfangswertproblem 3y’ = f(z,9),§ < z < a+
&,y(€§) = n,a # 0 hat bei beliebig wihlbarem 7 genau eine Lésung in
S:¢é¢<z<€+a, —oco<y< oo, falls gilt Ve € S 1 |f(z,y) — f(z,y1)| <
Lly - y1|7 L 2 0

18.4 Spezielle Typen linearer Differential-
gleichungen 1. Ordung

Satz 18.3: Sei yg ein innerer Punkt von I, g(yo) # 0, dann gibt es ei-
ne eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblem v’ = f(z)g(y),
y(zo) = yo, zo € Iz, in einer Umgebung von zo (falls zp ein Rand-
punkt, dann ist ist diese Umgebung einseitig). Die Losung ergibt sich

aus yyo g‘ﬁ) f (t)dt durch Auflésung nach y.

Satz 18.4: Ist f( ) in I und g(y) in Iy stetig, zo € Iz, yo € Iy,
g(yo) = 0 und g(y) # 0 fiir yo <y < e+ yo (¢ > 0) und divergiert das
yo+e _dt
Yo

Integral so gibt es keine Losung des Anfangswertproblem

t b
yo = y(zo), die i(vzjn oben“ in die Gerade y = yo miindet. Ist g(y) # 0,
yo — € < y < yo und divergiert Iyo - g(t), dann gibt es keine Losung,
die in die Gerade y = yo ,,von unten“ einmiindet.

Beispiel(e): 1. y'(z) = f(ax + by + ¢), a,b,c € R, v(z) = ax + by + ¢,
V(@) = a+ by (z) = a+ bf(v)

2.9 = f(¥),v(2) = L,y =av,y = vav' = f() L)

= f(v), 0" =
(Z

= f(EERES) Adet (27) # 0, (22)(5) = (Z5) hat elndeutlg
bestimmte Lésung zo,y0, T = = — %0,¥ = ¥ — Yo, % = f( g;:ig%) z£0
b
JOEERE) = o()
18.5 Die lineare Differentialgleichung 1.
Ordnung

Definition 18.4: Seien g, h stetig in I = [a,b], dann heiit y/(z) +
g(z)y = h(z) lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Im Falle h = 0
in [a, b] spricht man von der homogenen linearen Differentialgleichung 1.
Ordung, andernfalls von inhomogener linearer Differentialgleichung.
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Satz 18.5: Das Anfangswertproblem y’ + g(z)y h(z),y(xo) =
yo,zo € I, hat bei obigen Voraussetzung fiir jedes beliebige yo € R
eine eindeutig bestimmte Losung: y(z) = e~ @) (yo + fzzo h(t)eG® dr),
G(z) = [2 g(t)dt

Beispiel(e, die sich darauf transformieren lassen): 1. Bernoulli’sche Dif-
ferentialgleichung: v’ + g(z)y + h(z)y* = 0, g, h stetig, alpha # 1; Sub-
stitution z(z) = y1~(x)

2. Riccati’sche Differentialgleichung: 3y’ + g(x)y + h(z)y? = k(z), g, h, k
stetig; falls man eine Losung yi(x) kennt, dann wird transformiert
y(@) = y1(2) + 555y, 7 — (9(2) + 2y1h(2))z — h(z) = 0

18.6 Exakte Differentialgleichung

Definition 18.5: Eine Differentialgleichung der Form g(z,y)dz +
h(z,y)dy = 0, g,h stetig in einem Gebiet G C R2?, heifit exakte Dif-
ferentialgleichung, wenn eine Funktion F(z,y) in G existiert, so dass
Fr = g(z,y), Fy = h(z,y) in G gilt. F heiit Stammfunktion.

Satz 18.6: Seien g,h im Gebiet G C R? stetig, dann ist y(z) ge-
nau dann eine Losung der exakten Differentialgleichung g(z,y)dz +
h(z,y)dy = 0, wenn F(z,y(z)) = konst. gilt.

Satz 18.7: Sei G C R einfach zusammenhingend, g, h € C}(G), dann
existiert eine Stammfunktion F(z,y), wenn gilt g, = h, in G. Es gilt

f(zo’yy)o) g(x1,y1)dz1 + h(z1,y1)dy1, wobei (zo,y0) € G fest
und dle Integration lings eines beliebigen (xo,yo) mit (x,y) verbinden-
den Weges in G verlauft.

18.7 Implizite Differentialgleichung 1. Ord-
nung

Definition 18.6: Ist F(xo, Yo, 20) 0 und hat die Gleichung
F(z,y,p) = 0 in einer e-Umgebung U: (o, yo, 20) € R? eine Auflésung
y f(z,y) mit stetigem f und (z,y) € U:(xo,y0,20), so heift
(z0, Y0, 20) ein regulires Linienelement. Alle anderen Punkte heiflen sin-
guldr. Eine Losung der impliziten Differentialgleichung F(z,y,y’) = 0
heifit regulire Losung, wenn alle Linienelemente (z,y,y’) reguldr sind.
Singuldr heiflt eine Losung, wenn alle Linienelemente singulér sind.

Satz 18.8: Es gebe eine Umgebung U von (zo,yo0,20), so dass
F(z,y,z) und F(z,y,2) in U stetige Funktionen sind und weiterhin
gilt: F(zo,y0,20) = 0 und F(zo,y0,20) # 0, dann ist (zo,yo,20) ein
reguldres Linienelement.

Beispiel(e impliziter Differentialgleichung, die geschlossen Iésbar sind):
Grundgedanke: y’ wird als Parameter p benutzt, z = z(p), y = y(p),
W= y=pi
p "Typ: @ = gy'), y = [ pé dp = [ pg dp
2. Typ: y = 9(v), y = 9(p), a(p) = [& dp — [§ydp = [§,dp und
y=g9(0), falls 0 € I
3. Typ (Clairaut’sche Differentialgleichung): v = zy’ + g(v'), y(p)
zp+g(p), pt=g=dp+z+g, c+9=0,y(p) = —gp+ g(p); weiterhin
ist Losung y(z) = cz+g(c), wobei ¢ € R, Einhiillende der links stehenden
Kurvenschar
4. Typ (d’Alambert’sche Differentialgleichung): y = zf(y’) + 9(¥'), ¥ =

P, y*a:f—f—:tf—l—g, ist p=f, dannlstx*—g/f fallsf;éo ist p # f,
zf+g

dann ist © = , falls f # p; zusédtzlich ist y = cx + d Losung fur
¢, d € R beliebig, falls f(c) = c gilt, d = g(c).

18.8 Differentialgleichungssysteme 1. Ord-
nung und Differentialgleichungen n-ter
Ordnung

Definition 18.7: Das Gleichungssystem y; = fi(z,91,...,¥n), © =
1,...,n, heifit Differentialgleichungssystem 1. Ordnung. Die Funktionen
y1(x),...,yn(z) : I — R heiBen Losung, falls diese eingesetzt in das
System dieses identisch erfiillen.

Satz 18.9: Das Anfangswertproblem vy = f(z,y),y(zo) = yo € R"
ist immer eindeutig losbar, wenn f(z,y):G — R™ in G stetig ist und

I f(z,y) — f(z, DI < Llly — gl in G gilt.
Definition 18.8: Die Differentialgleichung y(">(x) =
S,y ys ..y ) neNT, .G CR"™! - R, G=1xB,BCR",

heif3t explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung;
Lésung, wenn y(z), vy’ (z), .. .
diese identisch erfiillt.

y(z): I — R heiit
,y(") eingesetzt in die Differentialgleichung



18.8.1 Lineare
Ordnung
Satz 18.10: A(x), b(x) seien stetig in I = [a, b] (d. h. simtliche Kom-

ponenten sind stetig in I), o € I, yo € R™, dann hat das Anfangswert-
problem y’ = Ay + b, y(z0) = yo, genau eine Losung in ganz I.

Differentialgleichungssysteme 1.

Satz 18.11: Sei A stetig in I, dann bildern siamtliche Losungen des
homogenen Differentialgleichungsystems y’ = A(z)y einen Vektorraum.

Definition 18.9: Seien y1, ..., yr Losungen des homogenen Differen-
tialgleichungsystems 1. Ordnung, vy’ = A(z)y, dann heiflen y1, ..., yx li-
near unabhéngig, wenn aus Z?Zl ajy; =ofolgt 1 = =... =y =
0. Andernfalls heiflen y1,...,yx linear abhéngig. Die maximale Anzahl
linear unabhéngiger Losungen heifit Dimension des Losungsraumes.

Definition 18.10: Die n linear unabhéngigen Lésungen des Systems

! A(z)y heiBen Fundamentalsystem des Differentialgleichungssys-

Y
tems.

Definition 18.11: Sind y1, ...,y Lésungen von y' = A(z)y, so heifit
det(y1 y2-.-yn) = W(y1 .. .yn) Wronski-Determinante von yi, ..., y2.

Satz 18.12: Seien y1,¥2,...,yn Losungen des Differentialgleichungs-
systems y’ = A(x)y, wobei A(z) stetig in I = [a, b] ist. Dann gilt:

1. Wyry2...yn) =01in I oder Vx € I : W # 0.

2. Y1,Y2,...,Yn ist genau dann ein Fundamentalsystem, wenn gilt
Veel:W(yiyz...yn) #0.

Satz 18.13: Das Anfangswertproblem v’ A(z)y + b, y(xo)
yo € R™ hat genau eine Losung, A, b stetig in I. Es gilt y(z)
(.xl :1v2 L Tn)Yo + [fo (1 x2 ... 2n)Adz, Wwobei ac; = Azxj, zj(x0) = ej,
ji=1,...,n.

Satz 18.14: Das Differentialgleichungssystem y’ = Ay, wobei A eine
reellwertige konstante (n,n)-Matrix ist, hat die u. U. komplexwertigen
Losungen y; = cjeAJ'z, j=1,...,k <n, \; sind die Eigenwerte und c;
die Eigenvektoren von Ac; = \jc;. Die Losungen y; sind genau dann
linear unabhéngig, wenn die c; linear unabhéngig sind.

Satz 18.15: Das Differentialgleichungssystem y’ = Ay habe eine kon-
stante (n,n)-Matrix. A habe ¢ voneinander verschiedene reelle Eigen-
werte A1,...,Aq und 2p voneinander verschiedene nichtreelle Eigenwer-
.. ,/\q+p,m, .. ,E, dann sind y; = Cje)‘jz,j =1,...,q,
und y; = §R(cje>‘jz),yj+p = %(c]-e)‘jx),j =q+1,...,9+ p, linear un-
abhéingig Losungen von y' = Ay.

Satz 18.16: Ist A eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms det(A — AE) = 0, dann gibt es k linear unabhingige Losungen
von y = Ay. Es gilt y;(z) = pi(x)e’®,i 0,...,k — 1, wobei jede
Komponente von p;(z) ein Polynom in z ist, welches héchstens vom
Grade 7 ist. Somit erhilt man, wenn dies fiir jeden Eigenwert ausgefiihrt
wird — im komplexen Fall sind Real- und Imaginérteil zu nehmen — ein
Fundamentalsystem.

te Ag41,-

18.8.2 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ord-
nung

Lly) = y™ (@) + an-1(@)y™ (@) + ... + ao(@)y(z) = b(z),« € [a,}]
Satz 18.17: Sind die Koeffizienten a;(x),7 = 0,...,n — 1, und b(z)
stetig in [a, b], dann hat das AnfangswertproblemL[y] = b(x), (V) (zo) =
yi, i =0,...,mn—1,20 € [a,b] = I in I genau eine Lésung. Diese Losung
existiert in ganz I.
Satz 18.18: Die Dimension des Losungsraums der Losungen von
Lly] =0 ist n.

Definition 18.12: Seien yi(z),...,yn(z) Losungen von L[y] = 0.

Dann heif3t
y1(z) yn(z)
det : . =Wy - yn)
(@) v (@)

Wronski-Determinante.

Satz 18.19: Seien y1(z),. .., yn(x) Losungen von Lly] = 0 in I, wobei
ai(z),i=0,...,n — 1, stetig seien. Dann gilt:
1. W(yr ... yn) =0o0derVz € I : W(y1(x) ... yn(x)) #0,
2. Y1,...,Yn ist genau dann linear unabhéingig, wenn W(y1 ... yn) # 0

fir alle z € I gilt.
Entsprechend wird Fundamentalsystem definiert: yi(z),...,yn(z) sei-
en n linear unabhingige Losungen von L[y] 0, dann heifit
y1(x),...,yn(x) Fundamentalsystem von L[y] = 0.

Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten

Llyl = 4™ (x) + an—

1w V(@) + ...+ agy(a) = 0
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Satz 18.20: Ist A eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Poly-
nomes A" + an,_1A" " + ... + ag, so erhilt man k linear unabhingige
Losungen e*® xzer®, ... zF~1eA® wobei im Fall A = o + i8,8 # 0,
sich diese k linear unabhéngigen Losungen durch Bilden von Real- und
Imaginérteil ergeben.

18.9 Rand- und Eigenwertprobleme

18.9.1 Randwertprobleme

Randbedingungen zu L{y(z)] = y"” + a1y’ + aoy = b(z), = € [a,b] =1
L. Art: y(a) = y1, y(b) = v2

2. Art: y'(a) = 51, v/ (b) = 93’

3. Art (Sturm’sche Randbedingungen): a1y(a) + a2y’ (a) = ya, B1y(b) +
B2y’ (b) = 2, 1,2, B1,82 €ER, a2 + a2 >0, 2+ 52 >0

Lyl = (p(2)y")" + q(2)y = g(z)

Definition 18.13: Das Randwertproblem L[y(z)] = (p(z)y’) +
g(z)y = g(x) in I mit Ri[y] = ¥1, Rz[y] = y2 heiBt Sturm’sches Rand-
wertproblem. Das zugehorige Problem L[y] = 0, Ri[y] = 0, R2[y] = 0
heifit homogenes Sturm’sches Randwertproblem.

Bemerkung: Die Losungen des homogenen Sturm’schen Randwertpro-
blems bilden einen Vektorraum. Die Dimension dieses Losungsraumes
ist 1 oder 0. Das inhomogene Sturm’sche Randwertproblem ist entweder
nicht lésbar oder aber die Losungen sind von der Form y = y, + v;,
yp, sei allgemeine Losung des homogene Sturm’schen Randwertproblems
und y; eine spezielle Losung des inhomogenen Sturm’schen Randwert-
problems.

Satz 18.21: Ist y1(z),y2(z) ein Fundamentalsystem von L{y(z)]
0, dann ist das inhomogene Sturm’sche Randwertproblem genau dann
. Ri(y1) Ri(y2)
loésbar, wenn det <R2(y1) Ra(y2)
Sturm’sche Randwertproblem besitzt dann nur die triviale Lésung, d. h.
das inhomogene Sturm’sche Randwertproblem ist eindeutig losbar.

Definition 18.14: Das Quadrate I X I werde in zwei Dreiecke
I, Iy wie folgt zerlegt: I1 = {(z,y) €R?:a<y<az<b}, I =
{(x,y) eR?:a<z<y< b}. Die Funktion h(z,y) heifit Grundlésung
von L[y(z)] = 0, wenn folgendes gilt:

) # 0. Das zugehorige homogene

1. h(z,y) ist stetig in I x I (2D-stetig)

2. in Iy, I existieren hg, hy (auf = y einseitige Ableitungen)
3. bei festem yo € I gilt L{h(z,y0)] =0,  # yo

4. hy(x+0,2) — hg(z —0,z) = ﬁ a<z<b

Satz 18.22: Ist p € C1(I), ¢,g € C°(I), dann existiert immer eine
Grundlésung.

Satz 18.23: Ist h(z,y) eine Grundlésung von L[y] = 0, dann ist
y(z) = f; h(z,y)g(y)dy eine Lésung von Lly] = g(z),x € I.

Definition 18.15: G(z,y) heilt Green’sche Funktion der Randwert-
aufgabe Lly] = 0, Ri[y] = 0, Ra[y] = 0, falls gilt:

1. G(z,y) ist Grundlésung von L[y] =0
2. Vy € (a,b) : R1[G] = a1G(a,y) + azp(a)G’(a,y) = 0, Vy € (a,b) :
RQ[G} = /BlG(bv y) + ﬁgp(b)G,(b, y) =0.

Satz 18.24: Es gibt genau dann eine Green’sche Funktion der homo-
genen Sturm’schen Randwertaufgabe L[y] = 0, Ri[y] = 0, Ra[y] = 0,
wenn diese nur die triviale Losung hat. Gilt Vz,y € I X I : G(z,y) =
G(y,z) und ist G eindeutig bestimmt, dann gilt fiir die Lésung von

Lly] = g(=), Rily] = Ra[y] = 0 die Gleichung y(x) = [, G(,)g(y)dy.
Bemerkung: Die Green’sche Funktion kann auch direkt konstruiert
werden.

b
G(z,y) =
(@) b.

18.9.2 Das Sturm-Liouville’sche Eigenwertproblem

Lly] = (p(2)y' (2))' + q(2)y(@),p, ¢, € CO(I)

Definition 18.16: A € R heifit Eigenwert des Sturm-Liouville’schen
Eigenwertproblems, wenn es eine nichttriviale Lésung y(z) des Problems
L[yl + Ar(z)y = 0 in I gibt mit Ri[y] = Ra[y] = 0. Dieses y(z) heift
Eigenfunktion. Die Anzahl der linear unabhingigen Eigenfunktionen zu
einem Eigenwert A heifit Vielfachheit des Eigenwertes. Gibt es nur eine
linear unabhingige Eigenfunktion, dann sagt man, dass der Eigenwert
einfach ist.

Satz 18.25: Das Sturm-Liouville’sche Eigenwertproblem hat, falls
p € CY(I), q,7 € CO(I), p(x) > 0, r(z) > 0, unendliche viele einfache
Eigenwerte \g < A1 < ... < A\, fiir n — oo. Die zu A\, gehorige Ei-
genfunktion hat in (a,b) genau n Nullstellen. Zwischen zwei Nullstellen



von Yy, liegt immer genau eine Nullstelle von y,41. Die Eigenfunktio-
nen bilden ein Orthogonalsystem und kénnen normiert werden, d. h.

ff (@) yn (@) ym (2)dz = Spm. Ist f € CY(I), R1[f] = 0 = Ra[f], dann

gilt f(z) = Y7L anyn(x) mit ay, = f: f(@)r(z)yn(x)dz,n € N, wobei
die Reihe absolut und gleichméfig konvergiert.

19 Das Lebesgue’sche Integral
19.1 Das Mafl

Bemerkung: Erweiterung von R = U {400, —oo}
Rechenregeln fiir —oo < a < 4o00:
(—o0)+a=a+ (—00) = —0c0
00 —a=—a+ (+o00) =0

a>0:a-(+00) =00,a-(—00) = —00
a=0:a-(+00)=0=a-(—o0)
a<0:a-(+00) =—00,a-(—00) =400

400 + (+00) = 400, (—0) + (—0) = —c0
(+00) - (+00) = +00 = (~00) + (—00)

(+00) - (—00) = —00 = (~00) - (+00)
Wichtig: (+00) + (—o0) n. d. und %5 n. d.
R ist kein Korper.

Satz 19.1: I,J € F, = {I1 X Iz X ... X I, : Ipeindim. Intervall},
dann gilt: 1. (INJ) € Fy 2. I\ J =Uj}_, Jj, wobei gilt J; N J;
@,i # j, J; € Fyn 3. Ujeadi = UjepJi» Jj € Fn, A, B sind
héchstens abzéhlbar, J; € Fp, Ji N jj =2, #j.

Definition 19.1: Ein nichtleeres Mengensystem S C P(X) von Teil-
mengen iiber einer Grundmenge X heifit Algebra, falls gilt:
1.AeS=> A =(X\A)esS 2.A,BeS=(AUB)eS
3. A1, As,... € S5, A; ﬂAj =0,i#j=> (Ufil A;) € S, dann heifit S
o-Algebra.

Satz 19.2: Jede offene Menge O C R” kann wie folgt dargestellt wer-
den: O = {J;cqIj, A eine abzéhlbare Indexmenge und 4,j € A,i #
5, 1;N1; =2,1; CO,I; € Fp.

Satz 19.3: Eine Algebra S C P(X) enthélt die leere Menge &, X und
esgilt A, BeS=(ANB) e S, (AUB) € S.Ist S eine o-Algebra, so
gilt: A1, Ag,... € S => (Uzoil AZ) €S, (nfil AZ) es.

Definition 19.2: Die bzgl. Inklusion kleinste o-Algebra, die die of-
fenen achsenparallelen Quader des R™ enthilt, heifit o-Algebra B, der
Borelmengen des R™.

Satz 19.4: Die o-Algebra B,, der Borelmengen ist auch kleinste o-
Algebra iiber

1. der Gesamtheit der Quader {a; < z; <bj:j=1,...,n},
2. Gesamtheit der offenen Mengen,
3. Gesamtheit der abgeschlossenen Mengen.

Bemerkung: Nach Satz 19.4 gehoren alle offenen und alle abgeschlos-
senen Mengen des R™ zur o-Algebra, sind also Borelmengen.

Definition 19.3: Sei A C R", dann heiit A(A) mit A(A)
inf {ZZ il ACUjep 1y I € Fn} das duflere Lebesgue’sche Maf} von
A. Dabei sind I; € Fy, |I;| das Elementarmaf, B darf hchstens abzihl-
bar sein.

Satz 19.5 (Eigenschaften des dufleren Lebesgue-Mafles): A, B €
R™, A(A) sei das duBere Lebesgue-Ma8B, |A|;, |A|q das innere bzw. duflere
Riemann-Maf (nur wenn A beschrinkt):

1. 0< A(A) < 400
2. AC B = A\A) <A(B)

3. {A;} sei abzéhlbare Menge des R™, dann gilt A(U A;) < 3°; A(A;),
o-Additivitat

A C R™, A sei beschrinkt, dann |A|; < A(A) < |Ala

4.

5. A(A) ist invariant bei Bewegung

Definition 19.4: A C R", A heifit Menge vom Lebesgue-Maf3 Null,
wenn A(A) = 0. Gilt eine Aussage bis auf eine Menge vom Mafl Null,
dann sagen wir, die Aussage gilt fast iiberall (f. ii.).

Definition 19.5: A C R"™ heifit Lebesgue-messbar genau dann, wenn
gilt VE CR™ : M(E) = A(ENA)+ A(ENA’). In diesem Falle heifit A(A)
das Lebesgue-Mafl von A.

Satz 19.6: Das Mengensystem L, aller Lebesgue-messbaren Mengen
des R™ ist eine o-Algebra, die die im Riemann-Jordan’schen Sinne mess-
baren enthélt.

Bemerkung: Eigenschaften von Mengen aus £,

1. A1, Ag,...€Ln, AiNA; =3,i #7, )\(U]‘?il Aj) = Z;";l A(Aj)
2. A,B € Lp,\(B) <o00,BCA, \N(A\ B) =XA) —X(B)

3. AB€ Ly, N(ANB) <00, \(AUB) =AA)+X(B) —X(ANB)
4. A; €Ln, A1 CA2C .. /\(U;”;1 Aj) =1limj_ o0 A(A4;)

5. Aj € Ln, A1 D A2 D ..., )\(ﬂj‘?il Aj) =limj_ o0 A(A;)

Satz 19.7: Jede offene und jede abgeschlossene Menge gehort zu Ly,

Satz 19.8: Fiir jede beliebige Menge M C R™ gilt A(M)
infoop {A(O) : O O M, Osei offen}, eine beliebige Menge M C R™ ist
genau dann messbar, wenn zu jedem & > 0 eine offene Menge O exis-
tiert, so dass A(O: \ M) < e.

19.2 Das Lebesgue’sche Integral im R"

Definition 19.6: Jede beliebige Zerlegung Z = (A;)$2, von B C
R™, B € Ly, in paarweise disjunkte abzdhlbar unendlich viele messbare
Teilmengen A; heilt Zerlegung von B. A; € Ln, A;NA; = i # j,
B = 72, A;. Die Mengen aller moglichen Zerlegungen von B werde
mit 35 bezeichnet.

Definition 19.7: Sei B C R®, B € £,, und f eine Funktion f: B — R,
Z = (A2, € 3p. Dann heiit o(Z, f,&) = Y72, f(&)A(A),Vi :
& € Ay, Zwischensumme von f bei &, s(Z, f) = > 72, miA(As), m; =
infyea, f(z), Untersumme von f bei der Zerlegung Z, S(Z,f) =

21 MiN(Ay), M; = SUP,e a, f(x), Obersumme von f bei der Zerle-
gung Z.

Definition 19.8: B — R, B C R", B € L, erfiillt die
AC-Eigenschaft genau dann, wenn 3Zp € 3p S(Zo, |f])
Y2y MiA(A;) < oo, M; = supyea, f(x), Zo € (Ai)§2;.

Definition 19.9: B C R, B € L,, f:B — R, f erfiille die AC-
Eigenschaft. Dann heift J« = [ fdz = supze3,, z<z, 5(Z, f) unteres
Lebesgue-Integral von f iiber B, J* = fo dz =infzes 5 z<2, 8(Z, f)
oberes Lebesgue-Integral von f iiber B. f heifit genau dann Lebesgue-
integrierbar iiber B, wenn gilt [ ofdz = fofde = [ fdz. Im Falle
der Konvergenz heifit dies Lebesgue-Integral von f iiber B. Die Menge
aller Funktionen f: B — R, die ein Lebesgue-Integral besitzen, wird mit
L(B) bezeichnet.

Bemerkung: Einige Eigenschaften von L(B):
fELB)&Ve>0:3Z2€3p:5Z,f)—s(Z,f)<e
f,9 € L(B), f < g auf B, dann [ f(z)dz < [5 g(z)dx
f=gf i auf B, feL(B),sogeL(B),[gf(x)dz= [gg(zx)ds
fe€LB)=A{z: f(x) =+00})=0
f.g € L(B), o, € R, dann (af + Bg) € L(B)
f € L(B), f+ = max(f,0), f~ = min(f,0)

Satz 19.9: Sei B eine beschrinkte und im Riemann-Jordan’schen
Sinne messbare Menge. Dann ist f: B — R sicher dann Lebesgue-

integrierbar, wenn f Riemann-integrierbar ist. Beide Integrale haben
den selben Wert.

Definition 19.10: B € L., f: B — R heifit messbar auf B genau
dann, wenn gilt Voo € R : {z: z € B, f(z) > a} € Ly. Die Menge der
auf B messbaren Funktionen sei M(B).

Satz 19.10: f € M(g) genau dann, wenn fiir alle o« € R gilt
1. {z:z € B, f(z) < a} € L, oder
2. {z:z € B, f(z) > a} € Ly oder
3. {z:z€ B, f(z) <a} € Ly.
Bemerkung: Eigenschaften messbarer Funktionen:
1. B € L, dann ist jede auf B stetige Funktion messbar
2. feM(B),f=gt i auf B, dann g € M(B)
3. feM(B),ACB,Ac L, feM(A)
4. By € Ln,Up2; Bx =B € Ln,Vk: f € M(By), dann f € M(B)
5. Sei fp: B — R, f € M(B), dann
H(z) = limsupy_, o, fr(z) € M(B),
Fl(x) =infr o0 fk(x) € M(B)a
Hy(z) = supy,_, o fr(z) € M(B).

Definition 19.11: Die Funktion x5:R” — R, xp(z)

A S

1
0

r € B

{ sonst
heifit charakterische Funktion von B.
Definition 19.12: f:B C R" — R heifit Treppenfunktion, wenn
W(F) = {o1,002,...:a; ER}. f: B — R heiit Elementarfunktion,
wenn f Treppenfunktion, messbar und {z : z € B, f(x) # 0} beschréinkt.
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Satz 19.11: f: B — R, B C R", B sei messbar, f € M(B), dann gibt
es eine Folge von Elementarfunktionen fx(z) mit f(z) = limg_, o0 fx(2),
dabei gilt | fi ()] < |f ()]

Satz 19.12: BCR", B € Ly, f,g € M(B),dann gilt VA € R: (A\f) €
M(B),(f -g) € M(B),(f +g) € M(B), falls die Summe definiert ist.

Falls f # 0 auf B, dann ist auch % € M(B).

Satz 19.13: B C R™, B € Ly, f:B — [0,00], f € M(B), gilt dann
J* = J, falls J. < oo, so folgt f € L(B).

Satz 19.14: B C R", B € L,, f:B — R ist genau dann iiber B
Lebesgue-integrierbar, wenn f € M(B) und J«(|f|) < oo.

Satz 19.15 (Satz von Beppo Levi): Sei B € Ly, fr: B — [0,00],
Vk i fit1 > fe,fr € L(B). Dann gilt limy_o [ fi(x)dz < oo,
so ist limy_,o0 [5 fr(z)dz = [p(limp_.oo fi(z))dz = [5 foo(x)dz mit
foo(x) = limg— oo fi ().

Satz 19.16: B € Ly, fr: B — [0,00], fr € L(B). Dann gilt S(z) =
limp oo D% _; fr(x) € M(B). Gilt weiterhin >0 _, fi(x)dz < co, dann
ist IB S(z)dr = fB(limpHOo 27,;:1 Jr(x))de =302, fB fr(z)dz.

Satz 19.17: f;, € L(B), fx: B — R, k = 1,2,..., fi seien monoton
in k (wachsend oder fallend), dann gilt foo(2) = limg_ o0 fr(z) € L(B)
und [ foo(x)dz = limy_ o [ fr(z)dx.

Satz 19.18 (Satz von der majorisierenden Konvergenz): B €
Ln, fr:B — R, fr € M(B), Vk : |fi(x)] < g(2) f. i. auf B, g € L(B),
foo(xz) = limg_ oo fr(z) existiere f. . auf B, dann gilt foo(z) €

L(B): fB foo(:v)dz =limg_ oo fB fk(w)dm

Satz 19.19: Sei B C R"™ beschriankt und besitze ein Riemann-Jordan-
MaB, f: B — R sei beschridnkt auf B, f € L(B). Dann ist f genau dann
tiber B Riemann-integrierbar, wenn f fast tiberall auf B stetig ist.

Definition 19.13: LP(B) = {f : | f|? € L(B)} heifit LP-Raum.
Satz 19.20 (Hélder’sche Ungleichung): Sei p,q > 1, f € LP(B),
1
g€ L9(B), 1+ =1, dann gilt [} |fgldo < ([, |£Pda) P (J |f19da)
Satz 19.21 (Minkowski’sche Ungleichung): Seip > 1, f,g € LP(B),
1 1 1
dann ([ |[f+glPdx)? < ([ |f[Pdx)? + ([ |g/Pdz)?, (f +g) € LP(B).

Bemerkung: 1. LP(B) ist Vektorraum iiber dem Korper der reellen
Zahlen.

1
2. LP(B) ist ein normierter Raum mit ||f|| = ([ |f|Pdz)?.

Satz 19.22: f;, € LP(B), ;’;1 [[fell < oo, dann gibt es ein foo €
LP(B), foo = limg_ o0 sk f. ii. auf B und mit s, = Z?:l fjist Ve >0
JK(e) : Vk > K(e) : || foo — skl < &

Satz 19.23: Jede Cauchy-Folge (fx) in LP(B) besitzt ein foo €
LP(B), gegen welches sie in LP(B) konvergiert.

Q=
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20 Funktionentheorie
20.1 Grundbegriffe

Definition 20.1: f: X C C — C heif}t stetig in zg € x, wenn fiir jede
Folge (zn), zn € X, 2n — 20, gilt f(zn) — f(20), also limp—oo f(2n)
f(z0).

Satz 20.1: Die Funktion f(z) = u(z) + iv(2) ist in zg € D(f) genau
dann stetig, wenn u und v dort stetig sind.

Definition 20.2: f: X C C — C,20 € X # ©,Uc(20) C X, [ heifit

0 f(zo+h})L—.f(zo) = f'(z0) = %

in zo differenzierbar, wenn limy,_, R

existiert.

Satz 20.2: Wenn f: X C C — C, f(2) = u(z) +iw(z) in zg € X
differenzierbar ist, dann sind u und v in zg partiell differenzierbar und
es gelten die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen ug(z0) =
Uy(zo)vuy(zo) = 7’01(20), f/(z)|z:zo = Uz + W = Vy + g

Satz 20.3: f = u + iv sei eine komplexe Funktion, f: X C C —
C,U:(20) C X, u und v seien in zp total differenzierbar und geniigen
den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen, dann ist f in zg dif-
ferenzierbar.

Definition 20.3: Eine Funktion, die in allen Punkten eines Gebie-
tes differenzierbar ist, heifit in diesem Gebiet analytisch (regulir). Eine
Funktion heifit in einem Punkt analytisch (regulédr), wenn diese Funk-
tion in einer Umgebung dieses Punktes (mit Einschluss dieses Punktes)
differenzierbar ist.

Definition 20.4: Eine Funktion v € C2?(G), G sei ein Gebiet der
Ebene, heit harmonische Funktion, falls Au = uzz + uyy = 0 in G.

Satz 20.4: Sei u in dem einfach zusammenhéngend beschrénkten
Gebiet G harmonisch, dann gibt es in G eine analytische Funktion
f(2) = u+ v, die bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist.

Definition 20.5 (Wirtinger-Kalkiil®): f: X C C — Y C C, f sei
in zg € X reell differenzierbar, d. éf)l die partiellen Ableitu%gen von u
und v mdgen existieren. Dann sei 2f = f, = %(fx —ify), {Té = fz=

Oz

20.2 Elementare Funktionen im Komplexen

v C - . co > . _ co (71)7122714»1 _
z € et = Y N5, sinz = Y, Gagnr T 08z =

o (=" . _ co L2n+1 _ o (227 iz
2inzo myr o Sinhz = 300 o gy coshiz = 3000 (o €7 =

cosz +isinz, e*le?2 = e?1122 (e?)! = e?

Die e-Funktion ist in {z =z + iy : —o0o <z < 00,0 < y < 27} bijektiv.
Das Bild ist C\ {0}. Damit existiert in C \ {0} eine Umkehrfunktion
logz =In|z| +iargz.

Allgemeine Potenzfunktion 2% = ea(log z+2kmi) #0,k € Z.

20.3 Integralrechung im Komplexen

Definition 20.6: Sei C eine rektifizierbare Kurve, f: X C C — C,
f =wu+iv, C C X, dann heiflt im Falle der Existenz [, f(z)dz =
Joudr —vdy +i [ udy + vde Kurvenintegral von f(z) langst C.

Satz 20.5 (Cauchy’scher Integralsatz): Sei f(z) in dem einfach zu-
sammenhingenden beschrinkten Gebiet G analytisch, dann gilt:

1. [, cf (2)dz = 0, fiir jede einfach geschlossene rektifizierbare Jordan-
kurve C, die in G liegt.

2. f;f f(2)dz, z1,z2 € G, ist unabhéingig von der die Punkte verbinden-
den Jordankurve.

Folgerung: 1. Ist f(z) in dem beschrénkten einfach zusammenhéngen-
den Gebiet G analytisch und in G stetig, dann gilt Joc f(z)dz =0, falls
O0G eine rektifizierbare Kurve ist.

2. Sei f(z) in den n-fach zusammenhingenden beschrankten Gebiet ana-
lytisch, dann gilt [ f(z)dz = Z?;ll ]CJ f(2)dz.

3. Ist f(z) in den einfach zusammenhingenden beschrinkten Gebiet G
analytisch, dann gibt es eine Funktion F'(z), so dass gilt F/(z) = f(z).

Satz 20.6 (Cauchy’sche Integralformel): Ist f(z) in dem n-fach zu-

sammenhingenden beschriankten Gebiet G analytisch und in G stetig,

2‘(_2 d¢, wobei 8G ei-
ne rektifizierbare Jordan-Kurve sei, die so durchlaufen wird, dass G zur
linken liegt.

so gilt fiir jeden Punkt z von G: f(z) = ﬁ Joc

Satz 20.7: Sei F(z) ein Cauchy-Integral, d. h. ein Parameterintegral

der Form F(z) = 5= [, g

rer Kurvenbogen sei (nicht notwendig geschlossen) und f auf C stetig

d¢, wobei C ein wenigstens rektifizierba-

3W. Wirtinger 1865 - 1945



ist. Dieses Parameterintegral ist fiir z ¢ C beliebig oft differenzierbar:
FW(z) =2 [ O qc.
2w JC

Satz 20.8: Ist f(2) in dem Gebiet G stetig und f;l f(¢)d¢ von Wege
unabhéngig, dann ist F(z) = fzzl f(¢)d¢ eine Stammfunktion zu f(z).
Satz 20.9: Eine Stammfunktion existiert, zu der im einfach zusam-

menhéngenden Gebiet G definierten Funktion f(z) genau dann, wenn f
analytisch ist.

Satz 20.10 (Satz von Morera): Ist f(z) in dem Gebiet G stetig und
J f(2)dz stets vom Wege unabhéngig, dann ist f(z) in G analytisch.

Satz 20.11 (Maximumprinzip): Sei f(z) analytisch in dem be-
schriankten Gebiet G und in G stetig. Dann wird das Maximum von
|f(2)] in keinem inneren Punkt von G angenommen, falls f nicht kon-
stant ist in G.

Satz 20.12 (Schwarz’sches Lemma): Sei f(z) in |z| < 1 analytisch
und in |z| < 1 noch stetig, f(0) = 0, |f(z)| < 1 fiir |z| < 1, dann gilt
[f(2)] < |2] in |2]| < 1. Das Gleichheitszeichen steht dabei fiir einen von
z = 0 verschiedenen Punkt genau dann, wenn f(z) = e*®z.

Satz 20.13 (Satz von Liouville): Ist f(z) in der gesamten Ebene
analytisch und beschrinkt, dann ist f(z) konstant.

Definition 20.7: Eine Funktionenfolge (fn(z)), fnitACC — C, A #
@, heiit auf A gleichméfig konvergent gegen f: A — C, wenn zu jedem
e > 0 ein n(e) existiert, so dass Vn > n(e)vVz € A : |fn(2) — f(2)] < e.
Eine Funktionenfolge (fr(z)) heifit auf A lokal gleichmé#Big konvergent
gegen f(z), wenn zu jedem zg € A eine Umgebung U.(z0) existiert, so
dass (fn(2)) in Ue(20) gleichmiBig gegen f(z) konvergiert.

Satz 20.14: (fn(2)), fn: A CC — C, A # &, A sei offen. Seien fn(z)
stetig auf A. Konvergiert (fn(2)) auf A lokal gleichmif8ig gegen die Funk-
tion f, dann ist auch f auf A stetig.

Sind alle fn(z) auf der Menge A stetig und konvergiert Y fn(z) auf A
lokal gleichméBig stetig, dann ist auch F'(z) = Y77 fn(2) auf A stetig.

Satz 20.15: Sei C eine rektifizierbare Kurve, die innerhalb einer of-
fenen Menge A liege. Auf A seien die Funktionen f;(z) stetig. Ist
E;’il fj(z) auf A lokal gleichmiBig konvergent, dann ist mit F(z) =
Y%, f5(2) nun o, Fz)dz = X2, [ f(2)d=.

Satz 20.16: Es seien f;(z) in einem Gebiet G séamtlich analytisch
und 37 f;(z) konvergiere in G lokal gleichméBig, dann gilt I'(z) =
3257 fj(2) ist in G ebenfalls analytisch und F) = >3 f;")(z), Wei-
terhin konvergiert diese Reihe ebenfalls lokal gleichméafig in G.

20.4 Potenzreihen

Satz 20.17: Konvergiert > >° jan(z — 2z0)" in z1, dann konvergiert
die Reihe auch fiir alle z mit |z — zo| < k|z1 — 20|, 0 < k < 1 gleichméBig.
Satz 20.18: Sei f(z) in einem Gebiet G analytisch, zo0 € G, dann
gibt es eine Potenzreihe Y 72 cu (2 — 20)", so dass diese fiir |z — zo| <
min¢ese |20 — ¢| konvergiert und es gilt dort f(z) = > 02 cv(z — 20)Y,
)
LTSS

Satz 20.19 (Identitiitssatz fiir Potenzreihen): Gegeben seien zwei
Potenzreihen f(z) = Y02 an(z2—20)", 9(2) = > or g bn(z—20)™ mit je-
weils positivem Konvergenzradius. Gilt dann f(z;) = g(z;) in unendlich
vielen Punkten z;, die gegen zg € G konvergieren, dann gilt f(z) = g(z).

Satz 20.20 (Identitéitssatz fiir analytische Funktionen): Sind zwei
analytische Funktionen in einem Gebiet G definiert und stimmen diese
iiberein in einer Punktfolge, die gegen einen inneren Punkt konvergiert,
dann sind diese analytischen Funktionen in G identisch.

Definition 20.8: Sei f(z) analytisch in zg und nicht konstant, f(z0) =
0. Dann gibt es eine Potenzreihe f(z) = >°7° ) an(z—20)™ mit positivem
Konvergenzradius. Ist ap = a1 = ... = any—1 = 0 und an, # 0, dann
sagen wir, dass f(z) in zo eine Nullstelle ng-ter Ordnung hat.

Definition 20.9: Ist f(z) in einem Gebiet G analytisch und gibt es
eine in einem Gebiet G2 D G analytische Funktion g(z) mit f(z) = g(z)
in G1, dann heifit g(z) analytische Fortsetzung von f(z) in G1 nach Ga.

Satz 20.21: Ist durch f(z) = > 72 jan(z — 20)" eine Potenzreihe
mit positivem Konvergenzradius R > 0 gegeben. Dann kann f(z) auf
{z : |z — z0| = R} nicht sdmtlich analytisch sein.

Satz 20.22: Notwendig und hinreichend fiir die analytische Fortsetz-
barkeit einer reellen Funktion f(z) in einem Gebiet G der z-Ebene, wel-
ches D(f) enthilt ist, dass f(x) sich in jedem Punkt von I in eine Po-
tenzreihe mit positivem Konvergenzradius entwickeln ldsst.

Folgerung(Permanenzprinzip): Gilt fiir zwei reelle Funktion gi(z),
g2(z) auf I = [a,b],a < b, V& € I : gi(x) = g2(x) und sind diese
Funktionen analytisch fortsetzbar in einem Gebiet G C I, dann gilt
Vz € G:g1(z) = g2(2).
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Satz 20.23 (Maximumsprinzip): Ist f(z) in dem Gebiet G analy-
tisch und nicht konstant, dann nimmt |f(z)| im Inneren von G kein
lokales Mininum an.

Satz 20.24 (Maximumsprinzip fiir harmonische Funktionen): Ist
u in dem Gebiet G harmonisch und nicht konstant, dann besitzt v in G
weder lokales Maximum noch Minimum in einem inneren Punkt.

Definition 20.10: Ist f(z) fiir alle z € C analytisch, so heifit f ganze
Funktion. Eine ganze Funktion, die nicht identisch konstant und kein
Polynom ist, heifit ganztranszendente Funktion.

Satz 20.25: Ist f(z) ein Polynom, mindestens vom Grade 1, dann
gibt es zu jedem K > 0 ein r > 0, so dass Vz : |z| > r stets |f(z)| > K
gilt.

Satz 20.26: Ist f(z) ganztranszendent, dann gibt es zu jedem K > 0
und jedem n € N und R > 0 gewisse z, so dass |f(z)] > K|z|™ und
|z| > R gilt.

Satz 20.27 (Spezieller Satz von Casorati-Weierstraf3): Ist f(z)
ganztranszendent und a € C beliebig komplex, dann gibt es zu jedem
e >0 und R > 0 gewisse z, so dass |f(z) — a| < ¢ fiir |2| > R.

20.5 Laurant-Reihen

Satz 20.28: Sei f(z) in A = {z:r<|z—20/|<R},0<r <R <

oo analytisch. Dann gilt f(2) o oo (z — 20)Y mit a,

% IC %d(, wobei C positiv orientiert, einfach geschlossen und
innerhalb des Kreisrings A verlaufe.

Bemerkung: Obige Reihe heifit Laurant-Reihe, dabei nennt man
Yoo av(z — z0)¥ den reguliren Teil, Z;zl_oo av(z — z0)” nennt man
den Hauptteil der Laurant-Reihe.

Identitédtssatz fiir Laurant-Reihen: Die Laurant-Reihe einer in einem
Kreisring analytischen Funktion ist eindeutig bestimmt.

Definition 20.11: Sei f(z) in {z:0 < |z — 29| < R} analytisch und
es gelte f(z) =302 av(z — 20)”. Dann sagt man
1) f(2) ist in 20 noch analytisch ergéinzbar, wenn Vv = —1,

ay, =0

—2,-3,...:

2) f(z) hat in zo einen Pol n-ter Ordnung, falls a, = 0 fiir alle v <
—n—1lund a_p #0

3) f(2) hat in zo eine wesentliche Singularitit, wenn weder 1) noch 2)
eintritt.

Satz 20.29 (Allgemeiner Satz von Casorati-Weierstraf3): Sei f(z)
in {z:0< |z — 20| < R,R < oo} analytisch und besitze in zg eine we-
sentliche Singularitdt. Dann gibt es in jeder e-Umgebung von zp Punkte
z, so dass |f(z) —a)| < &, fiir diese z € Uc(20) und beliebiges a € C und
e>0.

Satz 20.30 (Satz von Riemann): Ist
{z:0 < |z — 20| < R}, dann gilt folgendes

f(z)

analytisch fiir

1) f(2) besitzt genau dann einen Pol in zg, wenn |f(z)| — oo fiir z — 29

2) f(z) ist genau dann analytisch ergédnzbar in zg, wenn |f(z)| be-
schrinkt ist in Ue(z0)

3) Wenn weder 1) noch 2) auftritt, genau dann liegt eine wesentliche
Singularitit vor.

Definition 20.12: Sei f(z) in {z:0 < |z — 20| < R} analytisch und
es gelte f(z) =Y 02 an(2—20)"™, dann heiBit a_; Residuum von f(z)
in zg.

Satz 20.31 (Residuensatz): Sei f(z) analytisch in den einfach zu-
sammenhingenden, beschrankten Gebiet G mit Ausnahme der iso-
lierten Singularitéiten z1, 22, ..., zn. Dort habe f(z) die Residuen
a(fl),k = 1,2,...,n. Dann gilt [, f(z)dz = 27y p_, a(fl). Dabei ist
C' eine einfach geschlossene Kurve, mathematisch positiv orientiert, die
in G verlduft und z1, ..., 2, im Inneren enthélt.

Satz 20.32: Sei g(z) in dem einfach zusammenhéngenden beschrink-
ten Gebiet G analytisch, f(z) sei dort analytisch ausgenommen die Pol-
stellen b1,..., by der Ordnungen S, ..., Bm. Weiterhin habe f(z) in G
die Nullstellen ag,...,a, der Ordnungen a1, ..., an. Sei C eine einfach
geschlossene, mathematisch positiv orientierte, in G verlaufende Kurve,
die die Puknte by, . .., by, und die Punkte aq, ..., an im Inneren enthalte.

Dann gilt 5= [ g(2) ff((zz)) dz =73 _qavglay) — Y 0 Bug(by).
Folgerung: 1. Argumentprinzip. Mit ¢ = 1 ist ﬁ fC j}’((;)) dz =

357 Jo (G log f)dz o log flo
iAargf =Umlaufzahl von f(z) um z = 0.

2. Sei f(z) in dem einfach zusammenhéngenden Gebiet G analytisch und
nehme auf einer in G liegenden geschlossenen Kurve C nur reelle Werte
an, dann ist f =konst. in G.

1 .
ar(In|f] + darg )



Satz 20.33 (Rouché): Seien f und g in dem einfach zusam-
menhéngenden Gebiet G analytisch und f sei auf C' C G ungleich Null,
C einfach geschlossen. Es gelte |f(z)| > |g(z)| auf C. Dann hat f + g
innerhalb von C' genau so viele Nullstellen wie f.

20.6 Riemann’sche Zahlenkugel — Der un-
endlich ferne Punkt

Die Gaufi’sche Zahlenebene soll bijektiv auf die Riemann’sche Zahlen-
kugel abgebildet werden. Eineindeutige Abbildung der Punkte der R.
Zahlenkugel auf sdmtliche Punkte von C. Der >Nordpol< entspricht
00, dem unendlich fernen Punkt von C. C U {oo} = C. Diese Abbildung
der Vollkugel ist winkeltreu und kreistreu.

Definition 20.13: Die Menge {z szl > %,a > O} heifit e-Umgebung
des unendlich fernen Punktes. Man sagt f(z) hat in z = oo einen Pol
n-ter Ordnung, eine Nullstelle n-ter Ordnung, eine wesentliche Singula-
ritét, wenn f(%) in z = 0 diese Eigenschaft besitzt.

20.7 Rationale Funktionen

Satz 20.34: Eine rationale Funktion, d. h. der Quotient zweier Po-
lynome, hat in C als Singularitdten héchstens Pole. Eine Funktion, die
in der ganzen Ebene C bis auf Pole analytisch ist, ist eine rationale
Funktion.

20.8 Riemann’sche Fliachen

Beispiel: f(z) = {/z ist keine Funktion wegen Mehrdeutigkeit.
Dy, ist z-Ebene léangs positiver reeller Achse aufgeschnitten mit 27k <
argz < 2m(k +1).
In Dy, wird der Zweig von %/z betrachtet, fiir den %’rk <argw < 27"(143-1—
1).
Verheftungsvorschrift: Unteres Ufer von Dy, wird mit dem oberen Ufer
von Dy verheftet, k = 0,1,...,n — 1. Unteres Ufer von D, _; wird
mit dem oberen Ufer von Dy verheftet.
Ergebnis: n-blattriges Flachenstiick, Windungspunkte sind z = 0 und
z = 0o. Riemann’sche Flichen von f(z) = ¥/z.

20.9 Konforme Abbildungen
Sei f(z) = u + iv eine stetige eineindeutige (schlichte) Abbildung des
Gebietes G auf das Gebiet G*, diese sei orientierungserhaltend und
vollstandig differenzierbar.
Niherungsabbildung mit zo € G: f*(z) = u* + iv* mit
( *) _ (ux(zo) uy(z0)> (:Jc) (u(zo) — ToUg — YouUy
= +
vz(20) vy(20) ) \y v(20) — Tovz — Yoy

,U*
Affine Abbildung: 1. Falls det 20 # 0, dann liegt eine schlichte Abbildung
vor. 2. Quadrat — Parallelogramm 3. Kreis — Ellipse

u

):Qlaerb

Definition 20.14: Die stetig differenzierbare schlichte orientierungs-
erhaltende Abbildung des Gebietes G auf das Gebiet G* heifit schlicht-
konform, wenn die Néherungsabbildung in jedem Punkt von G eine Ahn-
lichkeitstransformation ist.

Satz 20.35: Die schlichte orientierungserhaltende stetig differenzier-
bare Abbildung des Gebietes G auf das Gebiet G* ist genau dann
schlichtkonform, wenn f in G analytisch ist.

Folgerung: Bei konformen Abbildungen gehen infinitisimale Kreise in
infinitisimale Kreise iiber. Konforme Abbildungen sind winkeltreu.

Satz 20.36: Ist f(z) in zo analytisch und f/(z0) # 0, dann gibt es
eine hinreichend kleine Umgebung von zg, so dass f(z) dort schlicht ist.

20.9.1 Lineare Transformation

az+b
cz+d

derausfiihrung von Ahnlichkeitstransformation und Stiirzung.

Satz 20.37: Jede lineare Transformation ist eine Hintereinan-

Satz 20.38: Jede lineare Transformation ist eine schlichte konforme
Abbildung von C auf C und jede schlichte konforme Abbildung von C
auf C ist eine lineare Transformation.

Satz 20.39: Die lineare Transformationen bilden bzgl. der Hinterein-
anderausfithrung eine Gruppe.

Satz 20.40: Zu drei verschiedenen Punkten 21,%22,23 € € und drei
voneinander verschiedenen Punkten wi,ws, w3 € C gibt es genau eine
lineare Transformation w(z), so dass gilt w(z;) = w;,j = 1,2,3.

Folgerung: Es gibt unendlich viele lineare Transformationen, die zwei
vorgegebene Kreise aufeinander abbilden.
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Bemerkung: Mébiustransformation = lineare Transformation
Satz 20.41: Das Doppelverhéltnis der vier von einander verschiede-
nen Punkten z1,22,23,24 € C

21 —23 21— Z4

DV (z1,22,23,24) =

2o — 23 22— Z4

ist invariant bei linearer Transformation.

Satz 20.42: Das Doppelverhéiltnis ist genau dann reell, wenn die vier
Punkte auf einem Kreis oder einer Geraden liegen.

Definition 20.15: z; € C heifit symmetrisch zu za € C beziiglich
des Kreises K = {z: |z — a| = r}, wenn gilt |21 — a||z2 — a| = 72 und
arg(z1 — a) = (22 — a).

Satz 20.43: Die Punkte 21,22 € @, z1 # z2, sind genau dann sym-
metrisch zu K, wenn jeder Kreis durch z; und z2 orthogonal zu K ist.

Satz 20.44: Bei linearen Transformationen gehen symmetrische
Punkte in symmetrische Punkte iiber, d. h. sind 2z, z2 symmetrisch
zu K und ist w(z) eine lineare Transformation, dann sind w(z1), w(z2)
symmetrisch zum Bild von K bei w(z).

Satz 20.45: Jede lineare Transformation des Einheitskreises in sich
ist von der Form w(z) = ¢’®2=% a4 € C, |a| < 1, B €R.

1-az’

20.9.2

Joukowski’sche Abbildung w(z) = %(w + %) ist fir z # 0,00 analy-
tisch und in allen Gebieten schlichtkonform, in denen fiir alle z1, z2 gilt
z1z2 # 1. Bilder von |z| = r < 1 sind Ellipsen in Mittelpunktslage mit
Halbachsen %(r + %) und %(% —r). Bild von arg z = ¢¢ ist Hyperbel in
Mittelpunktslage.

Weitere konforme Abbildungen

20.9.3 Riemann’scher Abbildungssatz

Grundproblem: Gegeben zwei Gebiete G1 und Ga2. Gibt es eine schlicht-
konforme Abbildung von G auf G2?

Satz 20.46 (Héiufungsprinzip fiir analytische Funktionen): Sei G
ein Gebiet und die Folge (fn(2z)) mit fn: G — C sei fiir alle n analytisch
in G und im Inneren von G gleichmafig beschriankt. Dann existiert eine
lokal gleichméBig konvergente Teilfolge der Folge (fn(z)). (Im Inneren
bedeutet auf jeder kompakten Teilmenge von G.)

Satz 20.47 (Satz von Vitali): Sei G ein Gebiet, (fn(z)) eine Fol-
ge, fn:G — C, fn(z) seien analytisch in G und im Inneren von G
gleichmiBig beschrinkt. Konvergiert die Folge (fn(z)) in einer Punkt-
folge (z) — zo0 € G, dann konvergiert (fn(z)) lokal gleichméBig in G.

Satz 20.48: Sei G ein Gebiet, (frn(2)) eine Folge, f(z) sei analytisch in
G und konvergiere lokal gleichmiBlig in G. Jedes fy (z) nehme jeden Wert
hochstens k-mal an, dann ist die Grenzfunktion konstant oder nimmt
jeden Wert ebenfalls héchstens k-mal an.

Folgerung: Eine im Inneren eines Gebietes gleichmiflig konvergente
Folge schlichter analytischer Funktionen hat als Grenzfunktionen eine
konstante oder eine schlichte analytische Funktion.

Satz 20.49 (Riemann’scher Abbildungssatz): Jedes einfach zusam-
menhéngendes Gebiet mit mindestens zwei verschiedenen Randpunkten
kann schlicht konform auf den Einheitskreis abgebildet werden, dabei ist
diese Abbildung eindeutig bestimmt, falls verlangt wird, dass ein Punkt
dieses Gebietes in den Nullpunkt abgebildet wird und eine in diesem
Punkt vorgegebene Richtung in die Richtung der positiven reellen Ach-
se abgebildet wird.

Satz 20.50: Sei G ein einfach zusammenhéngendes Gebiet mit min-
destens zwei Randpunkten. Dann gilt: unter allen schlicht konformen
Abbildungen von G mit f(z9) =0, f'(z0) > 0,20 € G,Vz € G : |f(2)| <
1 wird |f’(20)| maximal nur fiir die Abbildung auf den Einheitskreis.

Satz 20.51: Unter allen schlicht konformen Abbildungen f(z) des ein-
fach zusammenhéngenden Gebietes G 3 zp mit mindestens zwei Rand-
punkten, f(z0) =0, f'(z0) = 1, gibt es genau eine, fiir die sup,cq |f(2)]
minimal wird. Diese Funktion bildet auf eine zu Null konzentrische Kreis-
scheibe ab.

Definition 20.16: R = miny sup, ¢ |f(2)| heiBt konformer Radius
von G bzgl. zg. Dabei ist f eine beliebige konforme Abbildung von G
mit f(z0) = 0 und f/(z0) = 1.

Satz 20.52: Unter allen schlicht konformen Abbildungen f(z) des
einfach zusammenhidngenden Gebietes G mit mindestens zwei Rand-
punkten, z0 € G, f(z0) = 0, f'(20) 1, gibt es genau eine, fiir die
infreoac, |f| maximal wird. Diese bildet auf eine zu Null konzentrische
Kreisscheibe ab.

Satz 20.53 (Bieberbach’scher Flichensatz): Unter allen konformen
Abbildungen des einfach zusammenhingenden Gebietes G mit mindes-
tens zwei Randpunkten, 20 € G, f(z0) = 0, f'(20) = 1, wird der innere



Flacheninhalt des Bildgebietes minimal bei konformer Abbildung auf
eine zu Null konzentrische Kreisscheibe.

Satz 20.54: Unter allen schlicht konformen Abbildungen des einfach
zusammenhingenden Gebietes G mit mindestens zwei Randpunkten,
20 € G, f(z0) = 0,f(20) = 1, nimmt fo(z) = z das Minimum der
Liange des Bildrandes an.

Satz 20.55 (Satz von Landau, Toeplitz): Unter allen Abbildungen
obiger Klasse nimmt fo(z) und nur fo(z) das Minimum des Durchmesser
der Bildgebiete an.

Definition 20.17: S = {f(?) :
f schlicht konforme Abbildung von |z| < 1, f(0) = 0, f/(0) =1, f(z) =
z+a222+...},

¥ = {f(2) : f schlicht konforme Abbildung von |z| > 1,f(z) =
z+ “—Zl + Z—% + ...} (hydrodynamische Normierung),

¥ = {f(2) : [ schlicht konforme Abbildung von |z| > 1, f(z) =
Ao+z+ 2 4+ j—% + ..., mit beliebiger Konstante Ag}.

Satz 20.56 (Zweiter Bieberbach’scher Flichensatz, Growell’scher
Flichensatz): f € %, f(z) = 2+ %2 + % + .., dann gilt 3, =
1%n|an|? < 1.

Satz 20.57 (Koebe’scher Viertelsatz): Fiir f € S ist der Abstand
des Bildrandes von w = 0 stets grofler oder gleich %. Das Gleichheits-
zeichen steht genau dann, wenn f = fy = m = Koebefunktion
ist.
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