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Kapitel 1

Polynom-Interpolation

Héufig tritt in der Nummerischen Mathematik die Situation auf, dass statt einer Funktion
f:R — R nur einige diskrete Funktionswerte f(z;) und eventuell noch Ableitungen fU)(z;)
an endlich vielen Punkten z; gegeben sind. Dies trifft zum Beispiel zu, wenn die Funktion
f in der Form experimenteller Daten vorliegt. Auch bei den meisten Verfahren zur Losung
von Differentialgleichungen wird die gesuchte Losung f(z) (einschlieBlich ihrer Ableitung)
nur an endlich vielen Stellen berechnet. Historisch trat das Problem bei der Berechnung
von zusétzlichen Funktionswerten zwischen tabellierten Werten auf. Heute ist eines der be-
deutendsten Anwendungsfelder die Computergrafik, bekannt unter den Kiirzeln CAD und
CAGD.

Ist der gesamte Verlauf der Funktion interessant, so soll aus den gegebenen Daten
i), i=0,n,5=0,...,0

eine Funktion F'(x) konstruiert werden, die sich moglichst wenig von der urspriinglichen
Funktion f unterscheidet. Zu dem sollte F'(x) leicht auswertbar sein, wie zum Beispiel Po-
lynome, trigonometrische Funktionen, Expotentialfunktionen oder rationale Funktionen.

1.1 Existenz und Eindeutigkeit der Polynominterpola-
tion

Gesucht ist eine Funktion F'(x), die die sogenannte Interpolationbedingung erfiillt: F' soll an
den Knoten oder Stitzpunkten x; mit der Funktion f iibereinstimmen.

FO (i) = fO(w:) Vi j
Die Werte f)(x;) heifien daher auch Stiitzwerte.

Bemerkung 1.1: Bei gegebenen (n + 1) Stiitzstellen (z;, f(x;)), i = 0, 1 ,.., n lautet die
Interpolationsforderung:

F(z;) =ao+ ala:} + agx? +otanal = flx)=fi, i=0,1,..,n

Bei der Polynominterpolation ist daher ein Polynom n-ten Grades gesucht, das die Inter-
polationsforderung erfiillt. Es werden Polynome betrachtet, da diese einfach zu handhaben



und zu berechnen sind.
Im folgenden gilt daher

F(z) =pp(z) = ap + a1z + a2z’ + . + ap_12" ' + a2 (1.1)

Fiir gegebene (n + 1) Stiitzstellen (z;, f(x;)), 1 =0, 1, ..., n, ergibt sich aus der Interpolati-
onsforderung folgendes Gleichungssystem:

1 i) 37(2) $6L ap fo

1 T l‘% 1‘711 aq f1
2

1 290 x5 ... x3 as _ fo
: : (1.2)
2

1 x, a xpy an fn

Koeflizientenmatrix/

Vandermonde’scheMatrix

Existiert eine eindeutige Losung des Gleichungssystems, so gibt es genau ein Polynom n-ten
Grades das die Aufgabe erfiillt.

Bemerkung 1.2: Eindeutigkeit
FEin lineares quadratisches Gleichungssystem ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn die De-
terminate der Koeffizientenmatrix ungleich null ist.

1 m 3 ... ab
1 = 22 .. b n—-l n
det | . | =1] II @ —=)
o : I =0 j=it1
1z, 22 xn

Falls alle x; paarweise verschieden sind, ist die Determinante der Koeffizientenmatrix un-
gleich null. = Das Gleichungssystem (1.2) ist damit eindeutig losbar.

Mit dem GauB-Verfahren ldsst sich das Gleichungssystem 16sen und man erhélt die Koeffizi-
enten des gesuchten Polynoms p,,(z). Das Horner-Schema ist eine effiziente Moglichkeit den
Funktionswert eines Polynoms an einer Stelle z; zu berechnen.

Bemerkung 1.3: Horner-Schema
Das Polynom wird durch fortlaufendes Ausklammern von x umgeformt und man erhélt
dadurch folgende Darstellung.

pn(x) = ap+az+ asx® + .+ ap_12" "+ apz” (1.3)
pu(z) = ao+2x(ar +aox + ... Fan_ 12" 2+ apaz™ )
po(z) = ao+x(ar +x(ag + ... + ap_12" 2 + apaz™?))
pn(x) = ap+x(ar +z(ag + x(... + 2(an-1 + za,)...))) (1.4)

Aus der Darstellung (1.4) ergibt sich folgender, leicht zu programmierender Algorithmus zur
Berechnung des Funktionswertes eines Polynoms an einer Stelle x:
Algorithmus:

g 1=



by, i = an;
for i :=n — 1 downto 0 do b; := b;1120 + a;;
fn(xO) - bO

Das Horner-Schema lasst sich auch formall darstellen:

E‘n-l E‘n-:; ﬂz EL1
h:; Xy ¥y
Al '\..I' '\..I' '\.I.I'

by, ‘:&11 bn2 by

Das Horner-Schema hat den Vortell7 dass Weniger Rechenschritte braucht werden als bei der
Berechnung des Funktionswert eines Polynoms der Form (1.3). Um den Funktionswert eines
Polynoms dritten Grades zu berechnen, muss man zum Beispiel neun Schritte (3 Additionen
und 6 Multiplikationen) ausfithren und nach dem Horner-Schema braucht man nur sechs
Operationen (3 Multiplikationen und 3 Additionen). Weiterhin kann man das Horner-Schema
auch fiir die Berechnung von Ableitungen benutzen. (Dazu benétigt man die im Beispiel 1.1.
eingefiihreten Variablen c, d, e.)

+

Beispiel 1.1.: Berechne den Funktionswert des Polynoms p3(x) = 23 + 222 + 2 + 1 an der
Stelle x = g = (—1).

1=oas3 2=oas l=a; 1=ap
U, —1:b3$0 —1:b2.’L‘0 O:bll’o
1=b3 1:b2 0=b1 1=b0
ll —1263260 02021‘0
].:Cg O:CQ 0261
) -1
l=ds —1=ds
4
1=e3

Berechne den Funktionswert des Polynoms ps(z) = 2° + 23 + 2 + 1 an der Stelle 7 = z9 = 1.

101 0 11
)11 2 23
11 2 2 3 4
y 1 2 4 6
1 2 4 6 9
¢ 1 3 7
1 3 7 13
1 4
1 4 11
o1
1 5
U
1

1.2 Lagrange-Interpolation

Bei gegebenen (n + 1) paarweise verschiedenen Stiitzstellen (z;, f(z;)), i = 0, 1,
lasst sich mittels (1.2) immer eindeutig ein Polynom finden, das die Interpolationsforderung
erfiillt. Aber selbst mit Hilfsmitteln wie dem Gauf-Algorithmus ist es schwierig, die Koeffi-



zienten eines Polynom hoéheren Grades zu bestimmen.
Fiir die Lagrange’sche Darstellung des Interpolationspolynoms wird folgender Ansatz ge-
macht:

pn(x) = foLo(z) + fili(z) + ... + frLln(x) (1.5)
Mit gegebenen f(x;) = f; und paarweise verschiedenen z; gilt:

Lie)= [ ==

Tk
Xr; — X
k=0skwi 0 Tk

Dabei heilen die L;(x) Lagrange’sche Multiplikatoren.
Satz 1.1: Die Lagrange’sche Darstellung erfiillt die Interpolationsforderung.

Beweis 1.1:

Voraussetzung: x = x;

Behauptung: pp(z;) = f(z;),j=0,1, ..., n
Beweis:

(i) = folo(w;) + fila(w;) + o+ fao1Ln—1(x)) + foln(;)

n n
>h Il o=
7
—

‘ . T
i=0  k=0;k#i

n

L+ > f I 2=

. .  Ti — Tk
1=05i#7 k=0;k+#1

" T, —T L T, —T

o .
4+ Ly J J
D e |

— X X
i=0si#j 0 T p=0gktiy R

pn(xj) = fj
O

Satz 1.2: Sei L;(z) = HZ:O;l;ﬁi 72, dann gilt S o Li(z) =1.
Beweis 1.2: Es gibt nur ein Polynom n-ten Grades p,(z), fiir das p,(z;) = f; gilt. Deshalb

gibt es fiir die Stiitzwert f; =1, j =0, 1, ..., n, auch nur das eindeutige Polynom p,(z) = 1.
Wegen f; =1,j=0,1, ..., n, ist pp(z) =Y./ Li(z) = 1.

O
Bemerkung 1.4: Fiir die Lagrange’schen Multiplikatoren gilt:

Li(xj) = {

Beispiel 1.2: Gegeben sind 4 Stiitzstellen (z;, f(z;)), i = 0, 1, 2. Stelle p3(x) als Lagran-
ge’sches Interpolationspolynom dar.

0, fallsi#j
1, fallsi=j

x | -1 0 2 3
F@) | -1 3 11 27

p3(z) = Ha(z—2)(z—3)+3(z+1)(z —2)(z = 3)+ L(z+ )z(z—3) + (2 + 1)z(z - 2)

Bemerkung 1.5: Ein Nachteil der Lagrange-Interpolation ist, dass bei Hinzunahme einer
weiteren Stiitzstelle die Lagrange’schen Multiplikatoren neu berechnet werden miissen.



1.3 Newton-Interpolation
Fiir die Newton’sche Darstellung des Interpolationspolynom wird folgender Ansatz gemacht:
pn(x) = co+c1(x —x0) +Fc2(x —xo)(x—21) + ... +en(@ —20) (T — 1) - oo - (. —p—1) (1.6)

Aus der Interpolationsforderung folgt:

1 0 0 0 Co fO
1 1 — 2o 0 0 C1 f1
1 T2 — X0 (1‘2 — Io)(.ﬁg — 1‘1) 0 C2 — f2
1 z,—20 (xp—xo)(xn —x1) oo (Tp—x0) o (T — Tp—1) Cn, In
(1.7)

Um die Koeffizienten des Newton’schen Interpolationspolynoms zu berechenen, muss das
Gleichungssystem (1.7) gelost werden.
Die ¢; werden als Steigungen bezeichnet.

Definition 1.1: k-te Steigung
Die k-te Steigung f[z;, ..., xitk] (auch: k-te dividierte Differenz) ist rekursiv definiert
durch flaz;] == f(z;) fiiri =0, 1, ., nund fla;, ..., woqp] = Lttt =0 rin]

Titk—T4

Es gilt ¢; = flzo,...,zi],1 =0, 1, ..., n.

Steigungs- /Differenzenschema:

Das Steigungs- oder Differenzenschema ist eine vorteilhafte Moglichkeit zur Berechnung der
Steigungen /Differenzen.

0. Steigung 1. Steigung n. Steigung

i T [l flzi ziga] o | @iy Tig1, ooy Tin]
0 | zo flzol = fo

f[xo,Il] = %

1 x1 flel]l = f1
f[xo,Il] = %

2 T2 flza] = fo

: flz0, 21, ..., xy]
n—1|zp1 f[xnfl] = fnfl

flenor, @) = L=t

n Tn f[xn] — fn

Doppeltes Steigungsschema:

Im Steigungsschema werden die Differenzen zwischen Stiitzstellen (z; — ;) benttigt. Wenn
man im Steigungsschema auf der linken Seite die Differenzen ergénzt, wird es iibersichtlicher.
Man erhilt das doppelte Steigungsschema.



z | f(x)
zo| fo
T2 — To z1| fi —f[ml’mﬁj:ﬁmo’ml]
. T3 — T z2| fo —f[”’x;’iiﬁll’”]
Tn = Ty e
xn f'n,

Beispiel 1.3: Berechne die Koeffizienten des Newton-Interpolationspolynoms bei gegebenen
Stiitzstellen (zg = —1, fo = —1,21 =0, f1 = 3,22 = 2, fo = 11,23 = 3, f3 = 27) mit Hilfe
des Steigungsschemas.

z | f(z)
1] -1
1 4
3 013 0
4 2 4 1
3 211 4
1 16
3| 27

p3(x) =—1+4(z+1)+0x+1)(z—0)+1(z+ 1)(x —0)(z —2)

Bezeichung: p; i1, i+x(z) ist das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom durch die
Punkte (24, fi), (iy1, fi1)s o (Tivrs fin)-

Satz 1.3: Ansatz (1.6) erfiillt die Interpolationsbedingung.
Beweis 1.3:
Behauptung:

T — X)Di+1,i42,...i+k(X) = (& — Tipk)Diyit1,..i+k—1T
pi,i+1,...,i+k(5€) — ( z) i+1,i+2,...0+ ( ) ( i+ ) i,0+1,... 04 1( ) (1.8)
Tivk — T4

Fall 1: v = x;

(i — zi)pitvyiv2,..ivk(Ti) = (Ti — Tigk)Pisit1,.ivk—1(T4)
LTitk — L5

pi,i+1,i+2,...,i+k(33i) =

($i+k - wi)Pi,z‘+1,...,z‘+k—1($i) —
- 1

pi,i+1,i+2,...,i+k($¢) =

Da auch p; 41, i+k(x:) = fi gilt, ist die Gleichung (1.8) fir x = z; wahr.

Fall 2:x=a;,j=i+1,i+2 .,i+k-1
Da sowohl p; it1,....i4k—1(x) als auch piyq 4o, . itk (z) durch die Punkte (zi11, fit1),
(Tig2, fit2), - ($i+k717fi+k71) geht, gilt ;Di,iJrl,‘..,iJrkfl(xj) = pi+1,i+2,u.,i+k(xj) = fj~
Daraus folgt

(Zj - xz)pi+1,i+2,...,i+k($j) - (I'j - $i+k)pi,i+1,...,i+k—1(»”Cj) - (ﬂfj — X — X5+ $Ci+k)fj

Titk — T4 LTitk — T4




Da auch p; 1. i4k(zj) = f; gilt, ist die Gleichung (1.8) fir =z = zj,
j=i+1,1i+2,...,i+ k-1 wahr.
Foll 3: ©x = x4,

($i+k - $i)pi+1,z‘+2 ..... z‘+k($i+k) - ($i+k - $i+k)pi,i+1 ...,i+k71($i+k)
LTitk — T4

DPii+1,..., i+k(1'i+k) =

(Titk — Ti)Dit1,i42,...itk (Titk) fitk
LTitk — L5

Diji41,...i+k ($z+k)

Da auch p; 41, i+k(Titr) = fitr gilt, ist die Gleichung (1.8.) fiir = = x; wahr.
Da es keine weiteren Fille gibt, ist die Gleichung (1.8) wahr.

O
Aus Gleichung (1.8) folgt
(@ w)pitrive,. k(@) = (@ = Tigk + 2 — TP, irk-1(2)
pi,i+1,.<.,i+k($) =
Titk — T4
Pi+1,i+2,...,i+k\L) = Piji+1,...,i+k—1T
= Piit itk (T) = Piig,iph—1(2) + (7 — @) Rt () = Pt ivk-1(2)
Titk — T4

(1.9)

Gleichung (1.9) ist die rekursive Bildungsvorschrift des Neville-Algorithmusses zur Berech-
nung eines Funktionswertes, wenn weiterhin p;(x) = f; und x fest gesetzt wird. Der Neville-
Algorithmus ist dem Steigungsschema &hnlich.

Satz 1.4: Seien (x4, f;), ¢ = 0, 1, ..., n, mit paarweise verschiedenen z, gegeben. Dann ist

Piyit1, itk = flr] + floi, zia](z — @) + .
+fl@i, i1, o i) (@ — ) (@ — @ig1) - (@ — Tigp—1)

mit 0 < ¢ < i+ k < n. Als Spezialfall ist po1,.n = flzo] + flzo, z1](x — z0) + ...
+ flzo, 1, oy p](x — z0)(x — 1) - ... - (x — ®p—1) das Polynom n-ten Grades, das fiir
i=20,1, .., nin den Punkten x; den Wert f; annimmt.
Beweis 1.4:
Induktionsanfang: Satz 1.4 gilt fiir k = 0, denn p; = f; und f[z;] = f;.
Induktionsvoraussetzung: Satz 1.4 gilt fiir alle Polynome vom Grad < k.
Induktionsbehauptung: Satz 1.4 gilt fiir Polynome vom Grad k.
Induktionsbeweis:

Nach Gleichung (1.9) gilt

Di+1,i+2,...i+k\X) — Pii+1,...i+k—1\T
Divit1,...i+k(T) = Divit1,.ivh—1(T) + (x — x;) L2k () it Ltk (©)
Titk — Ti

Nach Induktionsvoraussetzung ist
pi,i+1,...,i+k—1($) = f[:Cz] + ...+ f[l?i, ...,13i+k_1](x — ZZ?i) et (JL‘ — mi+k—2)7

somit ist nur noch folgende Gleichung zu zeigen:

)pi+1,i+2,...,z‘+k($) — Piit1,..itk—1(T)

flziy e ziv)(@ — i) oo (& — 1) = (& — x4
Tivk — X4



Divit1,...i+k(x) ldsst sich als p; i1, ivk(®) = Piit,..ivk—1(x)+e(z—2;) ... (T—xi45—1) dar-
stellen. Dabei ist ¢ der Koeffizent bei 2* des Polynoms Diit1,....i+k (). Nach Induktionsvor-
aussetzung ist f[xi, Tit1, ..., Titr—1] Koeffizient bei %=1 fiir das Polynom p; ;1. itr—1(z)
und f[2i41, Tiso, ..., Tiyk) Koeffizient bei 2%~1 fiir das Polynom Dit1,i+2,...i+k(T), da beide
Polynome (k — 1)-ten Grades sind.

e Fl@ig1s Tiga, oo Tipr] — @i Tig1,s ooy Tigp—1] i wisns o Tiak]
Titk — T4

Aus Induktionsanfang und Induktionsschritt folgt nach dem Satz der vollstédndigen Induk-
tion, dass Satz 1.4 fiir alle k¥ € Ny wahr ist.

O
Demzufolge erhélt man fiir die Newton’sche Darstellung folgenden Term:
pu(x) = flxol + flxo, z1](x — 20) + flz0, 21, 22 (T — 20) (T — 21) + ...
+flzo, 21, s wn](@ — wo)(x — 1) - o - (¥ — @p1) (1.10)

Falls die Sortierung der Stiitzwerte und -stellen in umgekehrter Reihenfolge erfolgt, so erhilt
man

pn(x) = flea] + flon—1,xu](x — ) + flXn—2, Tn_1,z,](x — ) (x — p_1) + ...
+flxo,x1, ey Xn)(@ — xp) (2 — Tp—1) - oo - (X — 27) (1.11)

Satz 1.5: Leibniz-Regel
Eine gegebene Funktion f(z) sei als Produkt zweier anderer Funktionen g(z) und h(x)
darstellbar: f(z) = g(x)h(z).
Dann gilt die Leibniz-Regel:

k

f[x()axla ...,.’Ek] = Zg[x(h 7$Z]h[xlv cy Tk (112)
=0

Beweis 1.5:
Induktionsanfang: Gleichung (1.12) gilt fiir £ = 0, denn f[xo] = f(x0) und

Z?:O glwo, -y il h[Tis ..oy 0] = glxo]h[20] = 9(20)M(0) = f(20).
Induktionsvoraussetzung: Gleichung (1.12) gilt fiir k = g.
Induktionsbehauptung: Gleichung (1.12) gilt fiir k = g + 1.
Induktionsbeweis:

(‘rq+1 - xO)f[irOvmlv "'7xq+1] = f[l'hl'g, ~'~7xq+1} - f[x07x17 "’7xq]

q+1 q
(xg+1 — xo) flxo, T1,5 ooy Tqg1] = Zg[ajl, e iRz, o, Tgg] — Zg[xo, o xi)h[zg, . ]
i=1 i=0
q+1 q
= Zg[ml, s Ti)R[Tgy oy Tgga] — Zg[mo, oy T A[Eg, s ]
i=1 =0
q q+1
+Zg[£170, ---,Ii]h[$i+1, ...,l’q+1] — Zg[:co, ...71‘1‘_1]}1[1‘1‘, ...7l‘q+1]
i=0 i=1



q
= Zg[mo, o @) (@ — 20)h[T4s ooy 1] + g[Tos ooy Tgp1] (Tgr1 — 20)A[Tg41]
i=1
q
+glzo]h[zo, ..., Tg1](Tg+1 — o) + Zg[ﬁﬂoa s T AT s B 1] (Tg 1 — @)
=1
q
= glwo, - Ta1)(@gr1 — 0)hlwgra] + Y glx0, s i) (g1 — T0)B[i, -ors Ty 1]

i=1
+glzolhlzo, ... Tg1] (g1 — o)
q+1
(Tg+1 — m0) flwo, T15 o0y Tg1] = (Tg41 — T0) 29[1507 s Tilh[Tis o Tgpa]
i=0

Aus Induktionsanfang und Induktionsschritt folgt nach dem Satz der vollstéindigen Induk-
tion, dass Gleichung (1.12) fiir alle k gilt.

O

Bemerkung 1.6: Die Newton’sche Interpolationsdarstellung hat gegeniiber der Lagran-
ge’schen Interpolationsdarstellung den Vorteil, dass beim Hinzunehmen einer weiteren Stiitz-
stelle die bekannten cg, ¢y, ..., ¢, weiterverwendet werden und nur ¢, 41 neu berechnet werden
muss.

1.3.1 Newton-Interpolation mit dquidistanten Stiitzstellen

In den folgenden Betrachtungen wird angenommen, dass dquidistante Stiitzstellen vorliegen,
d.h.

Tiy1—x;=h, i=0,1,...mn—1, h = konstant. (1.13)

Absteigende Differenzen: Seien z; = xg+ih,i =0, 1, ..., n und f; mit fester Schrittweite
h gegeben.

Definition 1.2: Absteigende Differenz
Die k-te vorwirtsgenommene (absteigende) Differenz ist rekursiv definiert durch
Aofi = fz und Akfz = Ak_lfi+1 — Ak_lfi fir k£ > 0.

Beispiel 1.4:

flrozy] = S0 AN -8e Ao
0>1 1 — T2 1h 1'h
Afi =AMy A2f

Uh((EQ*(Eo) o 21h

f[$0,$1,1’2] =

Satz 1.6: Fiir alle f[x;, x;11,...,x;1%] gilt folgende Bildungsvorschrift

1 AR
flos, Tiga, oo, Tigr] = Ok (1.14)

Beweis 1.6:

Induktionsanfang: Gleichung (1.14) gilt fiir k = 0, denn A°f; = f;.
Induktionsvoraussetzung: Gleichung (1.14) gilt fir k£ = gq.

10



Induktionsbehauptung: Gleichung (1.14) gilt fiir k = g + 1.
Induktionsbeweis:

f[90i+1, Tiy2, ~-,9Ui+q+ﬂ - f[xi, Lit1y .oy Litq
Titq+l — Ti
a8 i1 — g A
(g+1h

Alfigyr — A1

(g + 1)!hatt

A‘H‘lfi
(g + 1)!hat?

f[xiaxiJrl, "'71'i+q+1]

Aus Induktionsanfang und Induktionsschritt folgt, dass Gleichung (1.14) fiir alle k € N gilt.
O

Durch geeignete Substitution kann man damit die Darstellung des Interpolationspolynoms
vereinfachen.

Bemerkung 1.7: Die Variablentransformation mit ¢ = #5*¢ fiihrt zur folgenden Darstel-
lung:

AN VAN Anfoﬁ

palt) = =5+ ottt = 1) e (= (0= 1))

Aufsteigende Differenzen: Sei h = ;11 —z; firi=0,1, ..., n- 1, d.h. z; = 2o + ih gilt
fir allei=0, 1, ..., n.

Definition 1.3: Aufsteigende Differenz
Die k-te riickwértsgenommene (aufsteigende) Differenz ist rekursiv definiert durch
VO fueii=foiund VFf_; :=VF=1f, = VELf, iy fiir k> 0.

Beispiel 1.5:

fn - fnfl _ vOfn - VOfnfl _ Vlfn

f[xn717 xn]

Ty — Tp—1 h h
. f[mnflvxn] - f[$n727xn71] - %vlfn - %Vlfnfl B v2fn
f[xn—Zaxn—laxn] — T — T2 - 2 - 2
Satz 1.7: Die Gleichung
VF fri

Fl@n—iokyees Tn—i—o0] = (1.15)

gilt fiir alle k € N.

Beweis 1.7: Der Beweis fiir die Gleichung (1.15) lduft analog zum Beweis der
Gleichung (1.14).

Mit Hilfe der Bildungsvorschrift fiir aufsteigende Differenzen und einer Substitution l&sst
sich die Formel des Interpolationspolynoms vereinfachen.

r—

Bemerkung 1.8: Die Variablentransformation mit ¢t = #=*= fiihrt zur folgenden Darstel-
lung:

Vofu | Vifn v'f
pn(t):T+Tt+...+ ol

tt+1) .. - (t+ (n—1))
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1.4 Hermite-Interpolation

In manchen Fillen hat man nicht nur die Funktionswerte der Stiitzstellen gegeben, sondern
auch die k-ten Ableitungn der Funktion an den Stiitzstellen.

Gegeben: (xi,fi(k)) miti=0,1, .., mund k=0,1,...,n;, — L. Es gilt >1" ;n; =n+ 1.

Die Koeffizienten des Polynoms, das die Interpolationsbedingung pﬁ{” (z5) = fO) (z;) erfiillt,
konnen mit Hilfe eines Gleichungssystems bestimmt werden.

Beispiel 1.6: Gegeben sind zwei Funktionswerte und zwei Ableitungswerte einer Funktion:
f(2)=3,f'(2) =4,1"(2) =8, f(-1) =0.

Gesucht ist ein Polynom, das die Interpolationsbedingung erfiillt.

Lésung: Ansatz: p3(z) = ag + a1x + azx? + az — 3

1 2 4 8 ao 3
0 1 4 12 a | | 4
0 0 2 12 ag |~ | 8
1 -1 1 -1 as 0

Das gesuchte Polynom, das die Interpolationsforderung erfiillt, ist p3(z) = 3 — 222 + 23.

Der einfachste Fall der Hermite’schen Interpolationsaufgabe ist gegeben, wenn von m paar-
weise verschiedenen Stiitzstellen z; die Funktionswerte f; und die Ableitungen f! mit
i=0, 1, ..., m bekannt sind. Dann ist p(z) ein Polynom (2m + 1)-ten Grades.

Das Interpolationspolynom kann mittels folgenden Ansatzes bestimmt werden:

p(x) = ZT:O (fi9;(x) + fihj(x)) mit den Polynomen (2m + 1)-ten Grades g;(x) und h;(z),
j=0,1, .., m,so dass gilt

g;(xi) = dij,
h]‘ (iEZ) = O,

Dabei ist §;; das Kronecker-Symbol:

{ 0, fallsi#£j
(Sij =

1, fallsi=j
Es sei hj(x) = L3 (x)(z—x;) mit den Lagrange’schen Multiplikator L;(x) := HZ;O;,C# ﬁ
Fiir i # j gilt Lj(z;) = chm:O;ky&j i;ii = ijzi HZL:O;k;éi,j ijiii =0.
Fﬁr Z :] gllt L](l'i) = Lj(l’j) = H;cn:O;k;zéj 2:7;:;: = 1
Folgender Ansatz wird fiir g;(z) gewihlt: g;(x) = L3 (x)(cjz + d;). Dann gilt
(25) = L3(xi)(cjzi + dj) = 0, falls ¢ # j
9i\¥e) = L3 (zj)(cjj + dj) = cjzj + dj, fallsi=j
= ¢jT; + dj =1 (116)

gj(@i) = (L3(z)) (cjai + dy) + L (i) (cjai + dj)'
2L () L) () (cjas + dj) + L3 (w3)c;
Lj(wi) (2L (i) (cjai + &) + Lj(wi)cy)
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2L () (cjzj + dj) + Lj(z;)c;, fallsi =j
2L;(Ij)(CjIj + dj) + C; = 0 (117)
Aus (1.16) folgt
dj =1- CiTy. (118)

Aus (1.17) und (1.18) folgt nun 2L} (x;)(cjz; + 1 — ¢jz;) +¢; = 0.

QL;({ZZJ) + Cj = 0
= ¢j = —2L)(x;)
= dj =14 2L9($j)l‘j

Satz 1.8: Das Polynom p(x) = >-"" (fjg;(x) + f}h;(2)) erfiillt die Interpolationsforderung.
Beweis 1.8:

Behauptung:
a) p(ajq) = f(xq)7 q = 07 17 ey m
b) pl(xq) = f/(mq)a q = 07 17 S m
Bewets:

a) plzg) = Z (fi95(x4q) +fh (zq))
7=0

m

= fq9q(zq) + fz;hq(xq) + Z (figi(zq) + fg/'hj(xq))

J=0si#q
= (xq)(cqxq +dg) + féLZ(xq)(xq —Zq)

+ Z (fiL5 5 (@) (cjzq + d; )"‘f;L?(xq)(xq_xj))
J=0sj#q
= folegmg + (1 —cqz4)) +0

= fq
p(zg) = f(zg)
b) p(zg) = Z(fggj( x) + fih(x))

<.
Il
o

= fqg;(wq) + f;h;(wq) + Z (fjg;' (zq) + f]lh; (zq))
§=0
= fq(Lg(zq)(quq +d ))/ + f;(Lg(mq)(xq - xq)),
+Z (5 (2L;( xq)L (q)(cjTq + d; )"'L (zq)c;) +f_] i(@q))
7=0

= fo(L3(xg)(cquq + dg)) + fo(L3(2q)(xq — z4))

+ Z 0 + f5(2L;(2g) L} (x4) (24 — x;) + L (x,)))

Jj=0

= fq(Lg(xq)(quq + dq))/ + fé(Li(xq)@q - mq))/ + Z Ofgl
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= fq(2Lq(xq)L:;(xq)(cqxq +dg) + Li(xq)cq) + fz;((L?;(xq))/(xq - xq) + L?;(xq))
= fq(QL;(xq) 1— QL;(xq)) + fc;(2LIq(xq)(xq —zg) +1)
/
P(rg) = flzg)
Wegen der Giiltigkeit der Behauptungen a) und b) ist die Interpolationsforderung erfiillt.
O

1.5 Inverse Interpolation

Héaufig sind in den Anwendungen nicht Ndherungen fiir Funktionswerte einer gewissen Funk-
tion f, sondern fiir deren Umkehrfunktion f~! gesucht. Falls f eine eindeutig umkehrbare
reelle Funktion ist und eine Nullstelle x = z¢ besitzt, so kann man xg mit Hilfe der Um-
kehrsfunktion (auch: inverse Funktion) bestimmen: zq = f~1(0).

Eine Tabelle von Funktionswerten ist gleichzeitig eine Tabelle von Werten der Umkehrfunk-
tion, wenn man Stiitzstelle und Stiitzwert vertauscht.

Beispiel 1.7: Gegeben sei folgende Tabelle fiir die Langevin-Funktion f(x) = % — In(x)

T | 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3
f(z) | 1.7852 1.4731 1.2165 1.0 0.81378 0.65102 0.50687

Gesucht ist der Wert von f~1(y) fiir y = 1.05, wenn eine kubische Interpolation angewendet
wird. Wahlt man die Werte 1.4731, 1.2165, 1.0 und 0.81378 als Stiitzstellen aus, so erhéilt
man z.B. mit Hilfe der Lagrange-Interpolation oder der Newton-Interpolation den Néhe-
rungswert f~! =~ 0.9753.

Inverse quadratische Interpolation:

Die sogenannte inverse quadratische Interpolation ist ein Verfahren zur gendherten Losung
der Gleichung f(z) =0

Die Umkehrfunktion f~! von f wird in drei Stiitzpunkten (yx_2,%r_2), (Yx—1,Tx—1) und
(yk, ) interpoliert und der Funktionswert des so erhaltenen Polynoms an der Stelle y = 0
als neuer Naherungswert zy; verwendet wird.

Ansatz: pa(y) = ao + a1y + azy?

ao + a1yr—2 + a2yp_y = Tp_2
ap+ ayp—1+asyi_ | = Tp_1
ao +a1yr + azyi = T
a1(k—2 — Yp—1) + a2(Ui—o —Yi_1) = Th-2—Tho1
ar(yh—2 — Yx) + a2(Yo_o — Yi) = T2 — Tk
o = o muD@h2 — o) = (o — g (a2 — )
V-2 = Y (Wr—2 — ye—1) — (Y7o = Yi—1) (Yk—2 — Y1)
(Yr—2 — yr)(Th—2 — Tp—1) — (Yr— 2—yk 1)(Tp—2 — xp)
S (7 - CYARP Y R (7B 0 | (Y
k—2 k—2 " Yk—1
a = Tk-2 — QG1Yk—2 — agyk,Q = Tk+1
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Nun wird das oben beschriebene Verfahren auf die drei Stiitzpunkte (yx—1,2x—1), (Yx, Zx)
und (Yg+1, Tr+1) angewendet. Dieses Verfahren kann bis zur der gewiinschten Genauigkeit
wiederholt werden.

1.6 Interpolationsfehler

Manchmal ist eine Funktion f(z) bekannt, aber sehr schwer auszuwerten. Dann besteht die
Mboglichkeit (n 4 1) geeignete Stiitzstellen zu wihlen und ein Polynom n-ten Grades durch
die Stiitzpunkte zu legen. Nun stellt sich aber die Frage, wie gut approximiert p,(z) die
Funktion f(z) an Zwischenstellen z # x;.

OBdA. gilta<zg<a1 <2< ...<Zpo1 < Zp <b. Sel f(z) =pp(z) + Rps1(x), dann
stellt sich die Frage nach dem Wert des Restgliedes R, 11(x) = f(z) — pn(z).

Satz 1.9: Sei p, ein Polynom n-ten Grades, das Interpolationspolynom einer Funktion
f € C""la,b] zu den paarweise verschiedenen Knoten a < zg < 27 < ... < x, < b,
dann gibt es fiir jedes = € [a, b] ein € € (min{zg, z}, max{x,,z}) mit

Roa(2) = () = pale) = L T (o). (119)
" k=0

Bemerkung 1.9: C%a,b] ist die Menge aller g-mal stetig differenzierbaren Funktion auf
dem Intervall [a,b]. Eine Funktion ist stetig differenzierbar, wenn ihre erste Ableitung exis-
tiert und stetig ist.

Beweis 1.9:
Fall 1: v = x;
Pn(ﬂfi)(;lf(l‘i) = Ryy1(z;) =0
und f(Tl)(F) [Theo (@i — i) =0.
Fall 2: © # x; und x ist fest
Es werden folgende Funktionen definiert:

wp(t) =t —zo)(t —x1) .. (t—xn) (1.20)
f(@) = pu(x)

t) == f(t) — pn(t) — n(t 1.21
o(0) 1= 1(0) = pa(t) - L2 (121)
Es gilt g(t) € C™"[a, b], weil f(t) € C™*1[a, b] nach Voraussetzung und p,, (t) und wy, (t)
Polynome sind. Die Funktion g(¢) besitzt (n+2) verschiedene Nullstellen in [a, b]. Diese

Nullstellen sind zg,z1,..., %, z. Demzufolge besitzt ¢g(*1 (t) mindestens eine Null-
stelle € mit € € (min{xo, 2}, max{z,,x}). Aus Gleichung (1.21) folgt:

xTr)— x U}1(q,n+1)
0= g(n+1)(£) _ f(n+1)(£) _pn(g) o (f( ) pn( )) (5)

Daraus folgt wegen p;"+1)(§) =0:
Ryt1(z)(n+1)!
(n+1) _ n+1
Umstellen nach R,,11(z) liefert:
(nt1) ()
Roa@) = & ] (@ =)

(n+1)! k=0
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Da es keinen weiteren Fall gibt, ist Satz 1.9 beweisen.
O

Die Funktion f (”‘H)(x) kann ”grof” werden im Vergleich zu der urspriinglichen Funktion
f(x), so dass p,(z) an Zwischenstellen stark oszilliert.
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Kapitel 2
Spline-Interpolation

Die Grundidee der sogenannten Spline-Interpolation besteht darin, Polynome geringen Gra-
des durch je zwei benachbarte Stiitzstellen zu legen, um so Zwischenstellen leicht interpo-
lierten zu konnen.

OBdA. gilt zp <z1 <22 <...<ZTp_1 < Ty.

Wenn man linear interpoliert, erhiilt man folgenden Spline s(z):

Db (o~ o) + fo fiir @ € [z, 2]
Ll =)+ fo fiiv 2 € [z1, 22]
s(@)={ BB —w)+ o fiir 2 € [, 23]

M(x —Tp_1)+ fono1 fUrz € [x,_1,2,]

Tp —Tn—1

Definition 2.1: Spline
Sei Ay, i=a=xz9g <21 <2< ...<Tp_1 < xp, =>0ein Gitter von n + 1 paarweise
verschiedenen Knoten.
Ein Spline vom Grad m (oder der Ordnung m + 1) beziiglich A, ist eine Funktion
s € C™ Ya,b], die auf jedem Intervall [x;, z;41] mit einen Polynom s; (vom Grad m)
iibereinstimmt.
Der Raum der Splines vom Grad m wird mit Sy, (4,,) bezeichnet.

Definition 2.2: Interpolierender Spline
Ist f eine auf [a,b] gegebene reellwertige Funktion bzw. fo, f1,..., fn € R gegebene
Stiitzwerte, so heifit sy € S, (Ay) ein f bzw. fo, f1,..., fn interpolierender Spline, falls
sf(x;) = f(x;) baw. s¢(z;) = fi, 1 =0, 1, ..., n, gilt.

2.1 Kubische Spline-Interpolation

Das menschliche Auge nimmt keine Unstetigkeiten (”Spitzen”) in der Kriimmung, d. h. der
zweiten Ableitung, wahr. Also werden zweimal stetig differenzierbare, kubische Splines als
7glatt” wahrgenommen.

= s; soll ein Polynom dritten Grades sein.

OB dAglhtar<z<az<...<Tp_1<Ty.
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Ansatz der Interpolation durch kubische Splines:

Im Intervall [z;,2;41] miti=0, 1, ..., n - 1 soll

si(x) =a; +bi(z —x;) + %(x—xi)2+%(x—xi)3 (2.1)
gelten.
Der Spline s wird also durch n Splines s;, i = 0, 1, ..., n - 1, mit je vier Koeffizienten

(ai, bi, ¢, d;) charakterisiert, d.h. es miissen 4n Koeffizienten bestimmt werden.
Zusitzlich zu der Interpolationsbedingung s(x;) = f; werden noch folgende Verheftungsbe-
dingungen gefordert:

$i(Tiv1) = Siv1(Tit1)
si(xi+1)282+1<xi+l) iZO,l,...,n—Q
si (@iv1) = 81 (iv1)

Aus der Interpolationsbedingung und den Verheftungsbedingungen ergeben sich (n + 1) +
3(n — 1) = 4n — 2 Gleichungen. Also werden zwei zusitzliche Bedingungen gebraucht.
Es konnen folgende Félle vorliegen:

e natiirliche Randbedingungen:

s"(z9) =0
s"(x,) =0
e Hermite-Randbedingungen:
s'(zo) = fo
s/(xn) - .ﬂz

e periodische Randbedingungen:
s'(z0) = 5" (xn)
S”(.’L‘O) — Sll(mn)

Wegen s € C?[a, b] folgt aus Gleichung (2.1):

&

si(x) = bi+Ci($—.’L‘i)+2(.’E—$i)2, i=0,1,...,n—1 (2.2)
i

si(x) = c¢+dilx—x), i=0,1,...,n—1 (2.3)

Fiir z = z; folgt nun aus (2.1), (2.2) und (2.3):
C; 2 di 3
si(;) Zai+bi(xi—$i)+§($i—$i) +E(xi_1‘i) =a;
= a; = fz (24)
/ di 2

S;/(l‘l) =c; + dl(l‘l — Ii)
= s () = ¢ (2.6)
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In den nun folgenden Betrachtungen werden die Absténde zwischen den Stiitzstellen als
dquidistant angenommen, damit die Umformungen kompakter dargestellt werden kénnen.
Also existiert eine konstante Schrittweite h:

h:= Tit1 — T4

Fiir © = 2,41 folgt nun aus (2.1), (2.2) und (2.3):
C; 2 dl 3
si(@ig1) = a; + b1 — xi) + §($i+1 —x;)° + E(%H — ;)

di

= Si($i+1) =a; + bjh + %hz + Eh3 (27)

d;
si(wir1) = bi 4+ ci(@ip1 — x4) + 5(3«“i+1 —z;)?
/ d; 2
s (zip1) = ¢ + 1+ di(x; — x3)
= 57 (Tit1) = ¢ +dih (2.9)
Nun wird versucht die Koeflizienten a;,b; und d; mit i = 0, 1, ..., n - 1 als Funktion von
€o,C1,--+,Cn_1 und ¢, darzustellen. Dabei ist es unwichtig, dass ¢, in keinem Spline s; als

Koeffizient verwendet wird, wenn ¢, trotzdem eindeutig bestimmbar ist.
Alle a; sind durch Gleichung (2.4) eindeutig als Funktion von ¢, k = 0, 1, ..., n, bestimmt.
So dass nur noch b; und d; als Funktion von c¢; dargestellt werden miissen.

Aus s (2i11) = 57y (2i41) mit i =0, 1, ..., n - 1 und den Gleichungen (2.6) und (2.9) folgt:
¢ +dih = cip1

S e & B (2.10)

h
Aus s;(xi41) = Si+1(2+1) und den Gleichungen (2.4) und (2.7) folgt:

ai+bih+%h2+€h3 = a4
C; 2 di 3
:>f1+bzh+§h +€h :fi+1

Unter Verwendung von Gleichung (2.10) folgt daraus:

bih = (fipr — fi) = 2 h? — S
2 6
p — Jier = fi  civn + 26
! h 6
Jetzt miissen noch die ¢, mit k = 0, 1, ..., n bestimmt werden. Aus sj(z;y1) = sj,(Tiy1)
miti=20, 1, ..., n- 2 folgt:

h (2.11)
di
bi + Cih + 5h2 = bi+1
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Wegen den Gleichungen (2.10) und (2.11) folgt daraus:

firr = fi h(ciy1 +2¢i) hcivi —¢i) _ fiva — firr  hlCiva +2¢i41)

ih
h 6 Faht /T h 6
i —2fim+ fi
= ¢ +4ci41 + Civa = 6f f;;l ! +2 (212)
Natiirliche Randbedingungen:
Die natiirlichen Randbedingungen einer Spline-Funktion sind:
s'(zg) = 0
s"(xz,) = 0
Wegen Gleichung (2.6) ist co = si(xo).
=co=0 (2.13)

Aus s} (zi41) = 87,1 (2441) mit i =0, 1, ..., n - 1 und Gleichungen (2.6) folgt s, | (z,) = cn.

= =0 (2.14)

Aus den Gleichungen (2.12), (2.13) und (2.14) ergibt sich folgendes Gleichungssytem:

1000 000 co 0
14 10 00 0 e So=2f1tf)
01 41 0 00 Ca S(fiz2fatfs)
. = " (2.15)
0000 ... 141 e I TAREYS)
0000 ... 001 Cn 0
Hermite’sche Randbedingungen:
Die Hermite’schen Randbedingungen einer Spline-Funktion sind:
s'(wo) = fg
S/(xn) = .ﬂz
Aus Gleichung (2.11) folgt
6(f1 — bh
c1+ 260 = w (216)
Aus s),_,(z,) = f,, folgt wegen Gleichung (2.8)
d2
bn—l +Cn—lh+ n2—1 = frll
fo—foo1 (en+2ch—1)h  6ch—1h  (3cn —3cn_1)h ,
= — =
h 6 + 6 * 6 In
6 n—1"Jn + ;h
= Cp1 + 26, = (Fna h]; ) (2.17)
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Aus den Gleichungen (2.12), (2.16) und (2.17) ergibt sich folgendes Gleichungssytem:
6(f1—fo+flh
00 ..00°0 PP
1 0 ... 000 e w
4 1 00 0 e IS TR
= , (2.18)

2 1

S =
—_

Crn—1 G(fn7272‘£n71+fn)

0 1
h

2 Cn 6(fn—1—fotfih)
h2

0 0 1 4
0 0 0 0 1

o0 -

Periodische Randbedingungen:
Die periodischen Randbedingungen einer Spline-Funktion sind:
s'(x0) = '(an)
S”(:L‘o) — Sll(xn)
Aus §'(zg) = s’ () folgt wegen den Gleichungen (2.5) und (2.8)
dn—l
2

76”*1; n p2 (2.19)

Aus §"(xg) = " () folgt wegen den Gleichungen (2.9) und (2.10)

bn_lh = boh — Cn_lh2 — h3

= bp_1h =boh —

€y = Cp—1 +dn_1h

=co=cp (2.20)
Wegen Gleichung (2.7) gilt

Cn—1,2 dn—l 3
h —h>=f,
2 + 6 /

Daraus folgt wegen den Gleichungen (2.4), (2.10), (2.11), (2.19) und (2.20)

Cn—1,9 dnfl 3
h? + L3 = f,
2 + 6 /

ap—1+ bnflh +

fn—l + bn—lh +

Cn—1 + Cn ;9o Cn—1,9 Cn —Cp—1,9
h h h* = fn— fn_
2 + 9 + 6 Jn— fn—1

2cy +c 3¢y, Cp — Cn—
= (fi— fo) — %hZ - ThQ + Tth = fn— fn-1

= —(2c0 + 1+ 1+ 2¢0)B* = 6(fn — fu-1) — 6(f1 — fo)
6(f1 — fo) = 6(fn — fn-1)
2
Aus den Gleichungen (2.12), (2.20) und (2.21) ergibt sich folgendes Gleichungssytem:
6(f1_f0)_62(fn_fn—l)

= boh —

400 +c1+Cho1 = (221)

4100 ...01 0 co h
1 4 1 00 0 o) w
01 4 1 0O 0 O Co 6(f1—2{2+f3)
) _ = " (2.22)
000 0 1 4 1 Cnot 6<fn72—2'§n71+fn)
1000 00 —1 Cn b
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Anhang A

Ableitungsberechnung

Hinweis: 1
(k) +'(k—+1> - (k—%l)’denn
nn—1-..-(n—k+1) nn—-1) -...-(n—k) :n(n—l)-...-(n—k‘)(k;+1)+(n—/<i+1)
k! (k+1)! k! k+1

Es wird 2V := 1 Vaz festgelegt.
Beziehungen im Horner-Schema:

Qp Ap—1 . a2 a1 ap
bo,n bo,n—1 bo2 bo,1 boyo

b1,n b1,n—1 bi2 bia

bn72,n bn72,n71 bn72,n72
bnfl,n bn717n71

bn,n
bin—t = Tbi p—r4+1 + biz1 n—rk, E>0,9>—1
bin—k =bi1n—k = Qn_k, k=0,i>—1
bim—t = Tbin—r+1 +an —k, k>-1,1=0
Behauptung: .
bin—k = q;) (Z JZF q) A — kot (A1)
Induktionsanfang:

Gleichung (A.1) gilt fiir k =0, denn b; ,_o = a,, und 22:0 ("t antqz? = ay.

Gleichung (A.1) gilt fiir ¢ = 0, denn by g = 2520 Gn—k+qr? und Z];:O (g)an_k+qxq =
Z];:o Un—k4qT7.
Induktionsvoraussetzungen: Gleichung (A.1) gilt fiir k < s+ 1 oder s <t + 1.
Induktionsbehauptungen: Gleichung (A.1) gilt fiir

a)k=s+1

b)i=t+1.
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Induktionsbeweis:
a) by p—(s41) = Tt —(s41)41 T bt—1,n—(s41)

s+1
t+gq t—14+¢
:gcg ( . )an s+qT? + E < . Gp—s—14q27

q=0 q=0

s+1
t+ —1+ t—1
( q)“” s+qxq“+2< q q)“” a1+ (t_1>an_5_1x0

q=1

-3
s+l s+1
= ; (t:qz 1>an s+q—127 + Z ( -1+ q>an_s_1+qxq + (i) g1 2°
s+1
5

t -1 t—1 t
(( T >ansl+q$q + ( + q) an51+qxq> + ( )anslxo
q—1 q t

s+1
_ t+gq q t+0 0
= x; ( >an51+qx + ( . Ap—s—1T

q

s+1
t+q
=z Z ( >an81+q:rq

q=0 4

b) bt+1,n—s = -Tbt+1,n—s+1 + bt,n—s
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Aus Induktionsanfang und Induktionsschritt folgt, dass Gleichung (A.1) fiir alle b; ,,—j gilt.

O

Bezug zur Ableitung: ‘
Aus f'(z) = ZZ;& aqx? folgt fW(z) = Yamo (@ +1)(g+2) - .- (g +)agiz?. Also ist
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