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Kapitel 1

Einleitung

Hiufig ist eine Funktion f(z) gegeben, fiir die zum Beispiel der Rechenaufwand fiir die
Funktionswertberechnung grof§ ist. Deshalb soll eine Funktion F(z) so konstruiert werden,
dass sie leichter zu berechnen ist und moglichst “nah” an der gegeben Funktion liegt. Diese
Funktion F'(x) heifit Approximationsfunktion. Als Approximationsfunktionen werden dann
zum Beispiel Polynome verwendet wegen der relativ schnellen Berechnung deren Funktions-
werte. Fiir periodische Funktionen werden dagegen Summen trigonometrischer Funktionen
als Approximationsfunktionen genutzt.

In anderen Féllen sind in der Nummerischen Mathematik statt einer Funktion f: R — R
nur einige diskrete Funktionswerte f(z;) an endlich vielen Stellen x; gegeben. Dies trifft zum
Beispiel zu, wenn die Funktionwerte f(z;) in der Form experimenteller Daten vorliegen. Dann
sind Funktionen gesucht, deren Graph durch die bekannten Punkte (z;, f(x;)) verlduft.



Kapitel 2

Approximation stetiger
Funktionen

2.1 Begriffe und Definitionen

Es werden Definitionen und Eigenschaften von Matrizen gebraucht, um ein Maf} fiir die
" Abweichung” der approximierenden Funktion F'(x) von der gegebenen Funktion f(z) zu
haben.

Definition 2.1: Vektornorm
Die Abbildung || . ||: R™ — R heiit Vektornorm auf R™, wenn gilt:
| Z]|>0VZ € R" und || & ||= 0 & Z = 0 (Definitheit)
lle-Z|=|c| || Z| Yo eR™AVeeR (Homogenitit)
NZ+7|<||Z||+ || 7] VT 7€ R (Dreiecksungleichung)

Definition 2.2: L,-Norm
Sei f(x) eine auf [a,b] stetige Funktion.
Die stetige L,-Norm ist definiert als
| £(@) [lpi= ([} | f(x) P dz)? fix 1 < p < o0, p ganzzahlig,
und || f(2) [loor= 70 | f(2) |

Definition 2.3: Symmetrie einer Matrix
Eine quadratische Matrix A ist symmetrisch, wenn A = AT gilt.

Definition 2.4: Positive Definitheit einer Matrix
Eine quadratische Matrix A ist positiv definit, wenn VZ& € R", Z # 0 die Ungleichung
FTAZ > 0 gilt.

2.2 Approximation mittels allgemeinem Ansatz

Der Graph einer Approximationsfunktion F(x) soll in einen Intervall [a,b] mdglichst "nah”
an den Graph einer gegebenen, stetigen Funktion f(x) liegen. Da der Gebrauch der quadrati-
schen Norm (Lo-Norm) iiblich ist, lautet die Approximationsforderung:

| F(z) = f(2) [[a— min (2.1)



Wegen der Monotonie und der Nichtnegativitit der quadratischen Funktion || . ||? wird im
Weiteren nur || . ||3 betrachtet, so dass || F(x) — f(z) ||3 minimal sein soll.
| F(z) = f(2) |3 min (2.2)

Mit der auf dem Intervall [a,b] stetigen Funktion f(z) wird fiir die Approximation F(z) der
folgende Ansatz

F(x) = Z%‘gj(x) (2.3)

mit den stetigen, vorgegebenen Funktionen g;(x) und gesuchten, reellen Koeffizienten a;
gemacht. Es wird wegen der Forderung (2.2)

Q(a1, az,....an) :=[| F(z) = f(2) |I3 (2.4)

definiert. Damit gilt nun mit der Definition 2.2 und Ansatz (2.3):
b n
Qar, a2 sa) = [ Y ajgsla) - f(a) do (2.5)
a =1

Nach dem notwendigen Kriterium fiir ein Extremum miissen die ersten partiellen Ablei-
tungen von @ gleich null sein. Durch partielle Differentiation von Q(ay,as, ..., a,) nach ag,
k =1, 2, ..., n, ergeben sich die folgende Gleichungen

aiQ: b

dar = ). 2(;ajgj(x)ff(x))gk(:c) dr, k=1,2, .., n (2.6)

Nun wird S’TQ gleich null gesetzt, so dass
k

b
[ @1610) + 0200(0) + .+ anga () = S@)g(e) do = 0 (27)
a
folgt. Umformen von (2.7) liefert das Gleichungssystem

L g@g(@)dz - [ ga(x)gr(z)da a 2 f(2)g1(x)d
: : : : = : (2.8)

I gi@)ga(@)dz - [) gu(x)gn(z)dz an 2 f(@)gn()da

Da die Koeffizientenmatrix von (2.8) symmetrisch ist, besitzt das Gleichungssystem eine
eindeutige Losung @ = (ai,as,...,a,)T, wenn die Koeffizientenmatrix positiv definit ist.
Durch Einsetzen der berechneten Koeffizienten in (2.3) folgt die Funktion F(z). Die zweiten
partiellen Ableitungen von Q(a1, as, ..., a,) werden benstigt, um das hinreichende Kriterium
zu iiberpriifen.

82Q 32Q b b
3d " Bares fa g1(x)g1(x)dz - fa gn(x)g1(x)dx

2 2 b b
8?1131 e ga% fa g1 (x)gn(x)dx e fa gn(l‘)gn(:ﬂf)dm

Die rechte Matrix der Gleichung (2.9) ist die Koeffizientenmatrix der Gleichung (2.8). Somit
ist @ fiir jede eindeutige Losung von (2.8) ein Minimum.



2.3 Approximation mittels Polynomen

Da Funktionswerte und Ableitungen von Polynomen (geringen Grades) leicht zu berechnen
sind, wird fiir die Approximationsfunktion der Ansatz

(x) = Z a;z! (2.10)

gemacht. Mit g;(z) = 27 und einer Indexverschiebung sind die Gleichungen (2.3) und (2.10)
dquivalent. Also gilt die zu (2.7) dquivalente Gleichung

b
/ (ap + a1z + apa® + ... + apz™ — f(x))z¥ de =0, k=0,1,..,n (2.11)
a
Nach Integration ergibt sich die folgende Gleichung fiir jedes k
ao(bk+1 o ak+1) al(bk+2 - ak:+2) an(bk+n+1 . ak+n+1) /b .
— der=0 (2.12
kot 1 N I R k+n+1 af(x)x z=0(212)

Umformen von (2.12) liefert das folgende Gleichungssystem

b2 —q2? pntl_gn+l b
bz_g 32 3 +£L+1 +2 %0 fél (.’L‘
b2 p3 2 prt2_gn
e 5 e ay I (:r)xdx
(2.13)
prtl_gntl pnt2_ 2 p2n+l_2n+1 an "dm
n+1 n+2 2n+1

Sei A die Koeffizientenmatrix von (2.13) und ' = (pg,p1, ..., pn)", dann gilt

n n
PrAF=>_|p> ( 't d:cpJ

i=0 =0

b n n
ﬁTAﬁ:/ me"zmxj dx (2.14)
a =0 =0

Die Gleichung (2.14) lisst sich auch wie folgt darstellen

b/ n 2
ﬁTAﬁ:/ (me) dx (2.15)
a =0

Da der rechte Term von (2.15) gréfler als null ist, falls p;z° # 0 fiir mindestens ein
i € {0,1,....,n}, ist die Koeffizientenmatrix A positiv definit. Des Weiteren gilt A = AT,
so dass das Gleichungssystem (2.13) wegen der positiven Definitheit und der Symmetrie der
Koeffizientenmatrix eindeutig 16sbar ist. Die Losung @ dieses Gleichungssystems liefert die
Koeffizienten des Polynom F(x).

Wird die Funktion f(x) auf dem Intervall [0,1] betrachtet, so hat die Koeffizientenmatrix
A =: H, folgende Form

1 1 _1
2 1
11 "
2 3 n+2
H, = . . . . (2.16)
n+1 n+2 2n+1



Die Matrix H,, wird als HILBERT-Matrix bezeichnet. Fiir grofie n ist die HILBERT-Matrix
schlecht konditioniert, so dass geringe nummerische Abweichungen der Elemente der Matrix
grofle Abweichungen des Vektors @ bedeuten kénnen.

2.4 Approximation periodischer Funktionen

Die Bewegung gekoppelter Schwinger kann durch eine periodische Funktion mit einer kleins-
ten Periode py beschreiben werden. Bei vielen schwingenden Kérpern wird der Aufwand zur
Berechnung von Funktionswerten sehr grof3, so dass eine periodische Funktion gesucht wird,
welche die gegebene Funktion approximiert. Bei geeigneter Skalierung der Abszisse betrégt
die kleinste Periode 2.

Satz 2.1: Sei f(z) eine periodische Funktion mit der Periode 27 und iiber [—7, 7] quadratisch
integrierbar, dann ist

Z ay, cos(kx) + by sin(kx)) (2.17)

l\.’)\»—~

die beste stetige Approximation, wenn gilt

1 ™

@ = - f(z)dz (2.18)
™)

ap = 1 f(z)cos(kz)dr, k=1,2,...,m (2.19)
™ —T
1 ™

bk = — f(.’L') Sin(kx)dm, k = 1727"'7m <220)
T

Beweis 2.1: Fiir die beste Approximation von f ist
Qat: 1. estmsbrsb) = [ (F(a) = f(2)da (221)

minimal. Damit Q(ag, a1, ..., @m, b1, ..., by, ) minimal ist, miissen nach dem notwendigen Kri-
terium fiir Extrema die ersten partiellen Ableitungen nach den Variablen ay, by gleich null
sein. Es gilt

9Q - g/w <1a0 + Z (aq cos(qx) + by sin(qx))) dx — ! f(z)dx

8@0 2 — 2 = .
272) = %ao (m— )+ Z </ aq cos(qz)dx + B bg Sin(qx)da:> — - f(z)dzx
% = ao7r+z aq(sin(qm) — sin(—Qw))—i—Z by(—cos(gqm) + cos(—qm))— | f(z)dz (2.22)

0 q=1 g=1 -7

Aufgrund der Ganzzahligkeit von ¢ gilt sin(¢m) = sin(—q¢w) = 0. Die Cosinusfunktion ist

eine gerade Funktion, es gilt cos(x) — cos(—z) = 0. Deshalb folgt nun
g—i = agm — - f(z)dx (2.23)



Firk =1, 2, ..., m gilt

2Q

T = 2 (0= s ety

- /_ : gao cos(kz)dz + /_ T; qﬁ; 2a, cos(qz) cos(k)dz
+ L ) ; 2b, sin(gz) cos(kx)dx — 2 L ] f(x)cos(kx)dx
= /_T; agpcos(kx)dx + /_7; i aq(cos((q + k)x) + cos((q — k)x))dx
+ /: ZZ by(sin((q + k)z) + sin((q — k)x))dx — 2 /7; f(z) cos(kx)dx
= ao(sin(km) — sin(—km)) + zm; /_ : aq(cos((q + k)x) + cos((q — k)z))dx
+ gl /_T; by(sin((g + k)z) + sin((q — k)x))dx — 2 /_7; f(x) cos(kz)dx (2.24)
Da [ cos((q — k)z)dow = 22U=BD st muss ¢ = k seperat behandelt werden. Somit folgt

aus (2.24) und sin(kn) = 0 wegen ganzzahligem k

%Z - Z /7r ag(cos((q + k)x) + cos((q — k)z))dx

q=1,q#k" "
S / " b (sin((g + k)z) + sin((q — k)))da
q=1,q#k~ T

+ ag(cos(2kz) + 1) + by sin(2kx)dx — 2/ f(z) cos(kx)dx

/.
>

)
[ aateostia+ k) + cos((a — )i

2

=1,q#k
m

+ 2 [ btintta+ ko) + sin(la — )i
q=1,g#k" "

+ag (sin(2km) — sin(—2k7) + 7 — (—7))

+bi(— cos(2km) + cos(—2km)) — 2[ f(z) cos(kx)dx

B i —cos((q+ k)m) + cos(—(¢+ k)m) —cos((q — k)m) + cos(—(q — k)m)
o q_g;ékbq( q+k + q—k )
+2a,m — 2/_7r f(z) cos(kx)dx (2.25)



Da die Cosinusfunktion gerade ist, folgt wegen der Ganzzahligkeit von ¢ und k aus (2.25)
die Gleichung
oQ

— = 2apm — 2 f(z) cos(kz)dx (2.26)
8ak -

Firk =1, 2, ..., m gilt

oQ " .
P 2/ (F(z) — f(z)) sin(kx)dx

—T

Analog zur Herleitung von Gleichung (2.26), wird die Gleichung

a us
9@ _ 2bpm — 2 f(z)sin(kz)dx (2.27)
8ak -
hergeleitet. Da Q(ag, a1, ..., Gm, b1, ..., by) nur dann minimal wird, wenn g—ﬁ = gfl S =
00 _ 0@ _ (98@ = 0 gilt, folgen aus (2.22), (2.26) und (2.27) die Gleichungen (2.18),

Oa,, _ Oby
(2.19) und (2.20) Dabei wird auf den Nachweis verzichtet, dass die hinreichenden Forderung
erfiillt wird.

Bemerkung 2.1: Die Funktion F'(z) (2.17) ist die so genannte FOURIER-Entwicklung der
Funktion f(z).

Der Integrand der rechten Seite ist im Allgemeinen komplizierter als der Integrand der
zu approximierenden Funktion. Deshalb wird dieses Integral mit Hilfe von Interpolations-
quadraturen nummerisch berechnet.

2.4.1 Schnelle FOURIER-Transformation

Die Integrale [ f(z)dz, [*_f(z)cos(kz)dz und [ f(x)sin(kz)dz, k =1,2,...,m, sind
meist nur schwer berechenbar. Deshalb sind die Koeffizienten ag, a1, ..., am, b1, ..., by
von (2.17) ebenfalls schwer berechenbar, so dass sie mit Hilfe der schnellen FOURIER-
Transformation (engl. Fast Fourier Transform) bestimmt werden. Die Approximationsauf-
gabe werde als diskretes Problem mit N = 2P Stiitzstellen betrachtet.

Mit z; := %j und f; = f(z;), j = 0, 1, ..., N-1, konnen die Koeffizienten
ag, a1, - - -, am, b1, ..., by, nummerisch mittels Trapezregel berechnet werden: Anstelle der
stetigen Funktion f wird die stiickweise lineare Funktion f* integriert, die an den Stellen x;
die Funktionswerte f; besitzt. Dann folgt aus (2.18), (2.19) und (2.20)

2

—1
fijcos(kxj), k=0,1,...,m (2.28)
1

2\!\3

N—
Z ssin(kx;), k=1,2,...,m. (2.29)

2 \

Die Funktion F(z) = $ao + Y-, (a cos(kz) + by, sin(kz)) aus Satz 2.1 kann mit Hilfe der
Euler’schen Formel als

1 m eikz + efikz eik:w o efik:w
F(z)=gao+ ) (ak 5 + b ) (2.30)
k=1




dargestellt werden. Dabei bezeichnet 4 die imagindre Einheit.
Nun kann F'(z) wie folgt umgeformt werden.

b ibr _;
(e )y

. i by e Cetib_g e
Mit den Substitutionen ¢y := 3aq, ¢; == % firk=1,2, .., mund ¢ := Wr# fiir

k=-m,-m+ 1, ..., -1 gilt
> e (2.32)

k=—m
Fiir die nummerischen Koeffizienten werden die analogen Substitutionen c¢f := 1ag,
¢ = ‘1’2_7;[”“* firk=1,2, .., mund ¢} := % fiir k = -m, -m + 1, ..., -1 gemacht, so
dass gilt
N-1 N-1
. 1, 12 1
Co = 5% = §N : fj COS(O) = N Z fj (233)
j=0 j=0
Firk =1, 2, ... m gilt
ar —iby 1 [H iy
g = -k 5 e N Z fjcos(kx;) —1i Z fjsin(kz;)
7=0 7=0
N— =
Z (cos(kxj) —isin(kz;)) = =~ fre ki (2.34)
j=0 7=0
Firk =-m,-m + 1, ..., -1 gilt
a*, —ib* 1 — =
cp = % =5 Z fjcos(—kaj;) +1 Z fjsin(—Fkx;)
j=0 Jj=
= 1 Nl
= & 2 fileos(kay) —isin(ka;) =+ D e (235)
=0 j=0
Damit gilt ¢, = % Z;‘\!ol fje’“”f fir k = -m, -m+1, ..., m
Bemerkung 2.2: Die Zahl c¢*, = g ist die konjugiert komplexe Zahl zu ¢ fiir
k=1,2,.. m
Es wird die Bezeichnung
N-1
e = Ncj, = Z fre ke (2.36)
§=0

eingefiihrt, da ein ﬁ konstanter Faktor ist. Mit wy := e~*% gilt

N—

N—-1 N—-1 . N— .
o= ek = 37 e R = Z ( ) Fwkd (2.37)
=0 =0

j=0 Jj=0

>_-

10



) il
Angenommen k ist gerade, d.h. k = 2t, so gilt wfv] = wéc\,(J+2N) wegen

) kj ) . . 2t om i iom ) : i N
’LU];VJ = (672%> = <€7Z2Wﬂk]> (eil%%) — e(fz%kjflzﬁ%zt) — efl%r(kJJF%k’) — wf\f(J-’_ 2 )

Daraus folgt nun

~ Ok 1k (F-1k
ck = Jowy' + frwy’ + . 4 fx_qwy
N N _
+f%w]\2/k + f%HwE\f Ok + ...+ fN_1’w§VN Dk
- 0k 1k (F -1k
ek = (fo+ fy)wy + (fr + fy)wny + o+ (Fy g + Iv-1)wy (2.38)

Mit g; := f; + f%ﬂ» ist (2.38) dquivalent zu der folgenden Gleichung.

N
- 0k 1k 2~k
k= GowN T GwN .+ gy qwy

J-1
_ kj
= 9iWpN
j=0

w|Z

-1
= gj (wi)?
=0

= Z gng (2.39)
2

. . kj _i2m kg _i2m L o\ t+1
Falls k ungerade ist, d.h. k = 2t + 1, so gilt wegen wjy; = (e N) =e *NHM ((—1) )

= e IRk (—])e R R (24D = (_1)6(—i%kﬁ—i%"%’f) = e IFROFRR) = _wfv(ﬂ%k)
N J-1)k
Cr = fow%ﬂ+f1w11\;€+--'+fg—1w§v2 :
N N .
N J-1k
o€ = (fo— F )l + (fi = fyy)wl + o+ (fy = Fyv-Dwy?
|
. i 2tj
Ck = Z (f5 = f%ﬂ‘)w?vaJ
=0

Mit h; == (f; — f N H)wg\, ergibt sich aus der oben stehenden Gleichung die folgende.

hng (2.40)
§=0

Unter FFTy ist die Bestimmung von N Variablen ¢, k = 0, 1, ..., N, zu verstehen. Mit
(2.39) und (2.40) kann jede FFTxn mit N Gliedern in zwei F'F Ty mit & Gliedern iiberfiihrt

11



werden.
Wegen (2.36) gilt

(2.41)

Die Riicksubstitutionen der cj ergeben afy = 2¢f, a} = cf + ¢*, = ¢} + ¢; = 2Re(c}) und

b: = i(c;

—c*,) =i —cf) = —2Im(c}), k=1, 2, ...,
c;, und Im(c}) der Imaginérteil von cj.

m. Dabei ist Re(c}) der Realteil von

Beispiel 2.1: Gegeben seien die Daten (0,1), (§,3), (5,-1), (37”,—2), (m,-1), (%,—3), (37“,2),
und (Z£,0). Gesucht ist die beste Approximation F(z) mit
= ?0 + ; ay, cos(kx) + by sin(kz)) + % cos(4x)
Mit Hilfe des folgenden Schemas werden die Koeffizienten ¢j, berechnet:
dual | FFTg | 2 FFT4 (1. Red.) | 4 FFT5 (2. Red.) | 8 FFT; (3. Reduktion) dual

fo | fooo |1 0 1 -1 o | ooo
Ji | foor |3 0 —2 3 ¢y | Cloo
fg f010 —1 1 —1 -1 - 21 C,2 8/010
f3 fOll -2 -2 —27 -1 + 2 C% C/110
f1 | fooo | —1 2 2+ 3i (2+4v2) + (3—2v2)i | ¢} | choo
fs | fin | =3 3v/2i 4y/2 — 21/2i (2—4v2) + (3+2v2)i | ¢ | chon
fo | fio |2 3i 2 —3i (2—4v2) — (3+2vV2)i | & | chiy
fr ] fin |0 V2 + /20 —4V2-2V2i | 2+4V2) - (3-2V2)i | & | dhyy

Nach (2.41) und Riicksubstitution folgt ag = 2c) = —% und die Werte der anderen Koeffi-
zienten:

8

142v2 3-2v2 . 1 1
7§ —5 cos(z) — — sin(z) — 1 cos(2zx) + 3 sin(2x)
1-2V2 3+2V2 3
—&—T cos(3x) + — in(3x) + 3 cos(4x)

(2.42)

Bemerkung 2.3: Wenn die Indizes k£ und j der fi und der ¢; im Dualsystem dargestellt
werden, so ist ersichtlich, dass die Indizes der f, invers zu den Indizes der ¢; in der gleichen
Zeile sind.

Bemerkung 2.4: Beispiel 2.1 ist auch eine Interpolation, da die Anzahl der Stiitzstellen
gleich der Anzahl der Koeffizienten ist und der Graph von F(x) durch die gegebenen Punkte
verlauft.

F(0) = —1 4 12v27 _ 3=2v3( _ 194 1o 1=2v29 4 3438 4 31 —
F(%)=—é+”3f§—3‘}”?—%0+%1+i1‘3§‘7ﬂ+3;if§+%( 1)=3
F(g):_%_"_l-i-% 20_3—2 21 1( 1)+ 10+ 1—2 20+ 342 2( 1)_’_%1: 1

R =~ + B =1 S8 0o L(1)4 1A 4 M2 43 = -2
F(r) = — é+1+2\/§( 1)_37421\/0_114_104_1 2[( 1)+3+2f1+% -1
F(ory= 14 142V2 2 3-2v3-va 1oy 194 1-2V203 3420 V2 | 3(_ 1) — _3
F(3m) = -1 122 3-2va () L1y 4 1o 4 1=2v2 2\f0+3+2f1+ 31 =
F(Imy = -1 12vaVa 3-2Va V3 1oy 1 q)q 1o 2ﬂ‘f+3+2ﬁ‘f+§( 1)=0

12



Kapitel 3
B-Splines

Die Grundidee der sogenannten Spline-Interpolation besteht darin, eine Kurve durch diskrete
Punkte mittels ”aneinander gehefteter” Funktionen zu beschreiben, um so Zwischenstellen
leicht interpolieren zu kénnen. Dabei sind die Funktionen, die stiickweise auf den Intervallen
definiert sind, durch bestimmte Forderungen verheftet.

Wird iiber ein Gitter g < 21 < 22 < ... < x,_1 < T, linear interpoliert, so entsteht folgende
Funktion s(x):

{L') _ fi+1 - fz

(x —x)+ fi, ®€[x5Hmipr),i=0,1,...,n—1
Tiy1 — Ty

Der Graph dieser Funktion ist ein Polygonzug.

Definition 3.1: Innere Knoten und Randknoten
Die Knotenmenge 2, := {z;},, bestimme die Zerlegung des Intervalls [a,b] C R.
Dabei soll a =z < x1 < 22 < ... < Tp—1 < T, = b gelten.
Dann sind z1, xo, ..., x,_1 innere Knoten, xg und z,, die Randknoten.

3.1 Definitionen und Begriffe
Es werden weitere Definitionen und Begriffe benétig.

Definition 3.2: Polynom-Splines
Eine Funktion s: [a,b] — R heifit Polynom-Spline von Grad m, wenn gilt
a) s ist auf [a,b] (m-1)-mal stetig differenzierbar
b) s ist ein Polynom vom Grad m fiir z € [z;,2;41),0 =0,1,...,n — L.
Die Menge aller Polynom-Splines vom Grad m zur Zerlegung 2, wird mit S,,(9,,)
bezeichnet.

Fiir die weiteren Ausfithrungen wird die Darstellung sogenannter abgebrochener Potenzen
(auch: Peano’sche Restglieddarstellung) benutzt:

(@ — 2)™ = (x — )™ flirz >
Y 0 fir z < x;

Definition 3.3: Basis
B = {l,z,2?% ...,2™, (x — 21)7, ..., (x — x,_1)7"} heifit Basis vom Raum S,,(£2,) mit
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Sm () ist der Raum der Splines s(z) mit der folgenden Form :

s(x) = Zajxj + i: be(x — ) (3.1)
§=0 k=1

Es ist wiinschenswert, gleichartige Basisfunktionen zu besitzen. Diese Basisfunktionen sollten
zusétzlich nur auf moglichst kleinen Intervallen von null verschieden sein, da diese fiir die
Berechnung von Splines geeignet sind. Bereits Schoenberg fiihrte 1946 sogenannte ”Basis-
Splines” ein, die spéter kurz B-Splines genannt wurden.

3.2 Existenz und Eindeutigkeit der B-Splines

Fiir den Existenzbeweis werde die unendliche Knotenmenge ., = {z;}icz mit
lim; 400 ®; = £00 betrachtet, um Endbedingungen nicht beriicksichtigen zu miissen.

Satz 3.1: Fiir jedes i € Z existiert genau ein Spline s € S, (o) mit s(z) = 0 fiir z < z;
und fiir ;41 < z, der die Normierungsbedingung [~ s(z)dz = fmi+m+l s(x)dz = 1 erfiillt.

Zq

Beweis 3.1: In der Basisdarstellung (3.1) kann wegen s(x) = 0 Vo < z; kein Polynomteil
auftreten. In den nun betrachteten Intervall [z;_1,Z;m2] besitzt der Spline die folgende
Darstellung

s(x) = (e — i)y (3.2)
k=0

Fir n = m + 1 ergibt sich ein eindeutig losbares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten
bo, b1, ...y bing1, denn fiir @ > 251 gilt (2 — 2444)T = (2 — 2i44)™ und s(z) = 0. Daraus
folgt

m—+1 m—+1 m (

Die Monome 2™~ * sind linear unabhingig, so dass nun folgt

m—+1

0= bi(—zisn)" (3.4)
k=0

Aus der Normierungsbedingung fiir © > x;4,41 folgt

Titm+1 m+1 m+1 Titm+1
1= / Z bp(x — i) de = Z bk/ (x — xppp)"dx
Ti k=0 k=0 Zi
m—+1 m—+1
171 Titm+1 1
m+1= Z bi [(@ = @ix)™" ]J;M = Z bi(Tipme1 — Tigr)" "
k=0 k=0
m—+1 m+1
m+1\ 1 ¢
1= ny ("7 e
k=0  ¢=0
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m—+1 m+1 m—+1

mil=3 ( ) ) 1yfamti - Zbkak (3.5)
=0

Bei Einsetzen der Identitét (3.4) folgt aus (3.5) die Gleichung

m—+1
(=1)"(m+1) Z bealt! (3.6)

Das Gleichungssystem aus (3.4) und (3.6) besitzt eine Vandermond’sche Matrix und hat
deshalb eine eindeutige Losung.

3.3 Lokale Basen

Definition 3.4: B-Splines
Gegeben sei eine Knotenmenge Qo = {2; }icz mit 2; < z;41 Vi € Z.
Dann heiflen die Funktionen

Bui(2) == (Tigme1 — i) [Ziy ooy Tigmg1 (- — )] (3.7)
B-Splines vom Grad m zum Knoten z; der Knotenmenge .,
Die B-Splines lassen sich besonders leicht mit Hilfe so genannter Steigungen berechnen.

Definition 3.5: Steigung
Die k-te Steigung (auch: k-te dividierte Differenz) [t;,...,ti+x]g(:), & € N, i € Z ist
definiert als
[tilg(-) = g(t;) fir k=0

und [t;, ..., ticklg() = [ti+17---7ti+k]gt(v‘J2;E;j--~7ti+k—1]g(') fiir k> 1.

Satz 3.2: Es gilt die Gleichung

i+ it
[Tiy s i) (- — ) = Z H (x — x0) ™" (21, — )7 (3.8)

k=i \f=it#£k

Beweis 3.2:
Induktionsanfang: [x;](- — x)7 = (x; — )T

und > . (szi;#k (1, — 20) 7t (2 — x)T) = (z; — )7 fiir p=0.
Induktionsvoraussetzung: Satz 3.2 gilt fir p < v.

Induktionsbehauptung: Satz 3.2 gilt fir p =v + 1.
Induktionsbeweis:

[@it 15 s Tigw ] — @) — [2is s @i ] — )]

LTidv+1 — T4

[‘ria"'axi-‘ru-‘rl](' _:C)T =

(Titv+1 = )@ ooy Tigo 1] (- — @)

1+vrv+1 1+rv+1 1+ i+v
= Z H (zh — o) (z —2)7 | — Z H (x1 — x0) " (21, — )T
kmitl \L=it1;0£k k=i \l=is0=£k
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i+v i+v41 i+

= S| II G@-w0"@-o7- [ @x—20" (@—2)7

k=i+1 \l=i+1;0#£k =itk
i+ i+v
+ I @ivvir =20 @iporr —2)7 = [ (@i —20) ™" (i —2)]
(=i+1 l=i+1
itv itr+1 itv
= ¥ I G-z @-o7- [ @-2)" @ —2)7
k=i+1 \L=i+10#£k L=il#£k
i+ 1+
+ I @i 2™ @i —2)7 = T @2 (@ —2)7
=i+1 £=i+1

Durch Zusammenfassen folgt dann:

i+v+1 i+rv+1

(Titv+1 = ) [Ty ooy Tigo 1] (0 — ) = (Tigrr1 — T0) Z H (= 0) ™ (g — )
k=i \l=i;l#£k

i+v+1 i+v+1

@iy oo Tigpir ] — )] = Z H (z — x0) Mg — )7 (3.9)

k=i \l=il#k

Nach den Satz der vollstdndigen Induktion folgt aus Induktionsanfang und Induktionsschritt
die Giiltigkeit von Satz 3.2 fiir alle p.

Mit u = m + 1 folgt aus Satz 3.2, dass Definition 3.3 und Definition 3.5 dquivalent sind.

Es gilt offensichtlich

B ={ 5 LGl @10

Satz 3.3: Es gilt fiir € Nt und m € Z die Rekursionsformel

T —T; LTitm4+1 — T

B,i(z) = By—1,i(z) +

— By 1,i41(2) (3.11)
Titm — g Litm4+1 — Ti41

Beweis 3.3:

Induktionsanfang: By ; = (Tit2 — ©i)[Ti, Tix1, Tiga) (- — :c)}|r

= [Tir, Tiga] ( = 2)4 — [23, Tia] (- — 2)4 und . .
it Boi(w)+ o2 Boava (v) = (=) [, wia ] (- —2)Y + (wipe =) [ig1, Tigo] (- —2) 3
= [Tiv1, Tig2] (- — @)4 — [25, 2] (- — @)+

Induktionsvoraussetzung: Satz 3.3 gilt fir m = u — 1.

Induktionsbehauptung: Satz 3.3 gilt fiir m = p.

Induktionsbeweis: Anwenden der Leipniz’schen Regel ergibt

Bui(x) = (@itp+1 — @)@, Tipp ] — )Y
el
= @it =) ) [Ta ey Tig ) (- = ) [Biggy s Tippa (- — 1)
q=0
(Tigpr1 — i) (T — ) [@45 o, Tig 1] (- — x)i_l
pn—1

+($i+u+1 - xi)[xi-l-la ey $i+u+1](' - l‘)+
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= (z— ) [@iy ey i) (- — )T
p—1

+(mi+y+1 - .’L')[.’L'i+1, teey xi+u+1](' - :U)+
Daraus ergibt sich schiellich
T — T Titp+1 — X
B,i(z)= —"" B, () + —FL " B i(x 3.12
I (2) Tipp — T w=1, () Titp1 — Tip1 w=1, +1(2) ( )
Nach den Satz der vollstéandigen Induktion folgt aus Induktionsanfang und Induktionsschritt
die Giiltigkeit von Satz 3.3 fiir alle m.

Aus By ;(z) > 0Vx € (z;,z;41) folgt mit der Rekursionsformel (3.11)

Bi(z) > 0Vx € (T4, Titmt1) (3.13)
Die B-Splines B, ;, i = -m, -m+1, ..., n-1, sind genau dann linear unabhéngig, wenn die
Gleichung
n—1
s(x) = Z CiBmn-1(x) =0 z € (z9,zn) (3.14)
nur mit den Koeffizienten ¢_,,, = c_, 41 = ... = ¢—1 = 0 gilt. Der kleinste Index aller ¢; # 0

sei j. Dann gilt

s(x) =¢jBp j(x) z € (xj,2j41)
Angenommen s(x) wire null fiir € (z;,2;41), so wire wegen (3.13) ¢; = 0. Also besitzt
die endliche Menge {—m,—m + 1, ...,n — 1} kein kleinstes Element j mit ¢; # 0. Somit gilt
(3.14) nur fiir c_,, = c_ppy1 = ... = ¢p—1 = 0 und die B-Splines sind linear unabhéngig.

Satz 3.4: Jeder Spline s € S,,(§2;,) besitzt in [zg,x,] eine eindeutige Darstellung durch
B-Splines:

n—1
s(x) = Z diBpn—1(x) ,di € R,z € [x0, 2] (3.15)

i=—m

Dabei heiflen die d; de Boor-Punkte.

Beweis 3.4: Aus der linearen Unabhéngigkeit der B-Splines B,, ;(z), i = -m, -m+1, ...,
n-1, folgt dann, dass die Darstellung des interpoliernenden Splines s(x), der an den Stellen
o, 1, ..., Ly die gegebenen Werte yo, y1, ..., Y annimmt, eindeutig ist.

Satz 3.5: De Boor-Algorithmus

Esist v, < .. < 21 < 29 < 1 < ... < Zpan eine Knotenfolge mit einer
B-Spline-Linearkombination s(x) = Zf::lm d; By, i(x).
Ist dann & € [z, x+1) C [xo, 2n] ein fester Wert, so liefert die Rekursion
(&) = d; (3.16)
49 () 1= a9, (a) Zm =Ly g gy LT 3.17
O0@) = (@) T g ) S (317)
den Funktionswert s(&) = d,(cm)(a%).
Beweis 3.5: Es wird die Gleichung
k: .
s(@)= > dBn_ji(2) (3.18)
i=k—m+j



mittels vollstdndiger Induktion und mit Hilfe der Identitit B, (&) = 0 fir alle
tef{-m,.,—m+kk+1,...,n—1} &€ [z, x+1) bewiesen.
Induktionsanfang: Es gilt s(&) = S d;i By, (%) und

i=k—m
S kmro & Bm0i(#) = Y0y diBini(#):

Induktionsvoraussetzung: Gleichung (3.18) gilt fiir j < £.

Induktionsbehauptung: Gleichung (3.18) gilt fiir j =+ 1 < k.

Induktionsbeweis:

Mit (3.16) und der Rekursionsvorschrift (3.11) gilt

k
Z A" By_i4()

s(@) =
i=k—m+~L
k . .
©) T — T X LTitm—t41 — T .
= E dj’ | —————Bm—r—1:(2) + Br—t—1,i41(2)
bt Titm—t — Ti Titm—0+1 — Tit1
k+1 k

0) Titm—t — T . o Ty .
= Z d521 7;5: - x‘Bm—é—l,i(I) + Z dE )mBm—e—l,i(l’)

i=k—m-+L0+1 i=k—m-¥
Mit der Rekursionsformel (3.17) folgt nun:
k
s(&) = Z d,(;ZH)BmfefLi(fC) (3.19)
i=k—m—4+~+1

Aus Induktionsanfang und Induktionsschritt folgt nach den Satz der vollsténdigen Induktion
die Giiltigkeit von (3.18) fiir alle j < k.

Mit j = m liefert (3.18) fiir & € [z, zj41) die Gleichung s(2) = d\™ () By x(2) = d\™ (#).

Bemerkung 3.1: Anstelle von d; werden auch dz € R¥™ dim > 1 verwendet. Der dadurch
definierte Spline s(z) := Z;:_lm d; By, n—1(x) wird als Bezier-Spline oder Bezier-Kurve be-

zeichnet. Bezier-Kurven haben eine grofle Bedeutung in CAD und CAGD.

Bemerkung 3.2: Der de Boor-Algorithmus ist neben dem Horner-Schema und dem Neville-
Algorithmus eine dritte Moglichkeit, Polynomwerte zu berechnen.
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Kapitel 4

Zweilidimensionale
Approximation

Héaufig tritt in der nummerischen Mathematik die Situation auf, dass statt einer Funktionf :
R? — R nur einige diskrete Funktionswerte f(x;,v;),1= 1,2, ..., n, an endlich vielen Punkten
(x4, y:) gegeben sind. Dies trifft zum Beispiel zu, wenn die Funktion f in der Form experimen-
tell gewonnener Daten vorliegt. Auch bei den meisten nummerischen Verfahren zur Losung
von Differentialgleichungen wird die gesuchte Losung f (z, y) nur an endlich vielen Stellen be-
rechnet. Historisch trat das Problem bei der Berechnung von zusétzlichen Funktionswerten
zwischen tabellarischen Werten auf. Heute ist eines der bedeutendsten Anwendungsfelder
die Computergrafik, bekannt unter den Kiirzeln CAD und CAGD.

4.1 Interpolation von Flichen mittels Dreiecken

Gegeben sei eine Funktion f: R? — R, f = f(z,y) mit (z,y) € D C R? iiber ein Gitter mit
n Knoten P,.(x,,y,) und zugehorigen Funktionswerten f,., r = 1, 2, ..., n. Weiterhin sei A,,,
m =1, 2, ..., M, ein beliebiges Dreieck, deren Ecken gegebene Knoten P;(z1,y1), Pa(z2,y2)
und Ps(x3,y3) sind. Da die Fliche iiber A,, eben sein soll, wird der folgende dreigliedrige,
lineare Ansatz

pam(@,y) =™ + Va4 ™y (4.1)
mit der Interpolationsforderung
(D3m0 (1, 1), P3.m (2, ¥2), D3, (23, y3)) T = (f1, f2. f3)" (4.2)

gemacht. Damit die Koeffizienten ¢{™, ™ und ¢{™ leichter zu berechnen sind, wird A,

in das Einheitsdreieck A/, mit den Ecken P}(0,0), P3(1,0) und P§(0,1) transformiert.
Fiir jeden Punkt (z,y) in A,, gilt

<z>(2>+5<2:£)+t(§:£>,SGWMﬁemls} (4.3)

Das geordnete Paar (s, t) ergibt sich demzufolge als Losung des folgenden Gleichungssystems,
wobei (x,y) der zu transformierende Punkt sei.

Tg —T1 X3 —I1 S _ xr — X (44)
Y2—Y1 Ys— U t Y=y '
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Somit folgt nun aus (4.1) die Gleichung

DP3m(s,t) = c;(m) + c;(m)s + cg(m)t (4.5)
und das Gleichungssystem
1o o0\ [a™ fi
1 1 0 cg(m) =\ f (4.6)
10 1 cm) fs
mit ;™ = ™ Sy 4 Sy, S = A @y — 2) 4+ A (g, — 1) und

cg(m) = C(2m)($3 —z1)+ cgm)(yg —11) wegen (4.1) und (4.2).
Die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems (4.6) ist die so genannte Haar’sche Matrix H.

1 00
Mit H='=| -1 1 0 | folgt
-1 0 1
1 0 0 10 0 ) 1 00 f
110 110 am 1= -110 f2 (4.7)
-1 0 1 1 01 ) -1 0 1 fs
Vereinfachen von (4.7) ergibt
e fi
am =1 -h (4.8)
C;(m) fza—fi

Einsetzen der erhaltenen Koeffizienten in (4.5) liefert folgenden Ausdruck

p3m(s,t) = fi+(fo— fi)s+ (fs — f)t (4.9)
Durch Einsetzen der Losung von (4.3) folgt

Prm(r.y) = F+ (F2 = ) (e (e
(y=y1) (@ —z1)—(@=21) (Y2 —y1)
(s = F) eam ) o)~ (wa—m0) (5 =) (4.10)
Durch Zusammensetzen der Ebenenstiicke iiber allen Teildreiecken A,,, m = 1, 2, ..., M,

entsteht eine Polyederfliche z mit

2(x,y) = UY_1psm(z,y) (4.11)

Bemerkung 4.1: Die Funktion z, welche die Polyederfliche beschreibt, ist stetig, da die
Fldache im Inneren der Dreiecke A,, stetig ist und alle Seiten P;, P;,, die keine Rénder der
Polyederflache sind, sowohl Seite von Dreieck AP;, P;, P;, als auch von Dreieck AP, P;, P;,
sind.

4.2 Interpolation von Flichen mittels Parallelogrammen

Wie in Kapitel 4.1. sei eine Funktion f : R? — Rl f = f(z,y) mit (z,y) € D C R?
iiber ein Gitter gegeben mit n Knoten P,.(z,,y,) und zugehérigen Funktionswerten f,.,
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r =1, 2, ..., n. Weiterhin sei (J,,, m = 1, 2, ..., M, ein beliebiges Parallelogramm, des-
sen Ecken die gegebene Knoten Py (x1,y1), Pa(22,y2), P3(23,ys3) und Py(xy,ys) sind.
Die Flédche von [, soll eben sein. Also wird der folgende viergliedrige, bilineare Ansatz

gemacht:
Pam(T,y) = cgm) + cém)x + cém)y + cflm)xy (4.12)

Dabei soll die folgende Interpolationsforderung erfiillt sein:

(Paym (21, Y1), Do (225 Y2)s Pan (T3, Y3)s Pam (24, y4)) T = (f1, f2, f3, )" (4.13)

Bemerkung 4.2: Fiir ein festes x oder ein festes y beschreibt pa ,,, (x, y) eine lineare Funktion
in der jeweils anderen Variablen.

Damit die Koeffizienten ¢{™, ¢§™, ¢{™ und ¢{™ leichter zu berechnen sind, wird [, in das

Einheitsquadrat (I3, mit den Ecken Py (0,0), P3(1,0), P5(1,1) und P;(0,1) transformiert.
Fiir jeden Punkt (z,y) in O,, gilt

( * ) = ( o >+s< T2 >+t< T4 ) se0,1],te0,1]  (4.14)
Y Y1 Y2—Un Ya— N
Die Variablen s und t ergeben sich demzufolge als Losung des folgenden Gleichungssystems
T —T1 X4 — X1 S _ xr — X (415)
Y2—Y1 Ya— W t y—u '
Somit folgt nun aus (4.12) die Gleichung
pam(s,t) =" + ™4 My 4 My (4.16)

und das Gleichungssystem

100 0 CIEm; i
1 100 ™l | £
L1 N (4.17)
1010 £ fa
Die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems (4.17) werde mit A bezeichnet.
1 0 0 1
-1 1 0 0
. 71 _ .
Mit A= = 1 0 o0 1 folgt jetzt
1 -1 1 -1
C’{Em; 1 0 0 1 fi
_ S -1 1 0 0 fo
A-ta| @ _ 4.18
Am 10 0 1 || f (4.18)
C:(m) 1 -1 1 -1 fa
Nach Vereinfachen von (4.18) ergibt sich dann
A
C f2=h
= 4.19
C;(m) f4 _ fl ( )
cim) hitfs—fa—fa
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Das Einsetzen der erhaltenen Koeffizienten in (4.16) liefert folgenden Ausdruck

Pam(s,t) = fi+ (fo— fi)s+ (fa— fO)t + (f1 + f3 — fo — fa)st (4.20)

Durch Einsetzen der Losung von (4.15) in (4.20) folgt

Pam(@0) = fu+ (o = ) e e

y—y1)(z2—z1)—(z—x1)(y2—y
+(fs = f1) s yi) 7= i1)<%3 (il) e oo e
T—T] Y3 Y1 Yy—Yi1 T3—T1 Yy—Y1 L2 —T] T—T1 Y2—Y1
(1 + fa = fo = fu) premmazty—ueun)(a—ey) oyt s-mon) o),

Durch Vereinigung aller Flidchen {iber den Parallelogrammen [,,,,m = 1,2, ..., M, entsteht
eine Polyederfldche z mit

2(2,y) = Un_1Pam (@, y) (4.22)

Bemerkung 4.3: Die Funktion z(z,y), welche die Polyederfliche beschreibt, ist stetig. Die
Funktion, welche die Fldche im Inneren der Parallelogramme [J,,, beschreibt, ist stetig und
auch alle Seiten P;, P;,, die keine Rénder der Polyederfliche sind, erfiillen die Stetigkeits-
bedingungen, da sie sowohl Seite des Parallelogramms F;, P;, P;, P;, als auch des Parallelo-

gramms P;, P;, P, P;, sind.
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Anhang A

Bestimmung von
Wirkungsgradkennlinien von
Sonnenkollektoren

Ziel der Bestimmung ist die Vorhersage des Kollektorertrags (auch: Solarertrag). Dieser Kol-
lektorertrag ist interessant fiir die Planung von Solaranlagen mit den jeweiligen Kollektor
und fiir die Fordermoglichkeit von Mafinahmen zur Nutzung.

Zur Berechnung werden gewisse Kollektorkennwerte und weiter Systemkomponenten ge-
braucht (Dachausrichtung, Kollektoranbindung, Speicher, ...). Die Ermittlung der Kollek-
torkennwert ist genormt, um diese vergleichbar zu machen. In Deutschland wird die Vor-
norm DIN V 4757-4 vom November 1995 verwendet, wiahrend in der Schweiz das sogenannte
Rapperswieler-Testverfahren angewandt wird. Fiir die Messung in angewandter Norm gibt es
zugelassene Priifinstitutionen. Aus den ermittelten Daten wird dann mit Hilfe des Simula-
tionsprogramms TSOL der Kollektorertrag berechnet.

A.1 Berechnung der Kollektorkennwerte

Die Dichte p des Wassers, der Volumenstrom V', die spezifischen Wéarmekapazitit c, und
die Bezugsfliche A sind bekannt. Die Globalstrahlung Ej der Sonne in Kollektorebene, die
Eintrittstemperatur Tk und die Austrittstemperatur T4 werden gemessen. Nun kann die
Temperaturdnderung (T4 — Tg), der Massestrom m = pV und damit auch die Nutzwirme
QnNutz = mcp(Ta — Tg) und die Globalstrahlung Qsiran = ExA berechnet werden. Das
liefert die Gleichung fiir den momentanen Wirkungsgrad n

_ QNutz _ pVCp(TA - TE)

 Qstrahl E A

Mit der Lufttemperatur 77, kann die Temperaturdifferenz AT = %(TA +Tg) — T}, berechnet
werden. Die Nutzwérme oder abgefithrte Warme @ ¢, ergibt sich als Differenz der tatséchli-
chen Wasserwérme Qo und der z.B. durch Strahlung verlorenen Warme Qv ¢pjyst, dabei
ist Qrou = ErAno mit einem unbekannten Wirkungsgrad no und Qveriust = ke AAT mit
einer noch zu bestimmenden Warmedurchgangzahl k¢ .

_ QNutz _ QKoll - Q\/erlust _ EkA'r)O - keffAAT _ AT

- - - hpion
K Qstranl ELA E A o B,

n

(A1)
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Neben Ansatz (A.1) wird auch der folgende verwendet:

AT AT\
n="1o— klfk — ko (Ek> (A.2)

Mit x := %—f ist (A.1) bzw. (A.2) genau dann die beste Approximation, wenn (1o, kess)”
bzw. (1o, k1, k2)T Losung der Gleichung

( DLE B DA > < o ) _ ( _%ijx ) (A.3)

- Z?:l g Z?:l 3312 keg s
bzw.
2%1 1 - Zn?:l gz - 2;;:1 9512 Mo ZZ:1 i
- Z%:1 €T Zlﬁzl €Ty Z%:l Z; k1 = - Z%:1 NiT; (A.4)
— i 7 2ic a? 21 x? k2 =i 0T

ist. Fiir paarweise verschiedene x; sind die Losungen eindeutig bestimmt.
W normierten Kurve wird nun der Kollektorertrag

Mit der Nullstelle n* der auf Ej = 800, 3
berechnet.
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