Questdes resolvidas no final

Funcao Logaritmica
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Sejaa um nimero positivo e diferente de 1. Chama-se funcdo logaritmicade base a, a
funcio f de R, em R, definidapor: f(x)=logax.

Observac&o: O dominio da funco logaritmo é R, e o contradominio € R.

Exercicios:
1. Determine o dominio da funcgo f(x)=log,(2x-26).

Resolugéo:
f(x)=log, (2x- 26) ® 2x- 26>0 ® x>13
Df ={x1 R; x>13 ou Df =]13+¥|
2. Determine o dominio da fungéo f(x)=1004-3x123.
3. Determine 0 dominio da funco f(x)=log.2(5%-x?).
4. Determine o dominio das seguintes fungoes:
a) f(x)=log(3x-1)
b) f(x)=logsx*
c) f(xX)=logz(x+2)+l0gu2(3+xX)
d) f(x)=logua[(x+2).(3+x)]

_ log,(x+2)
¥ 106,05 %)
f) f(x)=log(5-25")

5. Determine o dominio das seguintes funcoes:
a) f(x)=logx+s) 5
b) f(x)=logy .1 X
0 f(X) =100, 4(x* - 9)
d) f(x)=logua.y(2x-6)
&) f(X)=logu’2(3-x°)



Gréfico da funcéo logaritmica
Examinemos dois exemplos:

Exemplo 1: Fazer o gréfico dafungéo f(x)=logx.

X Y4 | Y | 1 | 2 | 4

Y -2 | -1 | 0 | 1 | 2
Exemplo 2: Fazer o gréfico dafuncao f(x)=logax.

X Y | Y | 1 | 2 | 4

Y | | | |

Observacdo: Gréfico | a>1 afuncdo é crescente e o gréfico Il afuncdo é decrescente.
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Construcao de Graficos da funcao logaritmica

Seja G o gréfico da funcfo definida por y=f(x) esgja k1 O.
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13) O grifico G’ da fungioy = f(x) + k pode ser obtido a partir de G,
‘f‘azendct este sofrer uma translagio de k unidades, na diregdo Oy
para cima, se k é positivo, ou “para baixo”, se k é negativo. ,
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Exercicios

6. Esboce o gréfico das funcdes:
a) f(x)=1+logsx b) f(x)=-1+ logysx

23) O grifico G’ da funcio y = f(x + k) pode ser obtido a partir de G,
fazendo este sofrer uma translacdo de k unidades, na direcio Ox,
“para a esquerda”, se k é positivo, ou “para a direita” , se k é negativo.
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7. Eshoce o gréfico dafuncdo f(x)=log,(x+1).

43) O grifico G' da fungdo y = |f(x)| pode ser obtido a partir de G, fa-
zendo a parte que estd abaixo do eixo Ox'sofrer uma reflexdo em
relagio a Ox.
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8. Esboce o gréfico dafuncéo f(x)=log, | x]|.
9. Eshoce o gréfico dafuncdo f(x)=lo g1 | X].
10. Esboce o gréfico dafuncdo f(x)=]| Iog1 X|.
2
11. Esboce o gréfico dafuncéo f(x)=|log, | x||.
12. Esboce o gréfico dafungéo f(x) =|Iog (x- 1) +1.

38) O grifico G' da fungdo y = —f(x) pode ser obtido a partir de G, fa-
zendo este sofrer uma reflexdo em relagdo ao eixo Ox.
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Nota: de modo anilogo, o grifico G' da fungdo y = f(-x) pode ser
obtido fazendo-se G sofrer uma reflexao em relagdo ao eixo Oy.

13. Esboce o gréfico dafungéo f(x)=- |log, x|.

Inequacdes Logaritmicas

Para aprendermos as r egr as de resolucdes que envolvem logaritmos, lembremos
inicialmente a definicdo: a=y equivale a dizer que logay=x.

Do estudo dafungdo exponencial, temos as equivaléncias:

Sa>1® x <x, U0 a*<a®

S0<a<l® x <x, U a*>a®

Para 0 estudo das inequagdes logaritmicas, temos:
Sea>1® log, x, <log, x, U x <X,

Se0<a<1® log, x, <log, x, U x > X,
Exercicios

14. Resolva a inequagdo: logs(2x-3)<logs7.
15. Resolva a inequacéo: log, (8- 2x)3 3.
3
16. Resolva ainequacdo: logio(x-1)+logix(x-2) £1.
17. Resolva a inequagdo: 10gx+4)3 > |0gx+4)7.
18. Resolva ainequacgéo: log, x3 8- 7IogX%
2

19. Resolva ainequago, sendo a>le at 1: log, (2x- 6) <log, (x +1).



20. Determine o dominio dafungdo f(x) = /Ioglilog2 X) .
2

Log} (xz- 5x+8)
21. Resolvaainequagéo 3 >§.

Questoes de Vestibular
22. (FUVEST-SP) O numero x>1tal que log, 2=1log, X, €

a)ﬁ
4
b)2"?
o2
d)2y/2
e)4"?
. 9 1 |
23. (Uneb-BA) O nimero real x, tal que IogXZ ZE’ €
81 3 81 1 3
a -— b) - — C)— d)= e)—
) 16 ) 2 )16 )2 )2
1
e 1 u 2
éJ/0,25 +— ]
24. UF-ES) O valor da expressio mz@—l%.(- 62)3 , €
é e&elo a
alogoc—+
& 28642‘ tl
1 1 V5
a)— b) = c)l d)— e)2v/5
o D5 ot A 92
25. (F.Porto Alegre-RS) Se log8=k, ent&o log5 vale:
a) k®
b) 5k - 1
2k
C -
) 3
d)1+E
3
k
el-—
) 3

26. A curvada figurarepresenta o gréfico da funcéo y=log.x (a>1) . Dos pontos B(2,0)
e C=(4,0) saem perpendiculares a0 eixo das abscissas, as quais interceptam a curva
em D e E, respectivamente. Se a érea do trapézio retangulo BCED vale3, prove que
aareado tridngulo ABD, onde A=(1,0), vale 1/2.
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27. (UF-MG) Nafiguraabaixo, esta representado o gréafico da fungdo

(x)=log, &L 2 Qua 60 vaor def(1)?
gax+bg

1 ¥4

28. Determine m de modo que a equacgo de segundo grau (na variével x) x>
4.x+logm=0 apresente duas raizes reais e distintas.

29. (UF-CE) Resolvaaequagdo 2.logx+logh- IongIogEQ—E)Q, onde log representa
ex g
o logaritmo decimal.

30. (VUNESP) Considere a funcéo f, definida por f(x)=logx. Sef(a)=be
f(a+2)=b+1, osrespectivosvaloresdeaeb sio:
a 2el
b) 2e2
c) 3el
d 3e2
e 4el

31. (FUVESP-SP) A figuraabaixo mostrao gréfico da funcéo logaritmo nabase b. O

valor deb &
a) Y

b) 2
c 3
d) 4
e 10




32. (ufscar 2004) Se a &rea do tridngulo reténgulo ABC, indicado nafigura, éigual
a 3n, conclui-se que f(n)
a) 2 y = flx)
b) 22
c)3
d) 3/2

e 4

fix) = 2%

n 2n X

33. (ITA-73) O crescimento de uma certa cultura de bactérias obedece a fungéo

X (t) =C.€*", onde X(t) é 0 nimero de bactérias no tempo t 3 0; C ek sdo
congtantes positivas (e € a base do logaritmo neperiano). Verificando-se que o
naimero inicial de bactérias X(0), duplicaem 4 horas, quantas se pode esperar no fim
de 6 horas?

a) 3vezeso nimero inicial

b) 2,5 vezeso nimero inicial

c) 2.2 vezeso nimero inicial

d) 23/2 vezeso nimero inicial
€) nenhuma das respostas anteriores

34. (CESGRANRIO-76) Uma substancia radioativa esta em processo de
desintegracéo, de modo que no instante t, a quantidade ndo desintegrada é A(t) -
A(0).*, onde A(0) indica a quantidade de substancia no instante t=0. O tempo
necessario para que a metade da quantidade inicial se desintegre é:

1

a —

) 3

b) 2e°
1
c) =4e
) 3 Je
d) deter min 4vel somente se for conhecido o valor de A(0)

1
e =.log. 2
)3 g,

35. /IMACKENZIE 2005

O numero N de bactérias de uma cultura é dado, em funcdo do tempo t, em horas, por N(t) = 105 . 24t Supondo
log2 = 0,3, o tempo necessario para que o numero inicial de bactérias fiqgue multiplicado por 100 é:
a) 2 horas e 2 minutos d) 1 hora e 15 minutos

b) 2 horas e 12 minutos e) 2 horas e 20 minutos
¢) 1 hora e 40 minutos

36.



Considere a equacdo em x
aXx+1 = plix

onde a e b sd0 nlmeros reais positivos, tais gue fnb = 2¢na = 0. A soma das solucdes da equacio é

A)0.
B)-1.
C)1.
D)in2.
E) 2.
37. (MACKENZIE-2005)

Se Iagzx-'; +log, T = -1, entdo Iog4x éigual a:
X

1

L d)1
a) y )
b}% e) -2
c) -1

38. \(MACKENZIE-2005)

Se a curva dada é o gréfico da funcdo y =a+—, entdo o valor de ab é:
X




O valor real de x, tal que log 2% — log 5% - x — 1 = 0, pertence ao intervalo:
(Obs: Admitalog2=0,3)

[ 3 [ 4 7
a)|——, -1 c) |——., e)|—,1
) L 2 } ) L 2 } ) L’ }
1 |
b)|-1,—— dl| 0, —
-] )|o. 2]
40.
o R , x*.y2=81 ) »
Se x e y sd0 numeros reais positivos, tais que PR , entdo o produto x - y é igual a:
X5y =?29_
1
a) 3 d) E
b1 e) 43
& Yy

o 343
41. [/ MAKC 2005

O valor real de x, tal que Iugmn'l5x+f —log(1-5x)=0, é um numero:

a) racional maior que zero. d) racional menor que zero.
b) irracional maior que zero. e) irracional menor que zero.
c) inteiro.

42.

Se Iugaz «.,I'E + fﬂgag 15 = %, entio o valor de a é:

a) 1.';5 c) l e) '\"_5
5
b) 52 d) 5

43. MAKC 2005

Se os inteiros x e y satisfazem a equacdo 3X+1 4+ 2V = 2¥+2 _ 3X entdo o valor de 3¥ é:
1

a)l o — e) 9
9

b}% d) 3

44. (ExPCex, out/2005, q08)
A curva da figura representa o gréfico dafungéo f(x)=1log, x. Dados

log,, 2=0,30 e log,,12 =1,08. Com base nesses dados, a soma das areas dos dois
retangulos hachurados é, aproximadamente,
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45. (Vunesp-SP, bb4s, page 54) Se a e b sdo raizes da equacdo a seguir:

Xy

ox g
log, x log, x* 0 =0, com x>0, entdo a+b éigual a
1 2
2
a) 3
3
b) 5
3
C) 5
4
d) 3
4
e) N



Respostas:

1) Df ={xI R x>13 ou Df =]13+ ¥

4
2) Df :(-¥;§[-{]}
3) Df=]2; 5[ - {3}
4) a) x>1/3;b) R’; ) x>-2; d) x<-30ux>-2; €) -2<x<3 e x ! 2;f) x<1/2
5) a)x>-52ex! -2;b)x>1le xt +/2;0) x>3;d) 3<x<2/3ex! 11;¢)
6) /
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b)

7)
v A y =logy (x + 1)

=y

8)
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14)§<x<5
2

15)§£x<4
54

16) 2<x£5
17) Como 3>7, imponha: 0<x+4<1.

18) Faga uma mudancga de variavel log, x =y, obtenha a inequacdo

2
y? - 8y+7

3 0 eresolva. Solucéo: 0<x£iou1£ x<1
y 128 2
19) 3<x<7, com O<a<l; a>1, x>7
Encontre o dominio: x>3; e divida em dois casos. |. a>1, resolva ainequacéo; |1. O<a<l
eresolvaainequacdo. Respoga: I. 3<x<7; Il. x>7

20) 1< X £ 2
1x>0
Condicdes de existéncia: %e , dominio dafuncdo: 1< x£ 2
llog, x>0
21) 2<x<3
22) 22
logy 2 =logy x ® IOg42:Iog x® (log x)2:1
X 4 logy X 4 4 2
2 J2
Iog4x:+§® x=42 =[22)2 =22
V2 J2
S AR
loggx=-—® x=4 2 =(2¢] 2 =2 =
Jda 5 2*/5

Como no enunciado x>1, segue que a resposta: 2*/E
29 &L
16



|ngg:1® g:xllz®£9 —X1/2® :é@g :ﬂ'

4 2 4 e2g e2g 16
24) d)

1 1 1

é uz é 1 1 U2 ¢ 5

e TR R SFLI R I
mee—3[e2fi =eV4 3 (agu =g 2 3 (3

& @&l G €log, 64 u é 6) 1

2log,c—+ " A 92 Alogz(Z)

§ 2864 i & Y e b

1 1

€3+2 uz e>s u 2 1

é G é G 5 ) 1 1
€6 _%6 _é u?2 1/2 _€lu _
=a——(-36)5 =6—.(-36)5 =s—.-36 =|5 == =
e i T i e R IR
e g e g
_5

5
25 e

log8=k® k=3.l0g2® IogZ:%k

log5=? ® IogS:Iogl—zO =log10- log2=1- %.k

26) A &reado trapézio BCED=

+ .
(log, 4 2'09a 22 _ 34 log2=1. A &eado

triangulo ABD-lIO—é1612 Ll 1

2 2
27) -2
o) 1 1_.0
lo Z=log,—=0® —==2"®b=1
£(0) = 929 0rD5= 1002 :

e 1l 0o 1 -4
fi5)=-4® f lo —=-4® =2""® 5a+1=16
)=-40 1(E)=log,F - —9=-40 —
5a=15® a=3

el o -1
fll)=lo Z=logr4 ~=-2
() 9283.“1@ Jd2
28) 0<m<16

- 4x+logopm=0
D=(- 4)?- 4log,m>0® 16- 4.log, M>0® 4- log, m>0

- Iogzm>-4®logzm<I0922'4® m<%em>0

Resp: 0< m<i

16
29) /3



2.logx +logb- IongIog?%@ Iogxz.E: Iog?%@
x* o 3 x* o

x2.9:9—b® x6:27® x2:3® x:\/§
3 x4

30)a)
f(a)=logaa=1=b
f(a+2)=logy(a+2)=1+1® a+2=2?® a=4- 2=2
31)d) 4
f(0,25):logb%:Iogb2' 2=log,2 2=-1® %:b'l
b=4
32)3

iX(t)=ce" ® x(0)=C

|

i X(4)=Cce* =2C® k=In(2)"*
( ) © 1/4 t/4 n( ) ® 2\/5
X(t)=ce""?" =cen?" =c.2"

35)/
Para obtermos o numero inicial de bactérias, basta substituirmos t por zero na funcio:
N(0) = 105. 240 - N(0)= 105,
Sendo t o tempo pedido, devemos ter:
105 .24t = 100 - 105
24t = 100
log24t = log 100
Atlog2 =2
4t.03=2

t=E Sot= 1+E horas
3 3

Logo, t = 1 hora e 40 minutos.

Resposta: ¢

36)//



De /inb =2/na, temos b = a.
De 2/na = 0, temos fna > 0 e, portanto, a = 1.
Nessas condicdes, temos:

1
a}'.+ 1 = {32}}'_

:-t+1:E
X
X +x=2

%2 4+x-2=0
As solucoes dessa equacao sao reais e a soma delas é igual a - 1.
Resposta: B
37)

' 1 .
De log;vx +log,—=-1 e x = 0, temos:
X

1
log, x2 +logy x™ ' = -1

1
EI-::u_:b_}-: -log; x=-1

—% log, x = —1.
log,x=2 .. x=4.
Portanto, log,x =log,4 = 1.
Resposta: d
38)//

Como (-1, 0) e (2, 3) pertencem a funcao, temos:

ﬂ=a+£ (10

b
3=a+— 2
i (2)
Da igualdade em (1), temos a = b. Substituindo b por a em (2), temos:
3-a+2
.
3= E a=2.

Como a = b, temos b = 2, portanto ab = 22 = 4,
Resposta: d
39)//



Do enunciado:

log2*-log5* -x-1=0
x-log2-x-log5-x=1

D,SK—xlogg—x =1

-0,7x - x(log10-log2) = 1
-0,7x-x(1-0,3)=1

-1,4x =1
5
X= ——.
7
Portanto x pertence ao intervalo [-1, - 1/2].
Resposta: b
40)
x* oy 2 =81 xt.y? 81 221
xZ. y"d =729 x2 y'4 729 E
o 1
. 3
Resposta: b
a1 /1

Sendo 4/5x+1>0 e 1-5x >0, temos: log+/5x +1-log(1-5x)=0

log q,‘-'l5x +1=log(1-5x)

(5 +1=1-5x.

Elevando ao quadrado os dois membros dessa equacao, temos:
5x + 1=1-10x + 25x2
25x2 - 15x =0,

3
e, portanto, x=0o0u x= 5

Note-se agora que, para x = 0, {/5x +1=1-5x, 45x+ 10 e 1 - 5x = 0 sio verdadeiras;
3 s
e, para X =§, 1-5x = 0 é falsa.

Logo, 0 (zero) é solucéo e g nio é solucdo.

Assim, o valor de x que satisfaz a equacdo é um numero inteiro.

Resposta: ¢

42) 11



De log,. xu'E +log_z ".,.'E = % coma>=0eas=1 temos:

1 — 1 —
—leg.+5 +—log,+v5 =—
> O3 3 O3 12

5 = -1
2 log.5 == .. logs/5 =
6 daN2 T 5 92 =35

1
Assim, aZ =+/5 e, portanto, a = 5.

Resposta: d
43)\

De 3**+142Y=2Y*2_3% temos:
3.3%4 2V =22, ¥ 3
3.3%43%=4.2Y-2Y

4.3%=3.2Y

1
F_3 .
v 22

Uma possibilidade é (x, y) = (1, 2), e nesse caso 3% = 3.
WVamos mostrar que essa solugdo é Unica, com x e y inteiros.

X ¥
De (*), temos: 3 — 2
3 2

3}1— 1 = 2}"— 2

Comx —1=0 e considerando os logaritmos, na base 2, de ambos os membros dessa igualdade, temos:
log,3*~ 1 = log,2¥Y —2
(x—1)log3=y-2

log;3 = y__?l

. N . Ly =2 . . , .
Com x e y inteiros, essa equacdo ndo tem solucdo, pois y_1 € um numero racional, enquanto Iogz3 é um numero
X —

irracional (vide notal).

Nota:

Se log,3 fosse um numero racional, poderiamos, sem perda de generalidade, afirmar que existiriam inteiros
a

positivos a e b tais que log; 3 =E . Teriamos: 2 =3

' 23a=3b
Isto & absurdo, pois 22 é um numero par, enquanto 3P é um numero impar.
Resposta: d

7?- 3<x<-\/§ou\/§<x<\/§
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