
คณิตศาสตรวิศวกรรม

นายสาคร  พลราชม    แผนกชางไฟฟา วทิยาลัยเทคนิคสกลนคร

1
การหาคํ าตอบของสมการเชิงอนุพันธ
(Solution of Differential Equations)

ในการหาพฤติกรรมของระบบทางกายภาพ(Physical Systems) นั้นสวนมากมัก
จะหาจากแบบจํ าลองทางคณิตศาสตรของระบบทางกายภาพนั้น ๆ เชนในวงจรโครงขาย
ไฟฟา (Electric Network) ถาเราตองการหากระแสที่ไหลผานอุปกรณหนึ่งในวงจร ใน
ทางปฏิบัติก็ใช แอมปมีเตอรวัดโดยการตออนุกรมกับอุปกรณนั้น แลวอานคาเอา แตใน
ทางทฤษฎีจะตองหาแบบจํ าลองทางคณิตศาสตรของวงจรโครงขายนั้นกอน จากนั้นจึง
คํ านวณหาคาตาง ๆ ตามตองการ

ระบบตาง ๆ เชนระบบทางกล (Mechanical System) ระบบทางไฟฟา (Electrical
System)  ระบบการสงผานความรอน (Heat Transfer System) ระบบของไหล (Fluid-
System) รวมทั้งระบบทางสังคม (Social System) ฯลฯ   เมื่อหาจากแบบจํ าลองทาง-
คณิตศาสตรของระบบแลวผลท่ีไดสวนมากมักจะอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธ ดังนั้นการ
หาคํ าตอบของสมการเชิงอนุพันธจึงมีความจํ าเปนเพื่อที่จะทํ าใหรูถึงพฤติกรรมของ
ระบบนั้น ๆ

การหาคํ าตอบของสมการเชิงอนุพันธ สามารถหาไดหลายวิธี เชน การใชเทคนิค
การอินทิเกรต(Integrating Technique) การใชการแปลงลาปลาส  และการแปลงกลับ
ลาปลาส (Laplace Transform and Inverse Laplace Transform) และโดยการใชสมการ
ไดนามิกส(Dynamic Equation) แตในที่นี้จะกลาวถึงเฉพาะเชน การใชเทคนิคการอิน
ทเิกรต สวนวิธีอ่ืน ๆ จะกลาวถึงในบทตอ ๆ ไป

สมการเชิงอนุพันธ แบงออกเปน 2 ชนิดคือ
• สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนแบบปกติ (Ordinary Linear Differential Equation : ODE)
• สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนแบบพาเชียล (Linear Partial Differential Equation : PDE)
ในที่นี้จะกลาวถึงเฉพาะสมการเชิงอนุพันธแบบปกติ เทานั้น

จากอนุพันธอันดันหนึ่ง(First Order Differentiation)
)(tf

dt
dy

=

จัดใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธจะได
dttfdy )(=
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อินทิเกรตทั้ง 2 ขางจะได

∫ ∫= dttfdy )(

คํ าตอบที่ไดคือ
∫= dttfy )(

รปูแบบทั่ว ๆ ไป (General Form of Ordinary Linear Differential Equation)
ของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งคือ

)(tfky
dt
dy

=+

หรือเขียนอีกแบบหนึ่งจะเปน
)(tfkyy =+′ เมื่อแทน 

dt
dy  ดวย y ′

ขัน้ตอนในการหาคํ าตอบของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง
• ใชตัวปฏิบัติการเอส (S-Operator) แทนในสมการเชิงอนุพันธ ในตํ าราบางเลมใชตัว

P (P-Operator) ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้
1. 

dt
dyysy =′=

2. 
2

2
2

dt
ydyys =′′=

3. n

n
nn

dt
ydyys ==

4. ∫= ydt
s
y

• จากการใชตัวปฏิบัติการเอส จะทํ าใหไดสมการคุณสมบัติ (Characteristic Equation)
• หาคํ าตอบชองสมการคุณสมบัติ
• แทนคาในคํ าตอบแบบทั่ว ๆ ไป (General Solution)
• นํ าคาเงื่อนไขเริ่มตนของสมการเพื่อแทนหาคํ าตอบ

1. การหาคํ าตอบของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งแบบเนื้อเดียว
(Solution of Homogeneous First Order Differential Equation)

สมการเชิงอนุพันธแบบเนื้อเดียว หมายถึงสมการเชิงอนุพันธที่มีฟงกชันบังคับ
(Force Function) หรือบางครั้งเรียกวา ฟงกชันอินพุต(Input Function) มีคาเทากับศูนย
เชน  0=+ ky

dt
dy  นั่นคือ 0)( =tf  นั่นเอง
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จาก  0=+ ky

dt
dy (1.1)

เมื่อ k เปนคาคงที่ ใช S-Operator จะได
  0=+ kysy หรือ       0)( =+ ksy (1.2)

สมการที่ (1.2) จะเปนจริงไดเมื่อ 0≠y  เพราะวาถาให 0=y แลวคํ าตอบจะเปน 0
ดังนั้นจากเงื่อนไขดังกลาวจะได

  0=+ ks (1.3)
สมการที่ (1.3) เรียกวา สมการคุณสมบัติ ซึ่งหาคํ าตอบไดคือ ks −=

s เรียกวา โหมด (Mode) หรือโพล (Pole) ของสมการ
คํ าตอบแบบทั่ว ๆ ไปของสมการเชิงอนุพันธแบบเนื้อเดียวคือ

stCey = (1.4)
โดยที่ C เปนคาคงที่ของการอินทิเกรตและ ste เรียกวาตัวประกอบของการอินทิเกรต
(Integrating Factor) การหาคา C  สามารถหาไดจากเงื่อนไขเริ่มตนของสมการ
ตัวอยาง  จงหาคํ าตอบของ 03 =+′ yy  โดยมีเงื่อนไขเริ่มตนคือ 2)0( =y

วิธีทํ า    ใช S-Operator แทนคาในสมการจะได
03 =+ ysy

0)3( =+sy (1.5)
แตสมการที่ (1.5) จะเปนจริงไดเมื่อ 0≠y

จะไดสมการคุณสมบัติคือ
03 =+s

หรือ 3−=s

ดังนั้นโหมดหรือโพล ของสมการคือ –3 แทนคาในคํ าตอบแบบทั่ว ๆ ไปจะได
tCey 3−= (1.6)

จากเงื่อนไขเริ่มตน 2)0( =y

แทนคา 0=t ในสมการที่ (1.6) เพื่อหาคา )0(y

CCey t == 0)0(

แตจากเงื่อนไขเริ่มตนกํ าหนดให 2)0( =y

ดังนั้น  2=C  นํ าคา C  ที่ไดแทนคาในสมการที่ (1.6) เพื่อหาคํ าตอบที่แทจริงจะได
tey 32 −= ตอบ
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ตัวอยาง  จงหาคํ าตอบของ 042 =−′ yy  โดยมีเงื่อนไขเริ่มตนคือ 10)0( =y

วิธีทํ า   จัดสมการใหมใหสัมประสิทธิ์ของอนุพันธสูงสุดเปน 1 จะได
 0

2
4

=−′ yy   หรือ 02 =−′ yy

ใช S-Operator แทนคาในสมการจะได
02 =− ysy

0)2( =−sy (1.7)
แตสมการที่ (1.7) จะเปนจริงไดเมื่อ 0≠y

จะไดสมการคุณสมบัติคือ  02 =−s   หรือ 2=s

ดังนั้นโหมดหรือโพล ของสมการคือ  2  แทนคาในคํ าตอบแบบทั่ว ๆ ไปจะได
tCey 2= (1.8)

จากเงื่อนไขเริ่มตน 10)0( =y

แทนคา 0=t ในสมการที่ (1.8) เพื่อหาคา )0(y

CCey t == 0)0(

แตจากเงื่อนไขเริ่มตนกํ าหนดให 2)0( =y

ดังนั้น  10=C  นํ าคา C  ที่ไดแทนคาในสมการที่ (1.8) เพื่อหาคํ าตอบที่แทจริงจะได
tey 210=  ตอบ

 
****  จากทั้ง 2 ตัวอยางเราพอจะจับประเด็นอะไรไดบางอยางคือ  ****
• คาคงที่ C คือคาเงื่อนไขเริ่มตนที่โจทยกํ าหนดให
• คาโหมดหรือโพล ของสมการคือคาคงที่ของ y

ซึ่งในกรณีของสมการเชิงอนุพันธแบบเนื้อเดียวทํ าใหเรานํ าขอสังเกตนี้ใชตอบในใจ
ไดเลยเชน
- 032 =+′ yy  โดยมีเงื่อนไขเริ่มตนคือ 2)0( −=y   คํ าตอบคือ tey 2

3
2

−
−=

- 06 =−′ yy  โดยมีเงื่อนไขเริ่มตนคือ 4)0( =y   คํ าตอบคือ tey 64=
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2. การหาคํ าตอบของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองแบบเนื้อเดียว
(Solution of Homogeneous Second Order Linear Differential Equation)

รูปแบบทั่ว ๆ ไปของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองแบบเนื้อเดียว คือ
0=+′+′′ kyygy (2.1)

เมื่อ g และ k  คือคาคงที่
ใช S-Operator จะได

02 =++ kygsyys

หรือ 0)( 2 =++ kgssy (2.2)
สมการที่ (2.2) จะเปนจริงไดเมื่อ 0≠y  จะไดสมการคุณสมบัติคือ

02 =++ kgss (2.3)
จากสมการคุณสมบัติสามารถหารากของสมการไดจากสูตรคือ

2
42 kgg

s
−±−

= (2.4)
จากสมการที่ (2.3) ซึ่งเปนสมการกํ าลังสอง ดังนั้น ราก(Roots) หรือโหมด(Modes) หรือ
โพล (Poles) จะมี 2 คาเสมอ

ราก(Roots) หรือโหมด(Modes) หรือโพล (Poles) ของสมการกํ าลังสองจะมี 3
ลักษณะคือ

1. กรณีท่ี 042 >− kg ซึ่งหมายความวา kg 42 −  จะเปนตัวเลขจริง(Real
Number) และมีคาไมเทากัน ซึ่งรากลักษณะนี้เรียกวา”รากจริงไมซํ้ า”  (Distinct Real
Roots) คํ าตอบทั่ว ๆ ไป ของสมการลักษณะนี้คือ

tsts eCeCy 21
21 += (2.5)

ตัวอยาง  จงหาคํ าตอบของ 023 =+′+′′ yyy  เงื่อนไขเริ่มตนคือ 1)0( =y  และ
2)0( −=′y

วิธีทํ า ใช S-Operator แทนคาในสมการจะได
0232 =++ ysyys

หรือ  0)23( 2 =++ ssy (2.6)
สมการที่ (2.6) จะเปนจริงไดเมื่อ 0≠y  ดังนั้น
จะไดสมการคุณสมบัติคือ

0232 =++ ss
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หารากของสมการคุณสมบัติจากสูตร  
2

42 kgg
s

−±−
=

จะได  
2

893
2

2433 2 −±−
=

×−±−
=s

จะไดรากตัวที่ 1 คือ 1
2
2

2
13

2
13

1 −
−

=
+−

=
+−

=s

จะไดรากตัวที่  คือ 2
2
4

2
13

2
13

2 −
−

=
−−

=
−−

=s

ดงันั้น ราก หรือโหมด หรือ โพล ของสมการคือ
11 −=s     และ   22 −=s

ซึ่งเปนกรณีที่มีรากเปนรากจริงไมซํ้ า  นํ าไปแทนคาในสมการคํ าตอบทั่ว ๆ ไปคือ
tsts eCeCy 21

21 +=

จะได tt eCeCy 2
21

−− += (2.7)
หาคา 1C  และ 2C จากเงื่อนไขเริ่มตนคือ 1)0( =y  และ 2)0( −=′y

หาอนุพันธของสมการที่ (2.7) จะได
tt eCeCy 2

21 2 −− −−=′ (2.8)
ให 0=t ในสมการที่ (2.7) เพื่อหาคา )0(y แลวใหมีคาเทากับ 1 จะได

1)0( 0
2

0
1 =+= eCeCy

หรือ 121 =+CC (2.9)
ให 0=t ในสมการที่ (2.8) เพื่อหาคา )0(y ′ แลวใหมีคาเทากับ -2 จะได

22)0( 0
2

0
1 −=−−=′ eCeCy

หรือ 22 21 −=−− CC (2.10)
แกสมการที่ (2.9) และ (2.10) เพื่อหาคา 1C  และ 2C









−

=















−− 2

1
21
11

2

1

C
C

   0
1
0

21
11
22
11

1 =
−

=

−−

−−
=C

   1
1
1

21
11
21
11

2 =
−
−

=

−−

−−
=C
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แทนคาในสมการที่ (2.7) เพื่อหาคํ าตอบจะได

tt eCeCy 2
21

−− +=

tt eey 210 −− ×−×=

หรือ tey 2−−=  ตอบ

2. กรณีท่ี 042 =− kg ซึ่งหมายความวา  จะไดรากเปนตัวเลขจริง(Real
Number) และมีคาซํ้ ากัน ซึ่งรากลักษณะนี้เรียกวา”รากจริงซํ้ า”  (Repeated Real Roots)
คํ าตอบทั่ว ๆ ไป ของสมการลักษณะนี้คือ

stst teCeCy 21 += (2.11)

ตัวอยาง  จงหาคํ าตอบของ 044 =+′+′′ yyy  เงื่อนไขเริ่มตนคือ 2)0( =y  และ
4)0( =′y

วิธีทํ า ใช S-Operator แทนคาในสมการจะได
0442 =++ ysyys

หรือ  0)44( 2 =++ ssy (2.12)
สมการที่ (2.12) จะเปนจริงไดเมื่อ 0≠y  ดังนั้น
จะไดสมการคุณสมบัติคือ

0442 =++ ss

หารากของสมการคุณสมบัติจากสูตร  
2

4444 2 ×−±−
=s

จะได  
2
4

2
16164 −

=
−±−

=s

จะไดรากตัวที่ 1 คือ 21 −=s

จะไดรากตัวที่ 2 คือ 22 −=s

ดงันั้น ราก หรือโหมด หรือ โพล ของสมการคือ 221 −== sss

ซึ่งเปนกรณีที่มีรากเปนรากจริงซํ้ า  นํ าไปแทนคาในสมการคํ าตอบทั่ว ๆ ไปคือ
stst teCeCy 21 +=
tt teCeCy 2

2
2

1
−− += (2.13)

หาอนุพันธสมการที่ (2.13) จะได
tt etCeCy 2

2
2

1 )21(2)0( −− −+−=′ (2.14)
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ให 0=t ในสมการที่ (2.13) เพื่อหาคา )0(y แลวใหมีคาเทากับ 2 จะได

2)0( 1 == Cy (2.15)
ให 0=t ในสมการที่ (2.14) เพื่อหาคา )0(y ′ แลวใหมีคาเทากับ 4 จะได

42)0( 21 =+−=′ CCy (2.16)
แทนคา 21 =C  ในสมการที่ (2.16) เพื่อหาคา 2C  จะได

422 2 =+×− C

หรือ
8
44

2

2

=

+=

C
C (2.17)

แทนคาสมการที่ (2.16) และ (2.17) ในสมการ (2.13) เพื่อหาคํ าตอบ
tt teCeCy 2

2
2

1
−− +=
tt teey 22 82 −− += ตอบ

3. กรณีท่ี 042 <− kg ซึ่งหมายความวา  จะไดรากเปนคูของตัวเลขเชิงซอน
จริง(Complex Conjugate Pair Roots)

โดยที่  1−=j  ถาให 
2
ga −=  และ 

2
4 2gk

b
−

=

รากของสมการจะอยูในรูป
jbas +=1

jbas −=2

คํ าตอบทั่ว ๆ ไป ของสมการลักษณะนี้คือ
)cossin( 21 btCbtCey at += (2.18)

ตัวอยาง  จงหาคํ าตอบของสมการ 0134 =+′+′′ yyy  โดยมีเงื่อนไขเริ่มตนคือ
0)0( =y  และ 2)0( =′y

วิธีทํ า  ใช S-Operator แทนคาในสมการจะได
01342 =++ ysyys

จะไดสมการคุณสมบัติคือ
01342 =++ ss (2.19)

หารากของสมการจากสูตร    
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2
42 kgg

s
−±−

=

จะได
2

13444 2 ×−±−
=s

2
364

2
364

2
52164 js ±−

=
−±−

=
−±−

=

32
2
64 jjs ±−=

±−
=

32 jjba ±−=±∴

แทนคาในคํ าตอบแบบทั่ว ๆ ไปจากสมการที่ (2.18) คือ
)cossin( 21 btCbtCey at +=

)3cos3sin( 21
2 tCtCey t += − (2.20)

หาอนุพันธของสมการที่ (2.20) เพื่อใชในการหา )0(y ′  ตอไปจะได
)3cos23sin3()3cos33sin2( 2

2
1

2 ttCettCey tt +++−=′ −− (2.21)
ให 0=t  แทนคาในสมการที่ (2.20) เพื่อหาคา )0(y แลวใหมีคาเทากับ 0 จะได

20)0( Cy ==

หรือ     02 =C (2.21)
ให 0=t  แทนคาในสมการที่ (2.21) เพื่อหาคา )0(y ′ แลวใหมีคาเทากับ 2 จะได

132)0( Cy ==′

หรือ 23 1 =C

3
2

1 =C (2.22)
น ําสมการที่ (2.21) และ (2.22) แทนคาในสมการ (2.20) เพื่อหาคํ าตอบจะได

tey t 3sin
3
2 2−= ตอบ

ตัวอยาง  จงหาคํ าตอบของสมการ 04 =+′′ yy  โดยมีเงื่อนไขเริ่มตนคือ
0)0( =y  และ 6)0( =′y

วิธีทํ า  ใช S-Operator แทนคาในสมการจะได
042 =+ yys

จะไดสมการคุณสมบัติคือ
042 =+s (2.23)
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หารากของสมการจากสูตร    

2
42 kgg

s
−±−

=

จะได jjjs 2
2
4

2
16

2
16

2
4400

±=±=±=
−

±=
×−±−

=

จะไดรากที่เปนคูจองเลขเชิงซอนที่คาจริงมีคาเปน ศูนย คือ
jjjbjbas 2200 ±=±=±=±=

แทนคาในคํ าตอบแบบทั่ว ๆ ไป คือ
)cossin( 21 btCbtCey at +=

จะได )2cos2sin( 21
0 tCtCey +=

หรือ )2cos2sin( 21 tCtCy += (2.24)
หาอนุพันธของสมการที่ (2.24) จะได

tCtCy 2sin22cos2 21 −=′ (2.25)
ให 0=t  แทนคาในสมการที่ (2.24) เพื่อหาคา )0(y แลวใหมีคาเทากับ 0 จะได

20)0( Cy ==

หรือ 02 =C (2.26)
ให 0=t  แทนคาในสมการที่ (2.25) เพื่อหาคา )0(y ′ แลวใหมีคาเทากับ 6 จะได

126)0( Cy ==′

หรือ 62 1 =C

31 =C (2.27)
แทนคาสมการ (2.26) และ (2.27) ในสมการที่ (2.24) เพื่อหาคํ าตอบจะได

)2cos2sin( 21 tCtCy +=

ty 2sin3= ตอบ
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3. การหาคํ าตอบของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองแบบไมเปนเนื้อเดียว
(Solution of Non-Homogeneous Second Order Differential Equation)

รูปแบบทั่ว ๆ ไปของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองแบบเนื้อเดียว คือ
)(tfkyygy =+′+′′ (3.1)

โดยที่   0)( ≠tf  เมื่อ g และ k  คือคาคงที่ คํ าตอบของสมการจะเปนผลบวกของสม
การ 2 สวนคือ

• คํ าตอบที่ไดจากการให ฟงชันบังคับ หรือ ฟงกชันอินพุต เปน ศูนย 0)( =tf

ซึ่งเรียกวาเปนคํ าตอบแบบ”คอมพลีเมนทารี่” (Complementary Solution)
กํ าหนดใหเปน cy

• คํ าตอบที่ไดจากการให ฟงชันบังคับ หรือ ฟงกชันอินพุต ไมเปน ศูนย
0)( ≠tf ซึ่งเรียกวาเปนคํ าตอบแบบ”พาทิคคิวลา” (Particular Solution)

กํ าหนดใหเปน py

ดังนั้นคํ าตอบที่สมบูรณ(Complete Solution: y ) สํ าหรับสมการเชิงอนุพันธ
อันดับสองแบบไมเปนเนื้อ เดียวจะอยูในรูป

pc yyy += (3.2)
ขัน้ตอนในการหาคํ าตอบของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองแบบไมเปนเนื้อเดียว

• หาคํ าตอบของ cy

• หาคํ าตอบ py การหาคํ าตอบของ py  ข้ึนอยูกับฟงกชันบังคับ หรือฟงกชัน
อินพุตของสมการ ซึ่งสามารถหาไดโดยการเทียบสัมประสิทธิ์ของเทอมที่
ตรงกันดังตารางตอไปนี้

)(tf py

K A

Kt BAt +
2Kt cBtAt ++2

tK ϖsin tBtA ϖϖ cossin +

tcosK ϖ tBtA ϖϖ cossin +

ตารางที่ 1
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ตัวอยาง จงหาคํ าตอบของสมการ 1265 =+′+′′ yyy  โดยมเงื่อนไขบังคับคือ

2)0( =y  และ 4(0) =′y

วิธีทํ า
ขั้นที่ 1 หาคา cy โดยกํ าหนดให 0f(t) =

นั่นคือ 065 =+′+′′ yyy

ใช S-Operator จะได
065sy2 =++ yys

จะไดสมการคุณสมบัติคือ
065s2 =++s

รากของสมการคือ
-2,-3s =

ดังนั้น จะได
tt eCeCy 3

2
2

1c
−− += (3.3)

ขั้นท่ี 2 หาคา py โดยกํ าหนดให A=py  จกตารางที่ 1
จากนั้นแทนคา A=py  ลงสมการจะได

126A5(0)0 =++

126A =

2A =

แต 2yp == A

แทนคาในสมการ ที่ (3.2) เพื่อหาคํ าตอบที่สมบูรณจะได
pc yyy +=

tt eCeCy 3
2

2
12 −− ++= (3.4)

หาอนุพันธของสมการที่ (3.4)จะได
tt eCeCy 3

2
2

1 32 −− −−=′ (3.5)
ให 0=t  แทนคาในสมการที่ (3.4) เพื่อหาคา (0)y แลวใหมีคาเทากับ 2 จะได

0
2

0
1C22(0) eCey ++==

0C 21 =+C (3.6)
ให 0=t  แทนคาในสมการที่ (3.5) เพื่อหาคา (0)y ′ แลวใหมีคาเทากับ 4 จะได

21 3-2C4(0) Cy −==′

432C- 21 =− C (3.7)
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แกสมการที่ (3.6) และ (3.7) เพื่อหาคา 1C  และ 2C  จะได
จัดเขาสมการแมททริกจะได 








=
















−− 4

0
32
11

2

1

C
C

ใชกฎของเครเมอร(Cramer,s Rule) จะได

4
1
4

32
11
34
10

C1 =
−
−

=

−−

−
=

4
1
4

32
11
42-
01

C2 −=
−

=

−−

=

แทนคา 1C  และ 2C  ในสมการที่(3.4)เพื่อหาคํ าตอบที่สมบูรณจะได
จาก tt eCeCy 3

2
2

12 −− ++=

tt eey 32 442 −− −+= ตอบ

ตัวอยาง จงหาคํ าตอบของสมการ 12t65 =+′+′′ yyy  โดยมเงื่อนไขบังคับคือ
2)0( =y  และ 4(0) =′y

วิธีทํ า
ขั้นที่ 1 หาคา cy โดยกํ าหนดให 0f(t) =

นั่นคือ 065 =+′+′′ yyy

ใช S-Operator จะได
065sy2 =++ yys

จะไดสมการคุณสมบัติคือ
065s2 =++s

รากของสมการคือ
-2,-3s =

ดังนั้น จะได
tt eCeCy 3

2
2

1c
−− += (3.8)

ขั้นท่ี 2 หาคา py โดยกํ าหนดให A=py

จากนั้นแทนคา BAt +=py  ลงสมการจะได
12tB)6(At5(A)0 =+++ (3.9)
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เทียบสัมประสิทธิ์ของ t  จะได

06B5A =+

12t6At =
หรือ 126A =

2A =

3
5

6
10

B −=−=

ดังนั้น 
3
5

2 −= ty p

แทนคาในสมการ ที่ (3.2) เพื่อหาคํ าตอบที่สมบูรณจะได
pc yyy +=

tt eCeCy 3
2

2
13

5
-2t −− ++= (3.10)

หาอนุพันธของสมการที่ (3.10)จะได
tt eCeCy 3

2
2

1 23-2 −− −−=′ (3.11)
ให 0=t  แทนคาในสมการที่ (3.10) เพื่อหาคา (0)y แลวใหมีคาเทากับ 2 จะได

21C3
5

22(0) Cy ++−==

3
5

C
3
5

21 =++− C (3.12)
แกสมการที่ (3.11) และ (3.12) เพื่อหาคา 1C  และ 2C  จะได

13C1 = ,
3
28

2 −=C

แทนคา 1C  และ 2C  ในสมการที่(3.10)เพื่อหาคํ าตอบที่สมบูรณจะได
จาก tt eCeCy 3

2
2

13
5
-2t −− ++=

tt eey 32
1 3

28
13

3
5
-2t −− −+= ตอบ

ตัวอยาง จงหาคํ าตอบของสมการ 10sin5t5y =+′y  โดยมีเงื่อนไขเริ่มตนคือ
0(0) =y

วิธีทํ า
หาคา cy  โดยให 0)( =tf  จะได

05y =+′y

05y =+sy

หรือ 5s −=



คณิตศาสตรวิศวกรรม

นายสาคร  พลราชม    แผนกชางไฟฟา วทิยาลัยเทคนิคสกลนคร

15
ดังนั้น  t

c Cey -5=

จากตารางที่ 1 จะไดวา
tBtAy p 5cos5sin += (3.13)

และ
ttAy p 5sin55cos5 −=′ (3.14)

แทน py  และ py ′ ลงในสมการจากโจทยจะได
ttBtAttA 5sin10)5cos5sin(55sin55cos5 =++−

หรือ ttBAtBA 5sin105cos)5(5sin)5( =++−

เทียบสัมประสิทธิ์จะได

0)(5
10)5(

=+
=−

BA
BA

หรือ 1055 =− BA (3.15)
055 =+ BA (3.16)

หรือ 1,1 −== BA

แทนคา 1,1 −== BA  ในสมการที่ (3.13) จะได
tBtAy p 5cos5sin +=

tty p 5cos5sin −=

ดังนั้นคํ าตอบที่สมบูรณจะได
tCetty -55cos5sin +−= (3.17)

จาก  0(0) =y  จะได
Cy +−== 0cos0sin0)0(

C=0cos  หรือ 1=C

แทนคาในสมการที่ (3.17)เพื่อหาคํ าตอบที่สมบูรณจะได
tetty -55cos5sin +−= ตอบ

ตัวอยาง จงหาคํ าตอบของสมการ 42 =′+′′ yy โดยมีเงื่อนไขเริ่มตนคือ 0)0( =y  และ
4)0( =′y

วิธีทํ า หา cy จาก 02 =′+′′ yy

022 =+ ysys

จะไดสมการคุณสมบัติคือ  022 =+ ss
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0)2( =+ss

รากของสมการคุณสมบัติคือ
2,0 21 −== ss

ดังนั้น tt
c eCeCy 2

2
0

1
−+=

หรือ t
c eCCy 2

21
−+= (3.18)

หาคา py จะพบวา
0=′′py  และ 0=′py

แทนคาในสมการจากโจทยจะได
400 =+   ซึ่งไมเปนความจริง
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