
การหาคํ าตอบของระบบสมการเชิงเสน
          (Solution of Linear Algebraic Equations)

การหาคํ าตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยใชแมททริกซผกผัน
จากสมการพีชคณิตเชิงเสน

Ax =  b
เม่ือ    A  คือแมททริกซสัมประสิทธ์ิ ของสมการเชิงเสน

x  คือเวคเตอร ของตัวแปรอิสระ
b  คือเวคเตอร ของคาคงท่ี ๆ เปนคา input ของระบบ

จากคุณสมบัติของแมททริกซผกผัน
   A-1A  = I

เอา A-1    คูณดานหนา (Premultiplies)  ท้ัง 2 ดาน
A-1Ax   =  A-1b

และจากคุณสมบัติของ Identity matrix
IA = AI = A

จะได  Ix  =  x  =  A-1b
        x   =  A-1b

ตัวอยาง ระบบสมการเชิงเสน
x1+2x2+2x3    =   5          ………(1)
2x1+3x3          =   3          ………(2)
3x1+3x2+2x3  =   6              ………(3)
เม่ือจัดใหอยูในรูปแมททริกซจะได
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                         A                 x    =   b
จาก x = A-1b
จากตัวอยางที่ผานมา เราทราบวา 
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 x1 = 
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3−     :  x2 = 13

19        :  x3 = 
13
15  Ans…

ตรวจคํ าตอบโดยการแทนคากลับจากโจทย
จากสมการท่ี 1 จะได
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จากสมการท่ี 2 จะได
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จากสมการท่ี 3 จะได
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แสดงวาค ําตอบท่ีไดถูกตอง
ตัวอยาง สมมติใหแมททริกซสัมประสิทธ์ิของระบบ มีคาเทากันกับตัวอยาง

ท่ีผานมา เพียงแตเปล่ียนแปลงคา Input Vector ใหมเปน
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การหาค ําตอบก็ยังคงใช แมททริกซผกผันเดิม แลวแทนคา
y  = A-1b  กจ็ะไดคํ าตอบเชนกัน
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ตรวจคํ าตอบโดยการแทนคากลับจากโจทย
จากสมการท่ี 1 จะได
  (2) (-2) + (2) (1)    =  -2

จากสมการท่ี 2 จะได
(2)(0)+(0)(-2)+(3)(1)    =    3

จากสมการท่ี 3 จะได
(3)(0) +(3)(-2) +(2)(1)  =  -4

แสดงวาค ําตอบท่ีไดถูกตอง
**** ระบบสมการเชิงเสนใดๆ เม่ือเปล่ียนแปลงคา Input Vector การหาค ําตอบก็ยังคง
ใช แมททริกซผกผันของแมททริกซสัมประสิทธ์ิเดิม ****

การหาคํ าตอบของระบบเชิงเสนโดยใช Cramer’s Rule
พิจารณาจากระบบสมการเชิงเสนตอไปน้ี

a11x1 + a12x2 +…+ a1nxn  = b1
a21x1 + a22x2 +…+ a2nxn  = b2

  .         .       .       .



an1x1 + an2x2 +…+annxn  = bn

Cramer’s Rule กํ าหนดให
xi =  

A
Ai

เม่ือ |A|  คือ Determinant ของแมททริกซสัมประสิทธ์ิ
       |Ai| คือ Determinant ของมเตริกซ่ึงนํ าเอา Input Vector

   ไปแทนท่ี column ท่ี i ของแมททริกซสัมประสิทธ์ิ
        xi  คือ Vector ของตัวแปรอิสระ( Free Variable Vector) หรือ

   Vector ของค ําตอบ
ตัวอยาง จงหาคํ าตอบของระบบเชิงเสนตอไปน้ี

x1+2x2+2x3    =   -2             ………(1)
2x1+3x3          =   3 ………(2)
3x1+3x2+2x3  =   -4     ………(3)

เม่ือจัดใหอยูในรูปแมททริกซจะได
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1) det(A) = 13

2) det(A1) = D1 = Determinant ของแมททริกซท่ี เอา 
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 แทนท่ี column 1

ของแมททริกซ A จะได
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หา D1 โดยเอา column 2 เปนหลัก
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         = -2(18)-3(-12) = -36+36 = 0



3) det(A2) = D2 = Determinant ของแมททริกซท่ี เอา 
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 แทนท่ี column 2

ของแมททริกซ A จะได
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หา D2 โดยเอา row 1 เปนหลัก
D2 = 1 
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      = [6+12]+2[4-9]+2[-8-9]  = 18-10-34  = -36

4)det(A3) = D3 = Determinant ของแมททริกซท่ี เอา 
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 แทนท่ี column 3 ของ

แมททริกซ A จะได

D3 = 
















−

−

433
302

221

หา D3 โดยเอา row 1 เปนหลัก
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        = [-9] -(2)[-17]-[12]  = -9+34-12 = 13
5) หาค ําตอบจาก xi =  

A
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Assignment#3
จงหาตํ าตอบของระบบเชิงเสนตอไปน้ีโดยวิธี
1) ใชแมททริกซผกผัน
2) ใช Cramer’s Rule



A)
       2x1 + 4x2 – x3  = 4   ………..(1)
        x1   + x3          = 0    ……….(2)
      -3x1  + 2x2       = -5   ……….(3)
B)

x1 + 2x2 – x3    =  5     ………(1)
3x1 -  x2 + 4x3  =  -2    ………(2)
2x1+  x2     =  6   ……...(3)

C)
2x1 + 2x2             + 4x4   =  2   ……..(1)

        -3x1            +24x3  + 6x4   =  30   ……..(2)
           x1   -  x2   - 20x3  - 8x4   =  -25   ……..(3)
        -2x1   -  5x2 – 23x3  -14x4  =  -34  ……..(4)
D)

-x1       – x2         +  x3            =  56    ……..(1)
-2x1   – 2x2       + 2x3      = 128   ……..(2)

  6x1    + 2x2           + 2x3       = 256   ……..(3)

การหาคํ าตอบของระบบเชิงเสนโดยวิธี Gauss-Jordan Elimination
Augmented Matrix คือการนํ าเอา Matrix หรือ Vector ไปตอทายอีกแมททริกซหน่ึง
พิจารณาจาก ระบบเชองเสนตอไปน้ี

วิธี Gauss-Jordan กํ าหนดใหนํ าเอาเวคเตอรของอินพุต  หรือเวคเตอรของคาคง
ท่ีดานขวามือของสมการไปตอทาย แมททริกซสัมประสิทธ แลวทํ า Elementary Row
Operation  จนไดแมททริกซสัมประสิทธ เปนแมททริกซรูปสามเหล่ียมบนแลวแทนคา
กลับ  ก็จะไดค ําตอบ
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    เม่ือนํ าเอา Input vector ไป Augmented กับแมททริกซสัมประสิทธ์ิ A  จะได
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ข้ันตอนการทํ า Elementary Row Operation
1) สลับเอา row ท่ีสมาชิกตัวแรกมีคามากท่ีสุด(โดยไมพิจารณาเคร่ืองหมาย) ใน
ท่ีน้ีสลับ row 3 กับ row 1
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2) กํ าจัดสมาชิกท่ีอยูใตแนวเสนทะแยงมุมหลัก ใหเปน ศูนย หรือทํ าให
เปนแมททริกซสามเหล่ียมบน โดยนํ าคาคงที่ใดๆ ที่ไมใช ศูนย คูณกับ
Pivoting row เม่ือนํ าไปบวกกับ row ท่ีกํ าลังจะกํ าจัด

-กํ าหนดให Row ท่ี 1 เปน Pivoting row   
-กํ าจัดสมาชิก row 2 column 1 โดยเอา -

3
2  คูณ row 1 แลวบวกกับ row 2 จะได
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-กํ าจัดสมาชิก row 3 column 1 โดยเอา -
3
1  คูณ row 1 แลวบวกกับ row 3 จะได
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-กํ าหนดให Row ท่ี  2 เปน Pivoting row   
-กํ าจัดสมาชิก row 3 column 2 โดยเอา 

2
1  คูณ row 2 แลวบวกกับ row 3 จะได
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-เอา 2
12 หาร row 3 ตลอด
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3) แทนคายอนหลัง(Back substitutions) เพื่อหาค ําตอบ
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21 -2 3
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การหาคํ าตอบของระบบเชิงเสนโดยวิธีแยกแมททริกซใหเปน LU
(LU-Decomposition Method)

จากระบบเชิงเสน
Ax   =   b

ถาแยก A ใหอยูในรูปของ LU แลวจะได
L(Ux) = b
Ly      = b
Ux      = y

LU-Decomposition
จากการหาคํ าตอบของระบบเชิงเสนโดยวิธีตางๆท่ีผานมาน้ันถาระบบมีขนาด

ใหญมากๆแลวจะเกิดความยุงยากมาก
การใชวิธีแยกมเตริกใหอยูในรูปผลคูณของแมททริกซสามเหล่ียมลาง Lower Triangular
Matrix (L) กับแมททริกซรูปสามเหล่ียมบน Upper Triangular Matrix (U) จะทํ าใหไดค ํา
ตอบของระบบเร็วกวามากข้ึน



พิจารณาจากแมททริกซ A ขนาด nxn
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กํ าหนดให    A=LU   เม่ือ
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ข้ันตอนการแยกแมททริกซจัตุรัสใหอยูในรูปผลคูณของ LU
1) หาคาของสมาชิก column 1 ของแมททริกซ L ซ่ึงมีคาเทากับสมาชิกตาม

column ท่ี 1 ของแมททริกซ A
li1 = ai1    :      i = 1,2,3……n

2) หาคาของสมาชิก row 1 column 2…n ของแมททริกซ U ซ่ึงมีคาเทากับ
การนํ าเอาสมาชิก row 1 column 1 ของ A ไปหารตลอด

u1j = 
11

1

a
a j   :   j= 2,3….n

3) หาคาของสมาชิก column 2 ของแมททริกซ L จาก
l21u12 + l22 =  a22

l31u12 + l32 =  a32

.               .     .      .
ln1u12 + ln2 =  an2

หรือ li2 = ai2 – li1u12  :  i  = 2,3…..n
4) หาคาของสมาชิก row 2 ของแมททริกซ U จาก

l21u13 + l22u23 = a23

l21u14 + l22u24 = a24



.                .          .   .
l21u1n + l22u2n = a2n
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−
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ซ่ึงสามารถเขียนในรูปสมการท่ัวไป ไดดังนี้
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increment i for every j
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                             incrementing j for every i
ตัวอยาง จงหา L และ U จากแมททริกซตอไปน้ี
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1) หา l11;l21;l31;l41 จาก column 1 ของ matrix A
l11 = -1 ; l21 = 2 ; l31 = 1 ; l41 = 4

2) หา u12;u13;u14 โดยเอาสมาชิก a11 ไปหาร a12;a13;a14
u12 = 

1
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4) หา 4333 ;ll  จาก 
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5) หา 34u  จาก 3)]([1
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6) หา 44l   จาก )( 3443244214414444 ulululal ++−=

   4)]3)(3()2)(2()1)(4[(544 =−++−−−=l

คุณสมบัติของ LU
1) |A| = |L||U|
2) |A|=∏ =∀ jilij

3) AT=LTUT

4) A-1 = (LU)-1 = U-1L-1

การหาคํ าตอบของระบบเชิงเสนโดยใชวิธี LU-Decomposition
จาก L(Ux) = b

Ly      = b
Ux      = y

เม่ือ y เปนคํ าตอบของ Lower Traingular matrix (L) ท่ีสอดคลองกับ
input vector b

ตัวอยาง จงหาค ําตอบของระบบเชิงเสนตอไปน้ี
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แทนคากลับ(Backward substitution)จะได
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การหาแมททริกซผกผันโดยใช LU-Decomposition
จากคุณสมบัติ   A-1 = (LU)-1 = U-1L-1

กํ าหนดให Z เปน Inverse matrix ของ L นั่นคือ LZ เทากับ I (Identity matrix)
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การหาคา  Z สามารถหาไดโดยตรงจากการคูณ LZ=I นั่นคือ
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ทํ าในทํ านองเดียวกันในทุกๆ column จะไดสมการท่ัวไปของ  Z  ดังน้ี
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กํ าหนดให V เปน Inverse matrix ของ U นั่นคือ UV = I (Identity matrix)
การหา V ก็ใชวิธีคูณ UV = I เชนเดียวกันกับการหา Z ซึ่งจะไดสมการทั่วไป
ดังน้ี
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การหาคํ าตอบของระบบเชิงเสนโดยวิธีของ  Gauss-Jacobi
วิธีการของ Gauss-Jacobi เปนการจัดระบบสมการใหเปนสมการเทียบ

เทาของระบบเดิม โดยการเทียบหาคาของตัวแปรแตละตัว ดังตัวอยาง
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นํ า 3x  แทนคายอนกลับ (Back substitution) จะไดค ําตอบ
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6
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                1x                  = 
6
7 Ans.
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