
พีชคณิตเชิงเสนและสมการพีชคณิตเชิงเสน
Linear Algebra and Linear Algebraic Equations

Marices  แมททริกซคือArrayของ เลขจํ านวนเต็ม,เลขจํ านวนจริง,Operators หรือ
Functions โดยจัดอยูในกรอบวงเล็บใหญ [  ]  สมาชิกท่ีเรียงในแถวของ Array เรียกวา
“แถว” หรือ “Row” สมาชิกท่ีเรียงในหลักของ Array เรียกวา “หลัก” หรือ “Column”
โดยทั่วๆไป สัญลักษณ ของแมททริกซ จะแทนดวย อักษรตัวพิมพใหญของภาษาอังกฤษ
เชน  A , B , C เปนตน สมาชิกของแมททริกซซ จะแทนดวย ตัวพิมพเล็กและมีตัวหอย i
และ j ตัว i จะแทนตํ าแหนง row  ตัว j จะแทนตํ าแหนง column ของสมาชิกในแมทท
ริกซ

 i  จะมีคา 1,2,3………m
           j   จะมีคา 1,2,3………n

เชน                   A  =  
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a11 แสดงวาเปนสมาชิกท่ีอยูท่ีตํ าแหนง row ท่ี 1 column ท่ี 1
a23 แสดงวาเปนสมาชิกท่ีอยูท่ีตํ าแหนง row ท่ี 2 column ท่ี 3
a31 แสดงวาเปนสมาชิกท่ีอยูท่ีตํ าแหนง row ท่ี 3 column ท่ี 1

Vectors  คอืแมททริกซ ท่ีมี row เดยีว หรือมี column เดียว
-แมททริกซ ท่ีมี row เดียว เรียกวา row vector
-แมททริกซ ท่ีมี column เดียว เรียกวา vector  หรือ column vector

ชนิดของ Matrices
1) Square matrix  หรือแมททริกซจัตุรัสคือแมททริกซท่ีมีจํ านวน row และ

column     เทากัน



2)Zero matrix หรือ Null matrix  คือแมททริกซจัตุรัสท่ีสมาชิกทุกตัวมีคาเปน
ศูนย     หรือ       aij = 0 ∀   i  and  j

*** ∀   คือเครื่องหมาย  For all หรือ ทุกๆ หรือ ท้ังหมด
3)Unit matrix คือแมททริกซจัตุรัสท่ีสมาชิกทุกตัวมีคาเปน หน่ึง หรือ
     aij  =  1 ∀   i  and  j
4)Identity matrix  คือแมททริกซจัตุรัสท่ีสมาชิกตามแนวเสนทะแยงมุมหลัก
(Main diagonal) มีคาเปน 1 ทุกตัวโดยท่ัวๆ ไปจะใชสัญลักษณ I นั่นคือ
        I  =  aij  = 
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คุณสมบัติของ Indentity
 IA  = AI  =  A : Identity matrix คูณ กับ แมททริกซใดๆ จะไมท ําใหแมททริกซ
น้ันเปล่ียนแปลง
5) Upper Triangular Matrix หรือแมททริกซสามเหล่ียมบนคือแมททริกซจัตุรัสท่ี
สมาชิกท่ีอยูใตแนวเสนทะแยงมุมหลักมีคาเปนศูนยโดยท่ัวๆ ไปจะใชสัญลักษณ
U นั่นคือ
   U  =   aij  =  { ji〉∀0

เชน    U  =  
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6) Lower Triangular Matrix หรือแมททริกซสามเหล่ียมลางคือแมททริกซจัตุรัส
ท่ีสมาชิกท่ีอยูเหนือแนวเสนทะแยงมุมหลักมีคาเปนศูนย โดยท่ัวๆ ไปจะใช
สัญลักษณ L นั่นคือ
   L  =   aij  =  { ji〈∀0
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7) Diagonal Matrix หรือแมททริกซเสนทะแยงมุม คือแมททริกซจัตุรัสท่ีสมาชิก
ทุกตัวท่ีไมอยูในแนวเสนทะแยงมุมหลักมีคาเปนศูนยท้ังหมด สมาชิกท่ีอยูใน
แนวเสนทะแยงมุมหลักมีคาเปนศูนยได แตเปนไดไมทุกตัว โดยท่ัวๆ ไปจะใช
สัญลักษณ D หรือ diag(A) นั่นคือ
          D  หรือ  diag(A)  =  { ji ≠∀0

           เชน  D หรือ   diag(A)  = 
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Transposition of Matrix คือการสลับตํ าแหนงให row เปน column
 และให column เปน row ใชสัญลักษณ  AT

ถา   A = aij แลว AT = aji

คุณสมบัติการ Transpose
     [ ] AA TT =

ตัวอยาง
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** ขอสังเกตุ ** การ Transpose จะเปนเพียงการสลับตํ าแหนงของสมาชิก ใน
กลุมสามเหล่ียมบน กับกลุมสามเหล่ียมลางเทาน้ัน สามชิกท่ีอยูในแนวเสน
ทะแยงมุมหลักจะไมเปล่ียนแปลงตํ าแหนง
Sum of Matrices(การบวก ลบ แมททริกซ)
แมททริกซท่ีจะสามารถบวก ลบ กันไดจะตอง Conform กัน น่ันคือแมททริกซ
เหลาน้ันจะตองมีมิติเทากัน คือมีจ ํานวน row เทากัน และมีจ ํานวน column เทา
กัน ผลท่ีไดจะมีมิติเทาเดิม

C = Aij+Bkl     for i = k and  j=l



การ บวก ลบ กัน ใหน ําเอาสมาชิกท่ีอยูในตํ าแหนงเดียวกันทํ าการ บวก ลบ กัน
นั่นคือ

C = A+B   =  aij + bij  For all  i  and  j
ตัวอยาง
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Assignment#1  จากตัวอยางจงหาคา
1) -A-B
2)  A+B+C
3) -A+B-C
4) C+B+A
5) A+C
6) C+B-A
การคูณแมททริกซดวยคาคงที่
ให  c เปนคาคงท่ี ให  A เปนแมททริกซ
C = cA  = Ac   นัน่คือ

cA  =  caij  ji,∀

ตัวอยาง
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       Ans..

คุณสมบัติการคูณแมททริกซดวยคาคงท่ี
1) (αβA) = α(βA)                    3) α(A+B) =  Aα  + βB
2) (α+β)A) = (αA + βA)           4) I.A = A
การคูณแมททริกซ(Matrices Multiplications)

กํ าหนดให   
A เปนแมททริกซขนาด pxm

         B เปนแมททริกซขนาด mxn
         C  = AB  จะมีขนาด pxn

 A  เรียกวา Pre- multiplies: B   เรียกวา Post-multiplies
เม่ือ            Cij = ∑
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,      i = 1……p , j=1……n

คุณสมบัติการคูณแมททริกซ
1) (AB)C = A(BC) 4) α(AB) = (αA)B = A(αB)
2)  A(B+C) = AB+AC       5) AB≠ BA
3) (A+B)C = AC+BC

นิยาม กํ าหนด xและ y เปน Vector 2 vectors และ γ ให เปนผลคูณภายใน (Inner
product) ของ 2 Vector นี้
γ = xT<>y  = yT<>x = ∑

=

n
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 = คาคงท่ี

นิยาม กํ าหนด xiและ yj เปน Vector 2 vectors ผลคูณภายนอก(Outer product) ผลของ
Outer product จะทํ าใหเกิดแมททริกซขนาด mxn

A = x><yT,  aij = xi><yj     ในกรณี x เปน Pre-multiplier



          B = y><xT,  bij = yi><xj            ในกรณี y เปน Pre-multiplier
นิยาม ผลคูณของแมททริกซ A กับ column vector x จะเปนผลรวม
เชิงเสน (Linear combination) ของ column  ของแมททริกซ A ผลท่ี
ไดจากการคูณจะเปนสัมประสิทธ์ิ ของ vector  x
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ซ่ึงจะมีผลเหมือนกันกับการคูณแมททริกซดวย row vector
นิยาม ผลคูณของ row vector yT กับแมททริกซ A จะเปนผลรวมเชิงเสนใน column ของ
แมททริกซ A ผลท่ีไดจากการคูณจะเปนสัมประสิทธ์ิ ของ vector  y
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การคณูแมททริกซในรูปของ Inner product  ถา A เปนแมททริกซขนาด pxm
และจัดใหอยูในเทอมของrow และ B เปนแมททริกซขนาด mxn และจัดใหอยูในเทอม
ของ column ผลคูณของแมททริกซ AB =∑

=

m

k
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นิยาม ถา C = AB โดย C มีสัมประสิทธ์ิ  Cij ท่ีเกิดจาก inner product ของ row ของแมทท
ริกซ A กับ column ของแมททริกซ B
แลว       cij = j

T
i ba

การคณูแมททริกซในรูปของ Inner product
ถา A เปนแมททริกซขนาด pxm และจัดใหอยูในเทอมของ column และ B เปน

แมททริกซขนาด mxn และจัดใหอยูในเทอมของ row ผลคูณของแมททริกซจะมีคาเทา
กันกับ
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k
kjikba

1
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หรือเขียนในรูป
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นิยาม ถา C = AB แลว C สามารถหาไดในรูปผลรวมของ outer product ของ column
ของ A  กับ row  ของ  B

C = a1b1T + a2b2
T + … + ambm

T

นิยาม ผลคูณของแมททริกซ AB  สามารถหาไดในรูป ผลบวกของผลคูณ ระหวาง
แมททริกซ A กับ column ของแมททริกซ B
               ตัวอยาง
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หาในรูป outer product
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หาในรูปผลบวกของผลคูณ ระหวาง แมททริกซ A กับ column ของแมททริกซ B
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หาในรูปผลบวกของผลคูณ ระหวาง row ของแมททริกซ A กับmatrix B
C  =  AB  =
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การแยกแมททริกซออกเปนสวนๆ ( Matrix Partition)
การแยกแมททริกซใหเปนยอย (Submatrices) ในรูปของแมททริกซรูปส่ีเหล่ียม

ผืนผา(Rectangular matrix) หรือในรูปแมททริกซจัตุรัส (Square matrix) จากตัวอยางตอ
ไปน้ี จะเปนการแยกแมททริกซจัตุรัส ขนาด 4x4 ใหอยูในรูปแมททริกซยอย 4 แมทท
ริกซ โดยแมททริกซยอยเหลาน้ีจะเปนแมททริกซจัตุรัสขนาด 2x2

         A  =  







=

















2221

1211

333231

232221

131211

AA
AA

aaa
aaa
aaa

A11 =  








2221

1211

aa
aa   A12 =  









2423

1413

aa
aa

A21 =  








4241

3231

aa
aa   A22 =  









4443

3433

aa
aa

การจัดแมททริกซยอย ไมมีรูปแบบตายตัว อยูท่ีจุดประสงคในการจัดวาเม่ือจัดไปแลว
การปฏิบัติการ (การ บวก ลบ หรือ คูณ)หลังจากแยกเปนแมททริกซยอยแลวจัดแบบใด
จะสดวกในการปฏิบัติการ มากกวา จากแมททริกซเดิม อาจจะจัดใหมไดดังนี้

A11 = 


















=
















34

24

14

12

333231

232221

131211

,
a
a

a

A
aaa
aaa
aaa

A22 = [ ]434241 aaa         A23 =    [ ]44a



นิยาม ในการแยกแมททริกซมีกฎในการแยกดังน้ีกํ าหนดใหแมททริกซ A  และ B ตอไป
นี้

       A  =  


















klk

l

AA

AA

.........
.
.

.........

1

111

      B  =  


















mnm

n

BB

BB

1

111

.

.

เม่ือ Aij เปนแมททริกซยอยของ  A ที่มีขนาด α i x δj และ Bij

ของแมททริกซ B ที่มีขนาด βixγj

1) ถา k = m , α I = βI และ δj  = γj แลว

 A + B =    


















klk

l

cc

cc

........
.
.

........

1

111

เม่ือ  Cij  =  Aij + Bij

2) ถา l  =  m  และ δj = βI แลว

AB  = 


















knk

n

cc

cc

.........
.
.

.........

1

111

เม่ือ Cij = ∑
=

l

q
qjiqBA

1

        3)

                  AT = 




















T
kl

T
l

T
k

T

AA

AA

..........

.

.
.........

1

111

นิยามขอท่ี 1  ใชจัดแมททริกซยอยให Conform กับการบวก-ลบ
นิยามขอท่ี 2  ใชจัดแมททริกซยอยให Conform กับการคูณ

ตัวอยาง พิจารณา การแยกแมททริกซ A และ B

                  A  =  







=

















2221

1211

9|87
6|54
3|21

AA
AA



                  B  =  







=

















2221

1211

1|0
1|1
0|1

BB
BB

เม่ือแยกแมททริกซออกเปนแมททริกซยอยแลว จะไดมเตริกยอยขนาด 2x2 ทํ า
ใหสามารถทํ าการคูณกันไดโดยงาย

พิจารณาวา แมททริกซ A ,B สามารถทํ าการ บวก-ลบ กันไดหรือไม จะเห็นวา
ไมสามารถ บวก-ลบ กันไดเพราะไม Conform กันเน่ืองจาก แมททริกซยอย A11 ไม
Conform กับ B11 และ A21 ไมกับ Conform B21

Assignment#2
จงหาผลคูณของแมททริกซตอไปน้ี

                   A = 
















−
−

−

322
231
121

 ; B = 







230
221

                   C = 
















2
3
4

      k=5

1) AB
2) BA
3) AC
4) CA
5) ABC
6) k(AC)
7) k(CA)
8) k(AB)

ตัวกํ าหนด(Determinants)
การหาคา Determinant โดยใช Laplace Expansion



กํ าหนดให row ใด  row หน่ึง หรือให column ใด  column หน่ึงเปนหลักจากน้ัน
ใหตัด column ออกไปทีละ 1 column(ในกรณี row เปนหลัก)
Minor คือ determinant ของสมาชิกท่ีไมถูกตัดจากการกํ าหนดให row หรือ column ใดๆ
เปนหลักแลวตัด column/row ออกไปทีละ 1 column/row jใชสัญลักษณ Mij

Cofactor คือ Minor คูณดวย (-1)i+j ใชัสัญลักษณ Cij

Determinant ของแมททริกซจัตุรัสขนาด nxn กํ าหนดจากผลบวกของผลคูณระหวาง
สมาชิกตาม row/column ท่ีถูกกํ าหนดใหเปนหลัก Cofactor

กรณีให row 1 เปนหลัก
                      det(A) = ∑

=

n

j
jjca

1
11

ตัวอยาง
        A  =  








32
21

1) ตัด row1/column1 สมาชิกท่ีถูกตัดคือ 1 นํ าเอาสมาชิกท่ีถูกตัดคูณ
กับ (-1)1+1 แลวนํ าไปคูณกับ Determinant ของสมาชิกท่ีไมถูกตัด คือdet3]=3
จะได 1(3) = 3

2) ตัด row1/column2 สมาชิกท่ีถูกตัดคือ 2 นํ าเอาสมาชิกท่ีถูกตัดคูณกับ (-1)1+2

จะได –2 แลวนํ าไปคูณกับ Determinant ของสมาชิกท่ีไมถูกตัด คือ
det[2]=2 จะได –2(2)  = -4

3) เอาผลที่ไดจาก ขอ 1 และ 2 รวมกันก็จะเปนคา det(A)
det(A) = 3-4 = -1     Ans..

*** ขอสังเกต *** ในกรณีแมททริกซขนาด 2x2 determinant ของแมททริกซจะ
เกิดจากการเอาสมาชิกตามแนวเสนทะแยงมุมหลัก(จากดานซายบนไปดาน
ขวาลาง) คูณกันผลท่ีไดนํ าไปคูณกับ (+1) แลวนํ าไปบวกกับผลคูณของสมาชิกท่ีอยูใน
แนวเสนทะแยงมุม(จากดานซายลางไปดานขวาบน)ผลที่ไดให
คูณกับ (-1) นั่นคือ
                  det 









2221

1211

aa
aa  = (+1)(a11a22)+(-1)(a21a12)



ตัวอยาง  จงหา determinant ของ

                       A = 
















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

กํ าหนดให row 1 เปนหลัก
| A | = a11M11 - a12M12 + a13M13

เม่ือ
                M11 = 









3332

2322

aa
aa        เกิดจากการตัด row 1 column 1

    M12 = 








3331

2321

aa
aa        เกิดจากการตัด row 1 column 2

                M13 = 








3231

2221

aa
aa        เกิดจากการตัด row 1 column 3

         |A| =    a11 








3332

2322

aa
aa  - a12 









3331

2321

aa
aa  + a13 









3231

2221

aa
aa

         |A| = a11(a11a33-a32a23)-a12(a21a33-a31a23)+a13(a21a32-a31a22)
|A| = a11a11a33- a11a32a23-a12a21a33+ a12a31a23+a13a21a32- a13a31a22

|A| = 
















3231333231

2221232221

1211131211

|
|
|

aaaaa
aaaaa
aaaaa

น่ันคือในกรณีแมททริกซขนาด 3x3 Determinant สามารถหาไดจากการ
นํ าเอา column ท่ี 1 และ 2 ไปตอทาย(Augmented) แมททริกซ A แลวคูณทะแยง
ตามแนวเสนทะแยงมุม โดยคูณทะแยงข้ึนมีคาเปนลบ และคูณทะแยงลงมีคา
เปนบวก

การหาคา determinant โดยวิธี Laplace Expansion ถาแมททริกซมีขนาด
ใหญมากๆแลวจะใชเวลาและขั้นตอนในการคํ านวณมาก อีกวิธีหน่ึงในการหา
คา determinant ท่ีใชเวลาในการคํ านวณนอยลงคือการใชวิธี Row reduce



หรือเรียกวา Elementary Row  Operation ( ERO)
คุณสมบัติบางประการของแมททริกซ
1) การสลับตํ าแหนง row ทํ าใหคา determinant เปล่ียนแปลงเคร่ืองหมาย
2) การนํ าคาคงที่คูณกับ  row หน่ึงแลวนํ าไปบวกกับอีก row หน่ึง
     ไมทํ าใหคา determinant เปล่ียนแปลง
3) คา determinant ของ Upper triangular;Lowwer triangular;
หรือ Diagonal matrix จะเทากับผลคูณของสมาชิกท่ีอยูในแนว
เสนทะแยงมุมหลักหรือ
             det(A) = ∏ ija  for i = j

4) แมททริกซจัตุรัส ขนาด nxn ใดๆ ถาสมาชิกของ row หน่ึงเปนอัตราสวน
ของอีก row หน่ึง คา determinant ของแมททริกซน้ันจะมีคาเทากับ 0
(ศูนย)

5) แมททริกซจัตุรัส ขนาด nxn ใดๆ ถาสมาชิกของ row หน่ึงหรือ column
หนึ่งมีคา = 0 ท้ังหมด คา determinant ของแมททริกซน้ันจะมีคาเทากับ 0
(ศูนย)

6) แมททริกซจัตุรัส ขนาด nxn ใดๆ ถา Rank ≠ n คา determinant ของ
     แมททริกซน้ันจะมีคาเทากับ 0 (ศูนย)
Rank คือจํ านวน row ท่ีไมเปนศูนยของแมททริกซจัตุรัส ขนาด nxn ใดๆ
เม่ือผานการทํ า ERO อยางสมบูรณแลว
ตัวอยาง จงหา determinant และ Rank matrix ตอไปน้ี
           A  =  








21
32

สลับ Row ท่ี 1 กับ Row ท่ี 2 จะได
           A  =  








21
32

เอา 
2
1−  คูณ row 1 แลวนํ าไปบวกกับ row 2

       |A|  = 














−
2
320

32
 = 1

       Rank = 2                                     Ans..



ตัวอยาง จงหา determinant และ Rank matrix ตอไปน้ี

                A  =  
















963
642
321

1) เอา –2 คูณกับ row 1 แลวบวกกับ row 2

                 A =  
















963
000
321

2) เอา –3 คูณกับ row 1 แลวบวกกับ row 3

                  A = 
















000
000
321

จะเห็นวาเม่ือทํ า ERO อยางสมบูรณแลว แมททริกซ A ม ีrow ท่ีเปนศูนย
2 row ดังน้ัน rank(A) = 3-2 =1
นั่นคือ rank ≠ n  ดังน้ัน  determinant ของ matrix  A = 0    Ans…
ตัวอยาง จงหา determinant และ Rank matrix ตอไปน้ี

               A = 
















963
642
121

1) เอา –2 คูณ row 1 แลวนํ าไปบวก row 2

                      
















963
400
121

2) สลับ Row ท่ี 2 กับ Row ท่ี 2

                                  
















400
963
121

3) เอา –1.5 คูณ row 1 แลวนํ าไปบวก row 2

                      
















600
5.75.10

121

det(A) = 1x1.5x6 = 9
rank(A) = 3 Ans…



Singular Matrix คือแมททริกซท่ีมี determinant = 0
Non-Singular Matrix คือแมททริกซท่ีมี determinant ≠ 0
Symmetric Matrix คือแมททริกซจัตุรัสขนาด nxn ใดๆ ท่ี A = AT

แมททริกซผกผัน ( Inverse of Matrix)
แมททริกซผกผนัของแมททริกซจัตุรัส A ขนาด nxn ใดๆเขียนแทนดวย A-1

A-1  =  
)det(
)(

A
Aadj

เม่ือ )(Aadj  คือ Adjugate ของ Matrix A
       )det(A  คือ Determinant ของ Matrix A
       )(Aadj  = [ ]TAcof )(

       )(Acof  = คาที่ไดจาก (-1)i+j (minor) ของ matrix A
คุณสมบัติผกผัน  A-1A = I
ตัวอยาง จงหา Inverse ของแมททริกซ

              A = 
















233
302
221

1) หา determinant ของแมททริกซ  A
เอา column ท่ี 2 เปนหลักจะได
|A| = -2 








23
32 +0-3 








32
21  = -2[4-9]-3[3-4] = -2(-5)-3(-1)

|A| = 13
2) หา Minor ของแมททริกซ A
M11 = 








23
30  ; M12 = (-1) 








23
32  ; M13 = 








33
02

M21 = (-1) 







23
22  ; M22 = 








23
21  ; M23 = (-1) 








33
21

M31 = 







30
22  ; M32 = (-1) 








32
21  ; M33 = 








02
21

)(Acof   =  
















−
−

−

416
342
659



)(Aadj   =  
















−
−

−

436
145
629

      A-1  =  
13
1

















−
−

−

436
145
629

              Ans…

ตรวจค ําตอบจากคุณสมบัติ  A-1A =  I

13
1

















−
−

−

436
145
629

















233
302
221

13
1  

)4(2)3(3)2(6)4(3)3(0)2(6)4(3)2(3)1(6
)2(1)4(3)2(5)3(1)4(0)2(5)3(1)4(2)1(5
)2(6)3(2)9(2)3(6)0(2)9(2)6(3)2(2)9(1

−++−++−++
+−++−++−+
++−++−++−

   A-1A = I = 
















100
010
001

ดังน้ัน A-1  =  
13
1

















−
−

−

436
145
629
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