
ดังน้ัน  เม่ือ เราเลือกคา  αδ >   อินทิกอลขางบนนี้จะลูเขาไดอยางสมบูรณ
ฟงกชันเอ็กโปเน็นเชียลอันดับอาจจะถูกก ําหนดขึ้นจากอีกวิธีหนึ่งได  กลาวคือ  ถามีเลข

จํ านวนบวกจริง  α   เกิดข้ึน  ฟงกชั่น  ( )tf   จะเปนเอ็กโปเน็นเชียลอันดับ  ซึ่งทั้งนี้

( )[ ] 0lim =
∞→

− tf
t e tδ (1.20)

ถา ∫ )(t สอดคลองกับเงื่อนไขในสมการที ่(1.20)  ดังนั้นสามารถแสดงไดอยางงาย ๆ วา

( )∫
∞

−

0

dtetf tδ  ถูกก ําหนดคาไดที ่ αδ >

เฉพาะฉะนั้นบริเวณของการลูเขาคือ

αδ >>∞ (1.21)

เงื่อนไขขางบนนี้จะเหมือนกับกรณีของลาปลาสทรานสฟอรมทั้งสองขาง  เพียงแตวาในกรณีน้ี β

จะถูกแทนดวย ∞  ซึ่งความจริงอันนี้จะเปนเพราะสมการที ่(1.14 )สอดคลองที ่ β = ∞และ )(tf
เปนคอซอลฟงกชัน  ลาปลาสทรานสฟอรมจะลูเขาที่คา s ตาง ๆ โดยกํ าหนดให

Rcs = δ >α

ซึ่ง α จะสอดคลองกับเงื่อนไขในสมการที ่(1.20)
คาต่ํ าสุดของ α  ซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไขในสมการที ่(1.20) จะกลาวไดวาเปนแอบซิซซา

(abscissa) ของการลูเขาสัมบูรณ (absolute  convergence) ตามฟงกชัน )(tf  ที่ก ําหนดให
พิจารณาดวยอยางยูนิตสเตปฟงชัน (unit-step function) u(t) ซึ่ง

0)(lim =
∞→

− tetu
t

α ที่ทุก ๆ คาของ 0>α

ดังน้ัน  บริเวณของการลูเขาของลาปลาสทรานสฟอรมของฟงกชัน u(t) จะกํ าหนดให δ >0 และ
ทํ านองเดียวกันน้ี  ในกรณีของ )(tue tα− สามารถแสดงไดวาบริเวณที่ลูเขาคือ δ >α



วิธีการวิเคราะหความถี่จะขึ้นอยูกับฟงกชันหรือไมก็ตามนั้น  ในทางปฏิบัติแลวจะท ําใหได
รับลาปลาสทรานสฟอรมเสมอ ในที่นี้สามารถกํ าหนดไดวาสัญญาณที่เปนไปไดทางฟสิกสสามารถ
กํ าหนดลาปลาสทรานสฟอรมได  และกลาวไดวาสัญญาณจะตองเปนเอ็กโปเน็นเซชียลอันดับ  น่ัน
เปนอีกวิธีหนึ่งที่กลาวไดวา )(tf  จะตองไมเพ่ิมข้ึนอยางรวดเร็วจนเกินกวา Me tα เม่ือ M และ
α เปนคาบวกจริง  มีบางฟงกชันที่เพิ่มขึ้นเร็วเกินกวา Me tα  เชน 2te  หรือ t t ซึ่งทั้งสองฟงกชันนี้
ไมสามารถมีลาปลาสทรานสฟอรมเกิดขึ้น และไมมีความส ําคัญในทางปฏิบัติ  แตฟงกชันทั้งสองก็
สามารถหาลาปลาสทรานสฟอรมไดโดยพจิารณาจากฟงกชันของลิมิต  โดยสมมุติ 2te   เกิดขึ้นใน
ชวง 0 < t < T และเปนศูนยที ่t > T โดยจะมีคาเทาไรก็ได  แตจะตองถูกจํ ากัดที่คาใดคาหนึ่ง
1.6 ความหมายของลาปลาสทรานสฟอรม
ฟูเรียรทรานสฟอรมธรรมดา  เสมือนเปนเคร่ืองมืออันหน่ึง  เพื่อใชส ําหรับแทนฟงกชัน )(tf ให
อยูในผลรวมของฟงกชันเอ็กโปเน็นเซียลที่ตอเนื่องตามความถี่ตาง ๆ บนแกน ωj  กลาวคือ
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∞
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ฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอนหรือ
                                            ลาปลาสทรานสฟอรมสองขางs= ωδ j+

                                          และ ( )∫ t เกิดขึ้นตลอดชวง - ∞<<∞ t

รูปท่ี 1.4 ฟูเรียรทรานสฟอรมธรรมดา  และลาปลาสฟอรมที่ก ําห
เชิงซอน

   ฟูเรียรทรานสฟอรมธรรมดา
s=j ωj และ )(tf

เกิดข้ึนตลอดชวง ∞<<∞− t

0

     ลาปลาสทรานสฟอรม
s= ωδ j+

  และส ําหรับคอซอลฟงกชัน
0)( =tf ท่ี <t
นดจากฟูเรียรทรานสฟอรม



กลาวโดยทั่ว ๆ ไปแลว  ฟูเรียรทรานสฟอรมธรรมดาสามารถนํ าไปก ําหนดฟูเรียรท
รานสฟอรมเชิงซอนได  โดยการแทนฟงกชัน  ( )t∫  ใหเปนผลรวมของฟงกชันเอ็กโปเน็นเซียลที่ตอ
เนื่องตามคาความถี่เชิงซอน
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สมการขางบนจะแสดงถึง )(tf  ซึ่งเปนผลรวมของฟงกชันเอ็กโปเน็นเซียลที่ตอเนื่องตามคา
ความถี่ที่อยูในสวนของ ωδ j+ เม่ือ −∞=.ω ถึง ∞ส ําหรับกรณีท่ี 0=δ หรือ ωjs = นั้นฟู
เรียรทรานสฟอรมธรรดากคื็อ  กรณีเฉพาะอันหน่ึงของฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอนน่ันเอง  ลาป
ลาสทรานสฟอรมเปนฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอนอยางแทจริง  เมื่อฟงกชัน )(tf ไมเปนคอซอล
ฟงกชัน  ซึ่ง )(tf นี้มีคาเปนศูนยที ่ 0<t ดังน้ัน  ลาปลาสทรานสฟอรมจึงเปนกรณีเฉพาะอัน
หน่ึงของฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอน   ความสัมพันธระหวางทรานสฟอรมตาง ๆ แสดงไวในรูปที่
1.4  ดังนั้นลาปลาสทรานสฟอรมจะแสดงถึงคอซอลฟงกชัน  )(tf ซ่ึงเปนผลรวมท่ีตอเน่ืองของ
ความถี่เชิงซอนแบบเอ็กโปเน็นเซียล  ดังแสดงใหเห็นจากการพิจารณาในตัวอยาง

ตัวอยางตอไปนี้จะพิจารณาฟงกชัน ( )tue t−∂  โดยจะแสดงใหอยูในรูปผลรวมของฟงกชัน
เอ็กโปเน็นเซียลที่ตอเนื่องตามคาความถี่เชิงซอนตาง ๆ  โดยวิธีลาปลาสทรานสฟอรม  กลาวคือ
จากสมการที ่(1.9)
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ซึ่ง   F (s) หาไดจากสมการที ่(1.10) คือ
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1 ถา ( ) 0>+ αδ กลาวคือ αδ −> (1.22)

สังเกตวา ถา ( ) 0>+ αδ คาอินทิกอลขางบนจะเขาสูคาอนันต  และทรานตฟอรมจะไมเกิดขึ้น
ดังน้ันบริเวณของการลูเขาจะกํ าหนดโดย α−>sRe บริเวณในระนาบ s (s plane)  ที่

α−>sRe  แสดงไวในรูปที ่1.5 ดังนั้นเราสามารถแสดงฟงกชัน  )(tue ใหอยูในรูปผล
รวมของเอ็กโปเน็นเชียลเชิงซอนท่ีตอเน่ืองได  โดยนํ าเอาสมการที่ (1.22) ไมแทนลงในสมการที่
(1.22a) คือ
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รูปท่ี 1.5

ฟงกชัน 1/(s+α ) ในสมการที่ (1.23) แสดงถึงแอมปลิจูดสัมพันธ (relative  amplitude)
ของสวนประกอบความถี่ตาง ๆ และอินทิกอลแสดงถึงการรวมท่ีตอเน่ืองของฟงกชันเอ็กโปเน็น-



เชียล  ซึ่งเสนความถี่จะอยูในทางเดิน ωδ j+   ขณะที่  ωมีคาจาก - ∞  ถึง ∞  เราจะเลือกทางเดินนี้
ไดอยางไรน้ัน  จากการพิจารณาขางบนนี ้ แสดงใหเห็นวาทางเดินจะตองวางอยูในบริเวณของการลู
เขา  แตอยางไรก็ตามขอสรุปอันนี้ก็ตองอาศัยคุณสมบัติบางอยางประกอบดวย  และมันก็เปนการพอ
เพียงที่จะเลือกทางเดินของการอินทิเกรทท้ังหมดภายในบริเวณของการลูเขา  (ทางเดินท่ี 1 และ 2
ใน รูปที่ 1.5 ) อยางไรก็ตามไมจ ําเปนวาทางเดินท้ังหมดจะวางอยูในบริเวณของการลูเขา  ทั้งนี้จาก
คุณสมบัติตาง ๆ ของฟงกชันวิเคราะห (analytic  function) สามารถแสดงไดวา  ทางเดินของการอิน
ทิเกรทที่ตองการอาจจะอยูทางดานขวางของ  singularity  points (โพล) ของ F(s) ในกรณีที่แสดงไว
น้ี singularity จะอยูที ่s = -α  และทางเดินทางดานขวาของ s = -α (ดังตัวอยางในทางเดินท่ี 3 ) จะ
สามารถก ําหนดข้ึนได  มักปรากฏชัดเจนวามีทางเดินของการอินทิเกรทที่เปนไปไดมีมากมาย  ดัง
แสดงไวในรูปที ่1.5 เนื่องจากความถี่ทั้งหมดบนทางเดินนี้วางอยูในสวนทางดานซาย  การเลือกทาง
เดินที ่1 เทากับเปนการแสดง  )(tf  ใหอยูในรูปผลบวกที่ตอเนื่องของสัญญาณไซนที่ลดลงแบบ
เอ็กโปเน็นเซียล  หรืออีกนัยหน่ึงน้ันทางเดินท่ี 2  ที่อยูในสวนทางดานขวาทั้งหมดนั้นจะเปนการ
แสดง  )(tf  ใหเปนผลบวกที ่ตอเน่ืองของสัญญาณไซนท่ีเพ่ิมข้ึนอยางเอ็กโปเน็นเซียล  ทางเดินท่ี
3  ซึ่งอยูทั้งทางดานซายและขวา  จะสืบเนื่องจากการแทน )(tf  เปนผลรวมท่ีตอเน่ืองของ
สัญญาณไซนที่ก ําลังเพิ่มขึ้นและลดลงอยางเอ็กโปเน็นเชียล  กลาวคือ ( )tue tα−  เม่ือ         อินทิเก
รทตามทางเดินเหลาน้ี  อินทิกอลทางดานขวาของสมการท่ี (1.23) จะไดผลลัพธที่เหมือนกัน

สังเกตวา  เราอาจจะเลือกทางเดินตามแกน ωj ได  ซึ่งการเลือกทางเดินนี้เสมือนวาเปนการ
แทน )(tf  ใหอยูในรูปผลบวกท่ีตอเน่ืองของเอ็กโปเน็นเชียล  tje ω  (ตามแกน ωj  ) และถาเปน
ไปเชนนี้แลวฟูเรียรทราสฟอรมสามารถกํ าหนดไดอยางแนนอน  ดังน้ัน  กรณีเม่ือ ωjx =  ลาป
ลาสทรานสฟอรมจะกลายเปนฟูเรียรทรานสฟอรม  มันจํ าเปนท่ีจะตองสังเกตวา  มีคาขอบเขตลาง
เปน  δ (ในกรณีน้ีคือ  α ) แตไมมีขอบเขตบนซ่ึงเราสามารถเลือก δ  ใหมีคาสูง ๆ ไดตามท่ีเรา
ตองการ  (มากกวาขอบเขตลาง 0m) ดังน้ัน  สัญญาณสามารถแสดงเปนผลบวกท่ีตอเน่ืองของ
สัญญาณไซนที่เพิ่มขึ้นอยางเอ็กโปเน็นเชียล  อาจจะเลือกสัญญาณไซนเหลาน้ีเพ่ิมข้ึนอยางรวดเร็ว
ไดตามท่ีเราตองการ

จุดประสงคส ําคัญอันหน่ึงท่ีตองการแสดงใหเห็นอยางชัดเจน  ณ  ท่ีน้ีน้ัน  ก็เพื่อแสดงการ
แปลงความถี ่(frequency  transforn) ของฟงกชันใหอยูในรูปผลบวกท่ีตอเน่ืองของฟงกชันเอ็กโป
เน็นเชียล  ซึ่งเกิดขึ้นในชวงทั้งหมด ( )∞<<∞− t  ดังนั้นลาปลาสทรานสฟอรมก็จะเปนการแทน
คอซอลฟงกัน 0,0)( <= ttf  ใหเปนผลบวกท่ีตอเน่ืองของฟงกชันเอ็กโปเน็นเชียลไมรูจบ
(เกิดขึ้นในชวง ∞<<∞− t )  ตามที่ไดกลาวไปแลววา  )(tf  เปนศูนยที่คา t เปนลบ  แตอยาง
ไรก็ตามมันจะเกิดขึ้นไดเมื่อสวนประกอบเอ็กโปเน็นเชียลไมรูจบบวกเพิ่มเขาไป  ซึ่งจะไดรับคา



ศูนยที่   t < 0 และไดรับฟงกชัน  )(tf  ที ่t < 0  ทั้งนี้อาจกลาวยํ้ าไดวาลาปลาสทรานสฟอรม
เสมือนเปนเครื่องมืออันหนึ่งซึ่งเราสามารถน ํามาใชแสดงคอซอลฟงกชันใหเปนผลบวกที่ตอเนื่อง
ของฟงกชันเอ็กโปเน็นเชียลไมรูจบ  ตามคาความถี่ตาง ๆ ทั้งหมด  และผลบวกที่ตอเนื่องสามารถ
แสดงไดโดยอินทิกอล

( ) ( ) dsesF
j

tf stj

j∫
∞+

∞−
=

δ

δπ2
1

ฟงกชัน F(s) เปนแอมปลิจูดสัมพันธ (relative  amplitude) ของสวนประกอบของความถี ่s

1.7 ลักษณะเฉพาะของลาปลาสทรานสฟอรม
ส ําหรับฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอน  ซึ่งอาจเรียกวาเปนลาปลาสทรานสฟอรมทั้งสองขาง

และแสดงไดวาทรานสฟอรมกลับ (inverse  transform) ของฟงกชัน F(s) จะไมเปนลักษณะเฉพาะ
นอกจากวาบริเวณที่ลูเขาไมไดถูกก ําหนดไวแลว  มีทรานสฟอรมกลับที่ก ํากวมเกิดขึ้น  ถาบริเวณที่
ลูเขาไมไดถูกก ําหนดไว  ทรานสฟอรมกลับอาจจะเปนฟงกชัน ( )tf 1  ซึ่งเกิดขึ้นที่คา t เปนลบ
หรืออาจจะเปนฟงกชัน ( )tf 2  ซึ่งเกิดขึ้นที่คาเวลาเปนลบ  และเปนศูนยที่คาเวลา  t เปนบวก หรือ
อีกนัยหนึ่งในกรณีของทรานสฟอรมขางเดียว  ทุก ๆ ฟงกชันจะเกิดขึ้นที่คาเวลา t ที่เปนบวก และ
เปนศูนยที่คาของ t เปนลบ  ดังนั้นจะไมมีทรานสฟอรมกลับที่ค ําถาม  ถึงแมวาบริเวณของการลูเขา
จะไมไดถูกก ําหนดข้ึนกอน  ส ําหรับเหตุผลนี้ในกรณีของลาปลาสทรานสฟอรมเราจะหลีกเลี่ยงที่จะ
กลาวถึงบริเวณของการลูเขา  เพราะฉะนั้นจึงเปนไปไดวา  ลาปลาสทรานสฟอรมกลับเปนลักษณะ
เฉพาะอันหนึ่ง

ทรานสฟอรมกลับอาจจะหาไดจากการคํ านวณอินทิกอลเชงิซอนในสมการท่ี (1.17) ซึ่งการ
คํ านวณอินทิกอลน้ีก็ตองคุนเคยกับฟงกชันตัวแปรเชิง
ซอน (complexvariable) และแคลคูลัสที่เกี่ยวกับเรซิดิว (residue)  โดยการอินทิเกรทจะทํ าตามทาง
เดินจาก ( )∞− jδ  ถึง ( )∞+ jδ  ซึ่งสํ าหรับบางฟงกชันนั้นการคํ านวณคอนขางจะยุงยาก
แตอยางไรก็ตามก็ไมจํ าเปนตองคํ านวณหาอินทิกอลเชิงซอนดังกลาวน้ี  ซึ่งคํ านวณไดโดยใชตาราง
ลาปลาสทรานสฟอรม  ตารางมาตรฐานของลาปลาสทรานสฟอรม  ทั้งที่เปนทรานสฟอรมตรง
และทรานสฟอรมกลับของฟงกชันตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับทางปฏิบัติไดแสดงไวในตาราง



1.8 การคํ านวณหาลาปลาสทรานสฟอรม
การค ํานวณหาลาปลาสทรานสฟอรมของฟงกชันที่พบอยูเสมอในทางปฏิบัต ิ สวนมากแลว

จะเปนฟงกชันท่ีเร่ิมตนท่ีเวลา t = 0  ดังการพิจารณาฟงกชันตอไปน้ี

1. เอก็โปเน็นเชียลฟงกชัน ( Exponential  function )

           =)]([ tfL     [ ])([ tueL at

จากสมการที ่(1.16) และ (1.16a) เมื่อ
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เพราะฉะนั้น
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=− 1 (1.24)

และ
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สมการที่ (1.25) หมายความวา
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หรือ )(tf อาจจะหาไดจากสมการที ่(1.17) เม่ือ
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ดังน้ัน

2. ยูนิตสเตปฟงกชัน (unit –step  function)
ลาปลาสทรานสฟอรมของยูนิตสเตปฟงกชัน  สามารถหาไดจากลาปลาสทรานสฟอรมของ

ฟงกชัน ( )tue tα−  โดย  กํ าหนดให  α  เขาสูศูนย  ดังนั้นลาปลาสทรานสฟอรมของ ( )tu

สามารถก ําหนดไดจากสมการที ่(1.24) คือ
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s

tueL t =
+

=−

α
α 1

เพราะฉะนั้นจากสมการขางบนจะได
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และ
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3. ไซนูซอยดฟงกชัน  (sinusoidal  function)
ไซนูซอยดฟงกชันสามารถเขียนใหอยูในรูปผลบวกของเอ็กโปเน็นเชียลฟงกชันไดจากสูตรของ
ออยเลอร(Euler Formula)
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ดังน้ัน
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เชนเดียวกัน

    [ ] ( )sF
s

s
tL =

+
= 22cos

ω
ω (1.30)

    ( )tft
s

sL ==





+
− ω

ω
cos22

1 (1.31)

สมการที ่(1.29) และ (1.31)   หมายความวา
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ลาปลาสทรานสฟอรมของฟงกชันดังกลาวขางตน  และฟงกชันที่นอกเหนือจากที่กลาวนี้ซึ่งค ํานวณ
หาไดเชนเดียวกันไดแสดงไวในตารางท่ี 1.1



ตารางท่ี 1.1 ลาปลาสทรานสฟอรม
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1.9 ขอสังเกตในการหาฟูเรียรทรานสฟอรมจากลาปลาสทรานสฟอรม
เนื่องจากฟูเรียรทรานสฟอรมเปนกรณีเฉพาะอันหนึ่งของลาปลาสทรานสฟอรม  ภายใต

เง่ือนไขท่ี ωjs = รูปแบบของฟูเรียรทราสฟอรมที่ผานมาจึงเปนการแทน ωjs =  ดังเชนการ
พิจารณาจากตัวอยางของฟงกชัน ( )tue at−  คือ
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ฟูเรียรทรานสฟอรมของฟงกชัน  ( )tue at−  สามารถหาไดโดยแทน  ωjs = ในสมการขางบนคือ
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ผลลัพธที่ไดจากสมการขางบนเปนผลลัพธที่ถูกตอง  และอาจดูไดจากตาราง ที ่3.1B[1]
ซึ่งผลลัพธอันนี้จะใชไดเฉพาะกรณีที ่a เปนคาบวก ถา a  เปนคาลบ ฟงกชันก็จะไมเปนอินทิกอล
อยางสมบูรณ  และฟูเรียรทรานสฟอรมก็จะไมเกิดขึ้น  ซ่ึงสังเกตไดจากบริเวณของการลูเขาของ
ลาปลาสทรานสฟอรม  เราสามารถแสดงไดวา  (ดูรูปท่ี 1.5 ) บริเวณของการลูเขาของฟงกชัน

( )tue at−  จะถูกก ําหนดท่ี Re  s>-a และถา  a เปนบวกบริเวณของการลูเขาจะประกอบดวยแกน
ωj  แตอยางไรก็ตามเมื่อ a เปนลบ  และบริเวณของการลูเขาไมมีแกน ωj  รวมอยูดวย  ดังน้ันแลว
ฟูเรียรทรานสฟอรมก็ไมเกิดขึ้น

เราตองระมัดระวังเม่ือตองการหาฟเูรียรทรานสฟอรมจากลาปทรานสฟอรมจากการแทน s
ดวย  ωj  เนื่องจากฟูเรียรทรานสฟอรมของฟงกชันเหลานั้นอาจจะหาไดจากลิมิตเทานั้น  ดังตัว
อยางจากการพิจารณายูนิตสเตปฟงกชัน ( )tu  ขางลางนี้

   ( )[ ]
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เพ่ือท่ีจะไดรับฟูเรียรทรานสฟอรมน้ัน  เราจะแทน  s ในสมการขางบนดวย ωj  คือ

( )[ ]
ωj

tu 1=



ซึง่ผลลัพธที่ไดจากสมการขางบนนี้ไมถูกตอง  เพราะวาฟงกชัน ωj/1 มีคาเปนอนันตท่ี 0=ω

ดังน้ันจึงไมสามารถกํ าหนดฟงกชันนี้ได  และคาอนันตนี้อันที่จริงแลวมันจะเปนอิมพัลสฟงกชัน
(impulse  function)  ที่มีความสูงเทากับ πที่จุดก ําเนิด[1] ซึ่งอาจแสดงใหเห็นไดดังขางลางนี้

พิจารณาฟงกชัน ( )tu  จากฟงกชัน  ( )tue at−  โดยใหลิมิตของ a เขาสูศูนยดังนั้น

( ) ( )[ ]tue
a

tu at−

→
=

0
lim

และ
   ( )[ ] ( )[ ]tueL

a
tuL at−

→
=

0
lim

    ( )[ ] 





+→
=

asa
tuL 1

0
lim (1.32)

รูปท่ี 1.6

ฟูเรียรทรานสฟอรมของ  ( )tu  หาไดจากสมการที ่(1.32) โดยให ωjs =  และก ําหนด  ลิ
มิตของ 0→a เพราะฉะนั้น

)(ωF

a
1

ω
0


